L3 - Intégration 2021-2022: TD 6

Mesure de Lebesgue & Espaces IV

Exercice 1 — Deux p’tites propriétés. Soit (X, A, 1) un espace mesuré.
1. Soient deux fonctions f, g : X — R, mesurables positives telles que fg > 1. Montrer que fx fdu fx gdu >
w(Xy>.
2. Montrer que s’il existe une fonction mesurable f : X — R}, telle que f et % sont u-intégrables, alors 1(X)
est finie.
Exercice 2 - Quelques généralités. Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Soit f une fonction mesurable sur X, non
presque partout nulle. On note E 'ensemble des p € [1, +oo[ tels que f € ILP(u) et on note p(p) = fx |fIP dp.
1. Montrer que E est un intervalle.

2. Montrer que E peut étre n'importe quel intervalle (on prendra bien compte de distinguer les bornes
ouvertes et fermées!).

3. Montrer que In(p) est convexe sur E.
4. Montrer que ¢ est continue sur E.

5. Supposons E non vide. Montrer que ||f]|, = I1flloo-
p—) o0

Exercice 3 — La norme infine comme limite. Soit (X, A, u) un espace mesurable de mesure finie et f € IL*(u) tel
que || fll > 0. Posant a, = fX |fI" dp pour n > 0, montrer que

. A+l
1 = || fllo-
Exercice 4 — Injection I — ILF. Soit (X, A, u) un espace mesuré tel que p(X) < +00.Soit 1 < p < g < co. Montrer
que l'injection canonique j : L7 — IL? est une application linéaire continue et calculer sa norme.

Exercice 5 — Invariance par rotation. Montrer que pour tout ensemble B C B(R?), et tout endomorphisme u de
R%, ona
Aa(u(B)) = |det(u)| A4(B).

Exercice 6 — Critére de Riemann-intégrabilité. Soit f : [a,b] — R une fonction mesurable bornée. L'oscillation

de f en x € [a, b] est définie par
w(x) = lim sup |f(y) - f@2)

y,z€l,(x)
ol Iy(x) :=[a,b] N [x — h,x + h].
1. Montrer que f est continue en x si, et seulement si, w(x) = 0.

2. Soient (0, :=[a = 20 < x} < --- < x" = b]),»1 une suite croissante de subdivisions dont le pas tend vers 0, et
les suites de fonctions en escalier définies par

inff sixell =[x, 0<k<n supf sixelf,0<k<n
Pn(x) =1 b et Yu(x) =1 I
0 six=> 0 six =b.

Montrer que les suites (¢,)n>1 €t ({,),>1 sont monotones et que

lim ¢, - lim ¥, =w A-p.p.

n—+oo n—+oo

3. En déduire que f est Riemann-intégrable si, et seulement si, f est continue A-p.p..




A chercher pour la prochaine fois :)
Exercice 7 — IL®(RY, \;) n’est pas séparable. 1. Soit E un ensemble. On suppose qu'il existe une famille (O;);e;
telle que :
(a) pour touti € I, O; est un ouvert non vide de E,
(b) 0;N0O;j=0sii# ],
(c) In’est pas dénombrable.
Montrer que E n’est pas séparable.

2. Pour tout x € R?, on pose f; = lgu1) ott B(x,1) C R? est la boule fermée de centre x et de rayon 1. En
utilisant la famille d’ouverts (Oy),cgre avec

1
0, = {f € L=(RY, Ag), IIf = fullo < z}'

montrer que L*(IR%, 14) n’est pas séparable.



