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Espaces LY

Exercice 1— Pour s’échauffer. 1. La convergence dans IL”(u) de fonctions de £P(u) entraine-t-elle la conver-
gence |-p.p.?
2. La convergence u-p.p. de fonctions de £7(u) entraine-t-elle la convergence dans IL7(u) ?
3. Soit (fu)n=0 une suite de ILP(X, 7, u) N LI(X, T, 1), avec p,q € [1,+oo[ et p # g. On suppose que f, ol 0
dans 1LV et que (f,)n>0 est une suite de Cauchy dans IL7. Montrer que f, e 0 dans LL7.
Le résultat persiste-t-il si la suite n’est plus de Cauchy?
Exercice 2 — Super-Hdlder. Soient p,q € [1,+00] et r défini par 1 =
fel’(X, u)etge L1 (X, u),ona fgeL'(X, u) et

£ gll- < lIfllpligll,-

Exercice 3 — Continuité de I'opérateur translation sur ¥ (R?). Pour toute fonction f : R? — C et pour h € R?, on
définit la fonction 7, f par (7, f)(x) = f(x + h) et on pose |h| = ||}]|. On notera également IL” = IL¥ (R%, Ay).

1. Soit1 < p < co.

}7 + % Montrer que pour toutes fonctions

(a) Montrer que pour tout i € R, 7;, définit une isométrie de IL*.

(b) Soit g € C.(R) une fonction continue a support compact. Montrer que
Ve >0, 36> 0, Y(a,b) € R, (la—bl <6 = |Itag - Tugll, < €.

(c) En utilisant la densité de C.(IR?) dans IL?, montrer que si f € .7, on a
lim[7.f = fll, = 0.
(d) Application. Soit A € B(RY) tel que A4(A) > 0. Montrer qu'il existe un intervalle non-trivial inclus dans
A-A={a-b:abeA}.
2. Montrer que si f € I” avec 1 < p < 400, alors |hllim lTnf = fllp = Zillfllp.
—+00
3. Donner un contre-exemple simple qui montre que le résultat (1c) n’est pas valable pour L.

Exercice 4 — Lemme de Scheffé. Soient p € [1, +oo[ et (f,;)u>1 une suite de IL”(X, A, u) qui converge u-p.p. vers une
fonction f € I’(X, A, 11). Montrer que

Bm lif- fll, =0 <= Lim [Ifll, = [l
Exercice 5 — Lemme de Hadamard. Soit (R, B(IR), 1), ol A est la mesure de Lebesgue sur B(R). Soient f : [-1,1] —

R une fonction intégrable, et F : [-1,1] — R définie par

Fx) = fo £(t) dt.

1. Montrer que F est continue sur [-1,1].
2. On suppose dans cette question que f est continue. Montrer que F est de classe C! et déterminer sa dérivée.

3. (Lemme de Hadamard) Soit ¢ : [-1,1] — R une fonction de classe C!. Déduire de la question précédente
qu’il existe une fonction continue 0 : [-1,1] — R telle que

Vxe[-1,1], ¢(x) = @(0)+ xO(x).

4. Montrer que la fonction x — 1 n’est pas intégrable sur ]0, 1]. En déduire dans quels cas la fonction x — @

est intégrable sur [-1, 1].



5. Montrer que la quantité

f_ewdt+f1@dt
a .t

Exercice 6 — Emboitements des espaces de Lebesgue. Soit (X, T, (1) un espace mesuré o1 i est une mesure positive.

converge quand ¢ — 0.

1. Soient1 < p; < p < pa < +co. Montrer que

LA(X, ) ¢ (X, p) + L2 (X, ).
2. Soient 1 < p < g < +oco. Montrer que pour toutp <r <g,ona

LA(X, u) NILI(X, p) € L'(X, ).

Exercice 7 — Lemme de Riemann-Lebesgue. Soit I un intervalle inclus dans R, et f € IL}(I). Montrer que :

lim f f(t)e™ dt = 0.
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g% Attention : La prochaine fois, c’est Partiel @



