L3 - Intégration 2021-2022: TD 11

Mesures Complexes, Théoreme de Radon-Nikodym & Décomposition de Lebesgue

Exercice 1 - Pour s’échauffer. On se place sur ([0, 1], B([0, 1]), A). Montrer qu’il n’existe pas de partie A € B([0, 1])
telle que pour tout intervalle I de [0, 1] :

1
AMANI) = EA(I) .
Indication : On pourra supposer que A existe et introduire la mesure u = 1,4 - A.

Exercice 2 — Attention aux hypothéses. Soit R muni des mesures A de Lebesgue et ;1 de dénombrement.

1. Montrer que u n’admet pas de décomposition de la forme donnée par le théoréme de décomposition de
Lebesgue. Quelle hypothese de ce dernier est mise en défaut?

2. Montrer que A est absolument continue par rapport a u, mais qu’il n’existe pas de fonction mesurable
f R — R, telle que A = f - u. Que peut-on en conclure?

Exercice 3 — La mesure du diable. Trouver une mesure étrangere a la mesure de Lebesgue sur [0, 1] et sans atome.
Rappel : On dit que deux mesures u et v sont étrangeres, et on note y L v, s'il existe un ensemble mesurable E tel que 1 soit portée par
E, et v par E°, c’est-a-dire si u(E°) = 0 et v(E) = 0.

Exercice 4 — La décomposition de Jordan est minimale. Soit u une mesure réelle sur un espace mesuré (X, A).
On rappelle que la décomposition de Jordan de p est donnée par

+_|‘u|+f'l ,_|li|_[~l
Ho= 2 go= 2 )

1. Montrer qu'il existe {A*, A™} une partition de X composée d’éléments de A telle que la mesure u* est
portée par A* et
VEeA, u (A)==+u(ENA%).

2. Montrer que la décomposition de Jordan est minimale au sens que si u; et y; sont deux mesures positives
bornées telles que p = p1 — o, alors uy > pu* et pp > ™.

Exercice 5— Décomposition des mesures finies. On se propose de montrer le résultat suivant : Pour toute mesure
finie u sur les boréliens de IR, il existe une décomposition u = p, + ps + s, avec p; < A, s une mesure sans
atome et u;, us et A étrangeres entre elles.

1. Soient X un espace topologique séparé o-compact et 8 = B(X) la tribu engendrée par les ouverts de X. Soit
u une mesure borélienne positive sur X, c’est-a-dire telle que u(K) < +oco pour tout compact K.
(a) Montrer que l'ensemble D = {a € X : p({a}) > 0} est dénombrable.
(b) On pose ps(A) = u(A N D) pour tout A € B. Montrer que ;s est une mesure sur X, et que de plus

s =) plahs, -
aeD
(c) En déduire qu’il existe une mesure borélienne sans atome 1, sur X telle que u = s + ps.
2. Conclure.

Exercice 6 — Mesure complexe et partition finie. Soit 1 une mesure complexe sur un espace mesurable (X, A).
Montrer que

n
VEe A, |ul(E)=sup {Z |t(Ep)l = (Eq,..., Ey) partition finie de E} .
k=1
Exercice 7 — Espace des mesures signées. 1. Montrer que M(IR) I’espace des mesures boréliennes signées sur
R est un espace de Banach pour la norme ||.|| : p = |u|(R).

2. Soit (X, A, u) un espace mesuré fini. Montrer que pour tout f € LYX,A,v), on a ||fli = |If - vl ou
[l = g [ul(X).



Exercice 8 — Variation totale et mesures de probabilités. Soit ((), A) un espace probabilisable, et soient IP et Q
deux mesures de probabilités sur (Q2, A).

1. Montrer que
IIP — QI = 2max [P(4) ~ Q(A)] = 2max P(4) ~ Q(4) .

2. Side plus Q est un ensemble dénombrable et A = P(€2), montrer que :

P -l = )" IP(@) - Q).

weQ)

Exercice 9 — Transformée de Fourier d’'une mesure. Soit u une mesure borélienne complexe sur [0, 2r[. On définit
la suite de ses coefficients de Fourier par :

271
VneZ, [(n)= f e du(t) .
0

On suppose que [i(11) — ;1 0 et on se propose de montrer que fi(1) —,——c 0.

1. Soit f mesurable et |ul-intégrable. Montrer que fif(11) — -+ 0, Ol i désigne la mesure f - .
Indication : On commencera par établir le résultat pour f un polynéme trigonométrigue.

2. Montrer que |ﬁ|(n) —l»+00 0 et conclure.

Exercice 10 — Convolution de mesures. Soient 11 et v deux mesures boréliennes o-finies sur R” et s : R”" XR” — R”
l'application somme. On pose i * v(A) = u ® v(s1(A)) pour A borélien.

1. Montrer que u * v est une mesure borélienne, qui n’est pas forcément finie sur les compacts, méme si i et
v le sont. On appelle u = v la convolée de p et v.

2. Montrer que
VA e B(R"), up=+v(A) = fn HA -ty v(dt) = L;” V(A —t) u(dt) .

3. On suppose que p et v sont finies. Soit g une fonction borélienne bornée, montrer que :

[ auevan= [ gostun uendsdn.
g R'XR"

4. Montrer quel’opérateur de convolution est commutatif et associatif sur ’ensemble des mesures boréliennes
de probabilité. Montrer que la mesure de Dirac en 0 est élément neutre.
Remarque : L'idée des approximations de I'unité est justement de s’approcher de la mesure de Dirac en 0.

5. La mesure de probabilité de Poisson 1) de parametre A > 0 est définie par

Vérifier que 7, définie bien une mesure puis calculer 7y * 7, pour A, u > 0.

@ Exercice a chercher pour la prochaine fois :) @

Exercice 11 — L’intégrale de Gauss is back. 1. Montrer que f]R e dt = 7.

2. Soit A € M,(IR) une matrice symétrique réelle. Calculer fRn e~ @A) dx.



