ENS de Lyon L3 - Mesure & Intégration TDO1

Ensembles & Tribus

Exercice 1 — Ensembles dénombrables. Soit X un ensemble infini dénombrable.

1. Montrer que I'ensemble des parties finies de X est dénombrable.

2. En déduire que I’ensemble des parties infinies de X n’est pas dénombrable.
Exercice 2 — Théoreme de Cantor-Bernstein. Soient E et F deux ensembles. Le but de 1'exercice est de montrer le
résultat suivant : Sil existe deux applications f : E — F et g : F — E injectives, alors il existe une bijection entre E et F.

1. Soit X ={A CE : g(F\ f(A)) C E\ A}. Montrer que X n’est pas vide.

2. Montrer que X a un plus grand élément pour l'inclusion que I'on note M.

3. Montrer que g(F \ f(M)) = E \ M. Conclure.
Exercice 3— Limites inférieure et supérieure d’ensembles. Soit E un ensemble et soit (A, ).>1 une suite de sous-ensembles
de E.

1. Que représentent les ensembles suivants

LZJ A et (A

n=1 k>n n>1 k>n
Le premier ensemble est noté liminf,_,,. A, et le second limsup, .  A,.
Rappelons que 'on définit de méme les limites supérieure et inférieure d"une suite de réels (a,),eN par :

liminfa, = supinfay = lim infa, et limsupa, = infsupa, = lim supay.
n—+oo neN k>n n—+00 k>n Nn—+00 nelN k>n n—+oo en

Relier les fonctions indicatrices Liiminf, ... 4, €t Liim sup, ., Ay QUX fonctions (14, )u>1-

2. Montrer que les propriétés suivantes sont vérifiées :
(@) (imsup,_,, An)" = liminf, . Aj et liminf, ;. A, C limsup,_, Ay,
(b) limsup, ., Ay ={Y>1 14, = +oo} et iminf, 100 Ay = {Y51 Lac < +00},

(c) limsup,_,, (A, UB,) = limsup, ,, A, Ulimsup, , B, etlimsup, (A, NB,) C limsup, . A;,N
limsup,_,, . By.

3. On dit que A C E est la limite de la suite (A;),>1 si limsup,_,, A, = liminf, ;0 A, = A. Silimsup,_, A, #
liminf,_, e Ay, on dit que la limite lim,,_,, A, n’existe pas. Montrer que

(a) si(An)ux1 est croissante, c’est-a-dire A, C A1 pour tout n > 1, alors limy, 100 Ay = U151 An,

(b) si (An)n>1 est décroissante, c’est-a-dire A, D A,41 pour tout n > 1, alors limy, 100 An = (51 An-
4. Calculer liminf, ;e A, et limsup, . A, dans les cas suivants :

(a) Ay, = Fet Ay = G, 0u F,G C E sont fixés,

(b) Ay =]—c0,a,], 0082, =1+ 5 ety = -1

(@) Az =103+ 5[ et Ay =] -1-4,2],

(d) An =puN, ol (pu)n=1 est la suite des nombres premiers et p,IN est I'ensemble des multiples de p,,.

1
2n+1”

Exercice 4 — Exemples de tribus. Soit (X, 7") un espace mesurable.

1. Les ensembles suivants sont des algébres de parties de X. Dire lesquels sont des o-algéebres.
(a) L'ensemble P(X) des parties de X.
(b) L'ensemble A; formé par les parties A C X telles que soit A, soit A est fini.
(c) L'ensemble A, formé par les parties A C X telles que A ou A° est fini ou dénombrable.
(d) L'ensemble A formé par les parties A C X telles que A C Bou X \ A C B, pour un ensemble B C X fixé.
(e) L'ensemble A formé par les parties A C X telles que B € A ou A N B = @, pour un ensemble B C X fixé.
(f) L'ensemble A formé par les unions finies d’intervalles de RR.

2. Quelle est la tribu engendrée par I’ensemble des singletons de X?
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3. Supposons que card(X) > 2, quelle est la tribu engendrée par ’ensemble des paires (c’est-a-dire I'ensemble des
ensembles a deux éléments) de X?

Exercice 5 — Un contre-exemple de tribu. 1. Soit (A,),>1 une suite croissante d’algebres de parties d’un ensemble
X. Montrer que A = |51 A, est une algebre.

2. Pour tout entier n > 0, considérons la tribu 7, = o({0}, {1}, ..., {n}) sur IN. Montrer que la suite de tribus (77,),>0
est croissante, mais que la réunion 7~ = (5o 7 n’est pas une tribu.

Exercice 6 — Difficile de mettre la main sur les boréliens. Soient A et B deux ensembles, et soit (C;)(i, jeaxp une famille

ﬂUC§= U ﬂcioa)'

i€A jeB @:A—B i€A

d’ensembles de X. Montrer que

Remarque : En particulier si A = B = IN, alors I'union du membre de droite est une union non-dénombrable!
Exercice 7 — Boréliens de R. On définit sur R = R U {—o0, +00} la distance (oi1 par convention arctan(+oo) = +7):
d(x,y) = |arctan(x) — arctan(y)| .

1. Montrer que d est bien une distance sur R.
2. Montrer que la tribu des boréliens est engendrée par {[a, +oo] : a € R}.
3. Décrire d’autres familles engendrant les boréliens de RR.

4. Décrire des familles engendrant les boréliens de R, et R, =R, U {+00}.

Exercice 8 — Tribu image réciproque & tribu image. Soient X et Y deux ensembles et f : X — Y une application.

1. (Tribu image réciproque) Si B est une tribu sur Y, montrer que ’ensemble A = {f(B) : B € B} est une tribu sur
X, notée f1(B).

2. (Tribu image) Si A est une tribu sur X, montrer que I'ensemble B ={B € Y : f~(B) € A} est une tribu sur Y.

3. (Lemme de transport) Si B est une tribu sur Y engendrée par M, montrer que f~(B) est la tribu engendrée par

ffm).

Exercice 9 — Tribu trace. Soient X un ensemble, et E une partie de X. Pour ¥ une famille de parties de X, on note
Fe={ANE : Ae¥}.

1. Montrer que si 7 est une tribu sur X, alors 7 est une tribu sur E.
2. Montrer que pour tout famille C de X on a (¢(C))g = o(Ck).

3. On suppose que X est un espace topologique. Montrer que les boréliens de E (munie de la topologie induite)
sont les intersections avec E des boréliens de X.

4. En déduire qu'une application a valeurs dans R est mesurable si, et seulement si, elle est mesurable en tant
qu’application a valeurs dans C.

A chercher pour la prochaine fois :)

Exercice 10 & — Mesures sur Z. 1. Décrire les mesures sur (Z, P(Z)).

2. Quelles sont les mesures finies sur (Z, £(Z)) invariantes par translation?
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