ENS de Lyon L3 - Mesure & Intégration TD07

Espaces LY

Exercice 1 — Pour s’échauffer. 1. La convergence dans IL7(u) de fonctions de £F(u) entraine-t-elle la convergence
u-p-p-?
2. La convergence u-p.p. de fonctions de £7(u) entraine-t-elle la convergence dans IL7(u) ?
3. Soient p # q € [1, +oo[. Soit (f,)uz0 une suite de ILP(X, 7, u) N LY(X, 7, ). On suppose que f, Bl 0 dans IL¥ et
que (fu)n=0 est une suite de Cauchy dans IL7. Montrer que f, Bl 0 dans IL7.

Exercice 2 — Emboitements des espaces de Lebesgue. Soit (X, A, u) un espace mesuré o1 j1 est une mesure positive.

1. Soient 1 < p; < p < ps < +oo. Montrer que
(X, A, u) € LP(X, A, u)+ (XA ).
2. Soient 1 < p < g < +oco. Montrer que pour toutp <r <g,ona
LPXAu)NLIYX A u) € L'(X A ).

3. Donner un exemple d’espace mesuré pour lequel (I (X, A, (1))pe[1,+] st croissante pour I'inclusion.
4. Donner un exemple d’espace mesuré pour lequel (I (X, A, 1))pe[1,+c0] €st décroissante pour I'inclusion.

Exercice 3~ Super-Holder. Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Soient p, g € [1, +co] et  défini par ; = ; + ;. Montrer que
pour toutes fonctions f € L’ etg€ L9, ona fg e L"(X, u) et

gl < Nl fllpllglly -

Exercice 4 — Lemme de Scheffé. Soit (X, A, 1) un espace mesuré. Soient p € [1,+0oo[ et (f,)u>1 une suite de IV qui
converge u-p.p. vers une fonction f € IL”. Montrer que

HEIPw||fn _pr =0 — nl_i}}_loonn”p = ”f”p .
Exercice 5 — Lemme de Hadamard. On se place sur (R, B(IR), A). Soient f : [-1,1] — IR une fonction intégrable, et

F: [-1,1] — R
x> [ fdt.

1. Montrer que F est continue sur [-1, 1].
2. On suppose dans cette question que f est continue. Montrer que F est de classe C! et déterminer sa dérivée.

3. Lemme de Hadamard. Soit ¢ : [-1,1] — R une fonction de classe C'. Déduire de la question précédente qu’il
existe une fonction continue 6 : [-1,1] — R telle que

Vxe[-1,1], ¢(x)=¢@(0)+x0(x).

4. Montrer que la fonction x - 1 n’est pas intégrable sur 10, 1]. En déduire dans quels cas la fonction x @ est

intégrable sur [-1,1].
¢ p(t Lo(t
f () dt + f o) dt
ot .t

Exercice 6 — Lemme de Riemann-Lebesgue. Soit f € L(R, B(R), A). Montrer que :

5. Montrer que la quantité

converge lorsque ¢ — 0.

lim f f(He™dt=0.
R

[A]—>+o0
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