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AVERTISSEMENT AU LECTEUR

Ce polycopié est destiné aux étudiants de 'Unité d’Enseignement MAT101. Cette
unité d’enseignement est obligatoire pour les étudiants entrant en premiére année de
licence a I’Université Grenoble Alpes par le portail Informatique, Mathématiques et
Applications.

Ce polycopié est un outil pédagogique qui vient compléter le cours. Le point de vue
du cours et celui du polycopié peuvent différer, offrant deux fagons d’aborder une méme
notion mathématique.

Les chapitres de ce texte se décomposent de la fagon suivante :

1. Le cours contient les notions a assimiler. Il convient d’en apprendre les définitions
et les énoncés des résultats principaux. Les démonstrations données doivent étre
comprises. Elles servent de modéle pour les exercices de raisonnement. C’est en
comprenant les démonstrations, qu’on apprend a en rédiger. La plupart des dé-
monstrations sont a connaitre. Quelques-unes sont particuliérement compliquées :
il est plus important de les comprendre que de les apprendre par coeur.

2. La partie Exercices comprend des exercices dont la difficulté est évaluée avec une,
deux ou trois *. Les exercices (x) sont censés étre faciles, en général pour vérifier
que les notions importantes sont comprises. Les exercices (xx) sont de difficulté
moyenne, c’est en général le niveau attendu a I'examen. Les exercices (¥ * )
sont plus difficiles, certains sont destinés aux étudiants les plus intéressés. Un
certain nombre d’exercices seront traités en travaux dirigés. Un certain nombre
de solutions d’exercices seront aussi disponibles en ligne, sur le site du cours.

Par ailleurs, le site web du cours' contient les annales des années précédentes. Atten-
tion néanmoins, le programme a évolué a la fois pour se rapprocher de ce qui est vu

1. https://cours.univ-grenoble-alpes.fr/course/view.php?id=11798


https://cours.univ-grenoble-alpes.fr/course/view.php?id=11798
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au lycée, et pour se concentrer sur des notions qui nous semblent fondamentales. Cer-
tains exercices d’annales sont donc hors-programme désormais, et, a I'inverse, certains
exercices pourraient apparaitre qui ne ressemblent pas a des exerices d’annales. Néan-
moins les annales sont corrigées, ce qui permettra aux étudiants de voir des exemples
de rédactions satisfaisantes.



PROGRAMME

Pré-requis pour cette UE : Programme de « Spécialité Mathématiques » du lycée,
classes de Premiére et Terminale.

Programme résumé :
A— Langage mathématique et notion de raisonnement.

— Vocabulaire de la théorie naive des ensembles, ensemble, appartenance, complé-
mentaire, intersection, réunion, inclusion, égalité, égalité de couples, de n-uplets.

— Eléments de logique : Logique de base, conjonction, disjonction, négation en
termes de tables de vérité. Le sens de 'implication, de I’équivalence.

— Exemples de raisonnements : raisonnement direct, raisonnement par l’absurde,

par disjonction de cas, raisonnement par récurrence, avec des exemples tirés du
secondaire.

— Fonctions et applications : domaine de départ et d’arrivée, domaine de définition,
graphe, image directe, image réciproque, composition, injections, surjections, bi-
jections, notion de cardinal dans le cas fini (factorielle, coefficients binomiaux).

— Utilisation des quantificateurs : sens de « quel que soit », « il existe », illustration
sur la définition de la limite d’une suite, opérations élémentaires sur les limites.
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B- Les bases du calcul algébrique dans R et C

— Reévisions sur les nombres entiers, rationnels et réels. Intervalles de R. Manipula-
tion d’inégalités.

— Nombres complexes : forme algébrique, addition, multiplication, conjugaison,
norme, forme polaire, interprétation géométrique des nombres complexes, les
formules d’Euler et de Moivre (formules d’addition pour cos et sin), racines
carrées d'un nombre complexe, équation du second degré a coefficients complexes.

— Manipulation des symboles > et [ ] illustrée par les formules & connaitre : identités
remarquables, formule du binéme de Newton, somme des premiers termes d’une
suite arithmétique ou géométrique. Preuve d’identités par récurrence. Fonctions
polynomiales.

Compétences visées :

Ce cours est destiné a tous les étudiants qui s’engagent vers l'informatique ou les
mathématiques. Il couvre les pré-requis fondamentaux pour ces deux champs discipli-
naires. En ce qui concerne la partie logique et langage mathématique, 'objectif est
le renforcement des connaissances relatives aux régles de la logique, de la rigueur du
raisonnement mathématique et de sa rédaction.

Les objets élémentaires manipulés sont les ensembles de nombres usuels (entiers,
rationnels, réels, complexes). On manipulera également les ensembles et fonctions de
maniére abstraite, notamment dans le but gagner en familiarité avec la généralité de
certains raisonnements.

Pour la partie B, le but est ’apprentissage des notions de base d’algébre et de géo-
métrie du plan complexe, indispensables pour les cours de physique, de mathématiques
et d’informatique.

Les compétences a acquérir sont la capacité a rédiger un raisonnement élémentaire
de maniére claire et rigoureuse, la maitrise de la notion d’ensemble et de fonction,
la capacité a utiliser les quantificateurs dans des situations simples et la maitrise des
nombres complexes (algébrique et géométrique).
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Nombres complexes

Cours

Avant d’introduire les nombres complexes, rappelons quelques notations concernant
les ensembles classiques de nombres 2.

N désigne I’ensemble des entiers naturels, c’est a dire ’ensemble constitué des
nombres 0, 1, 2 etc. N* désigne I’ensemble des nombres entiers naturels différents de 0.

Z désigne I’ensemble des entiers relatifs, c’est a dire ’ensemble constitué des nombres
entiers naturels et de leurs opposés : 0, 1, —1, 2, —2, etc.

Q désigne I’ensemble des nombres rationnels, c’est a dire 'ensemble constitué des
quotients de nombres entiers relatifs. C’est I’ensemble constitué de tous les nombres de
la forme % avec p et ¢ des entiers relatifs, ¢ étant supposé non nul.

R désigne I'ensemble des nombres réels. De maniére informelle, vous les connais-
sez comme des nombres admettant un développement décimal (fini avant la virgule,
fini ou infini aprés la virgule). La notion de développement décimal infini mérite une
introduction rigoureuse, mais ne sera pas traitée dans ce cours?®.

Les ensembles ci-dessus sont rangés du plus petit au plus grand. Par exemple, tout
entier naturel est également un entier relatif. On dit que N est inclus dans Z, ou encore
que Z contient N, et si on souhaite noter cela de maniére symbolique, on note N C Z.
De méme, Z est inclus dans Q, et Q est inclus dans R.

De plus, Z n’est pas inclus dans N, de méme, Q n’est pas inclus dans Z et R n’est
pas inclus dans Q. En effet, on peut voir par exemple que —1 est dans Z mais pas dans
N, que % est dans Q mais pas dans Z et que v/3 est dans R mais pas dans Q.

2. Nous reviendrons de maniére plus rigoureuse dans le chapitre 2 sur la notion d’ensemble et les
constructions associées.

3. Une définition propre des nombres réels peut s’obtenir de différentes maniéres. Deux construc-
tions trés classiques sont la construction & partir des suites de Cauchy de nombres rationnels, et celle
a partir des coupures de Dedekind. Ces notions seront accessibles plus tard dans votre cursus.

11
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Dans la suite, on introduit un nouvel ensemble de nombres, noté C qui contient R
et n’est pas inclus dans R.

1.1. Définition des nombres complexes. — Les nombres complexes sont nés de
la nécessité de donner un sens a la racine carrée de nombres négatifs, pour résoudre les
équations algébriques. Dans 1’ensemble des réels, I’équation 22 = 1 a deux solutions,
+1 et —1, mais I’équation 22> = —1 n’en a pas, puisque le carré de tout nombre réel est
positif ou nul. Les nombres complexes naissent en ajoutant une solution & 1’équation
22 = —1. Le miracle est qu’avec ce seul ajout, tous les polynémes complexes ont alors
des racines.

/[Déﬁnition 1.1} ~

On définit un nombre i (imaginaire) qui satisfait 'équation i* = —1.

On appelle nombre complexe tout nombre de la forme z = a + ib, ot a et b sont
deux réels quelconques. Le réel a est appelé partie réelle de z, notée Re(z), et le
réel b est appelé partie imaginaire de z, notée Im(z).

L’ensemble des nombres complexes est noté C.

J

[’addition et la multiplication des réels s’étendent aux nombres complexes sans dif-
ficulté particuliére *.

o addition : (a +1b) + (c+id) = (a +¢) +i(b+ d),

e multiplication : (a + ib)(c + id) = (ac — bd) + i(bc + ad).

Remarquons que la formule donnant I'addition de deux nombres complexes revient &
dire que pour deux nombres complexes z; et zs,

Re(z1 + z2) = Re(z1) + Re(z2) et Im(z; + 29) = Im(27) + Im(29) .

On représente ces nombres par les points d’'un plan muni d’un repére orthonormé
(O,;,j) [’axe horizontal porte les réels (qui sont les nombres complexes dont la partie
imaginaire est nulle). L’axe vertical porte les nombres dits imaginaires purs, ceux dont
la partie réelle est nulle. Le point correspondant au nombre a+ib est placé a la verticale
du réel a et a 'horizontale de I'imaginaire pur ib (figure 1). On dit que le nombre a +ib
est ’affize du point qui le représente. Le point d’affixe 0 est 1’origine, et on le note O.

4. Pour procéder rigoureusement, il faudrait vérifier que nous n’introduisons pas de contradiction
avec ces opérations. Nous laissons cela en exercice.

12
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imaginaires
2

-2+ i+ ®2+i

‘ ‘ | réels
-3 -2 -1 0 1 2 3

~1-ie® —i [ BE)

FIGURE 1. Le plan complexe.

Pour définir ’argument d’un nombre complexe, on admet I'existence des deux fonc-
tions sinus et cosinus, définies de R dans R, 27-périodiques, sin étant impaire et cos
paire, satisfaisant sin(z + 7/2) = cos(z), et satisfaisant la régle usuelle de géométrie :

si ABC est un triangle rectangle en B tel que I’angle en A mesuré en radians vaut
0 € [0,7/2], alors on a AB = AC x cos() et BC' = AC' x sin(#).

/[Déﬁnition 1.2} ~

Soit z = a + ib un nombre complexe. On appelle
1. module de z le nombre réel positif ou nul v/a? + b2. On le note |z|.

2. argument de z si z est non nul tout réel 6 tel que Re(z) = |z|cos(d) et
Im(z) = |2|sin(f). On le note arg(z). Il est donc défini & 27 prés.

3. conjugué de z le nombre complexe de méme partie réelle et de partie imagi-
naire opposée. On le note Z.

S zZ=a—1b. )

Dans le plan complexe, le module est la longueur du segment joignant I'origine au
point représentant z. Un argument est une mesure de I'angle entre 1’axe des réels et
ce segment, orienté dans le sens inverse des aiguilles d’une montre (le sens trigonomé-
trique). Le conjugué est le symétrique par rapport a I’axe horizontal des réels (figure 2).

13
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z=a+ib

® =a-ib

FIGURE 2. Module, argument et conjugué d’un nombre complexe.

Observez qu’un nombre et son conjugué ont le méme module et que leur produit est
le carré de ce module.
zZ=z =z
Il est fréquent dans les calculs d’utiliser un conjugué pour simplifier le résultat et le
mettre sous la forme a 4 ib. Si z; et 25 sont deux complexes, leur quotient s’écrit :

21 Z1Z2 217

2 2% |mP
Voici un exemple.
1+2i  (1+42i)(1—1i) _3+i_§+i
1+1 (IT+1)(1—1) 2 2 2

Le conjugué et le module vérifient des relations remarquables.

/[Proposition 1.3} ~

Soient z; et zo deux nombres complexes. Alors :

1. 21+ 29 =21 + 29

2. 2129 = Z1-29

3. |2’12’2| = |2’1||22| J

Démonstration. — Soient z; et z3 deux nombres complexes. On note z; = a; + ib; et
Zo = ag + iby avec aq, as, by et by des réels.

14
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1.Ona:
zl—i—zQ:a1+ib1+a2+162:(a1+a2)+i(b1+62).

Donc la partie imaginaire de z1 + 25 est by + by et sa partie réelle est a; + ay (Cela
avait déja été remarqué plus haut dans le cours). Donc par définition du conjugué,

21+ 22 = Re(z1 4 20) —ilm(z; + 29)
(a1 —+ (12) — l(bl —+ bg)
= ((ll — lbl) —+ ((12 — lbz)
= Z1+72
2. 0Ona:
2129 = (a1 +iby)(ag + ibe) = ajas — biby +i(arby + asby)

Donc z129 a pour partie réelle ajas — b1by et pour partie imaginaire a,by + asb;.
Donc par définition du conjugué,

217 = 103 — biby —i(a1be + asby)
De plus,
Z1.29 = (CLl — ib1)<a2 — lbg)
= a1a9 — ib1a2 — i(llbg — b1b2

= aijag — blbg — i(a1b2 + a2b1>

Donc Z1z5 = Z125.
3. On a vu que
2129 = ajag — bibg + i(a1be + asghy)
Donc
|Z122|2 = (a0 — 5152)2 + (arby + Qle)z
= a’al + b?b% — 2a1a5b1by + alb3 4 a3b? + 2a1a5b,b;
= a’al +bPal + alb 4 b3
Et d'un autre coté,
(lzal-z2)? = |zl [2ef?
= (ai + b)) (a5 + b3)
= alaj +blaj + ajbs + bibs

15
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Donc |z125| = (|21].]22])?. Comme |2 25| et |21].|22] sont tous les deux positifs ou
nuls, et que leurs carrés sont égaux, |z122| et |z1|.|22| sont égaux.

O

Remarque 1.4. — Remarquons qu’'un nombre complexe est nul si et seulement si son
module est nul. Le point 3 de la proposition précédente implique alors que le produit
de deux nombres complexes est nul si et seulement si I'un des termes du produit est
nul.

1.2. Formes trigonométrique et exponentielle. — Dans la définition suivante,
on utilise la fonction exponentielle exp dont 'existence a été admise au lycée : c’est
I'unique fonction dérivable de R dans R qui vaut 1 en 0 et est égale a sa dérivée. De
plus, elle satisfait, pour tous les réels = et 2/,

exp(z + 2') = exp(z) x exp(z') .

/[Déﬁnition 1.5} N

Soit z = a + ib un nombre complexe. On appelle exponentielle complexe de z et on
note e* (ou exp(z)) le nombre complexe :

e* = e%(cos(b) +isin(b)) ,

\01‘1 e® est I’exponentielle réelle de a.

J

Observez que I'exponentielle complexe coincide avec I’exponentielle réelle si la partie
imaginaire est nulle. Si la partie réelle a est nulle, le nombre e = cos(b) + isin(b) est
un nombre complexe de module 1 (car cos?(b) +sin?(b) = 1). Observez que le conjugué
dun nombre complexe z = pe? est : 7 = pe™, et un argument de Z est —6.

Dans le cas général, le module de e?*® est e et b est un argument (les autres étant
les nombres de la forme b+ 2k, avec k € Z).

La périodicité modulo 27 des fonctions sinus et cosinus induit la périodicité modulo
2im de I'exponentielle complexe : pour tout réel b et pour tout entier k,

olb — oilb+2km)
Alinsi,
2kmi (2k+1)mi _ -1 ’ e(ﬂ/2+2k7r)i —;

e =1, e i, e(f7r/2+2k7r)1 —

—i.
Remarquons que si z est un nombre complexe non nul, que p = [z] et # est un
argumetn de z, alors d’aprés la définition de 'argument, z = p(cosf + isin#) et donc

16



MAT101, Chap. 1 Nombres complexes Cours

z = pe?. La premiére écriture est appelée forme polaire (ou trigonométrique) et la
seconde est appelée forme exponentielle .

/[Déﬁnition 1.6} ~

Soit z = a + ib un nombre complexe non nul. On note p le module de z et 6 un
argument de z. On appelle forme exponentielle de z I'écriture de z sous la forme

z = pe'? .
On appelle forme polaire (ou trigonométrique) de z 'écriture de z sous la forme

z = p(cos @ +isinb) .

\ J

Voici quelques exemples.

nombre | module argument | forme exponentielle | conjugué
i 1 /2 /2 —i
1+i V2 /4 V2eim/4 1—i
—1+i V2 3m/4 V/2ei3/4 —1—i
1+iv3 2 /3 2ei™/4 1—-iV3
V3 —i 2 117/6 ¢! 117/6 V3 +i
—V2+iV6 | 2V2 21 /3 2+/2e127/3 —V/2 —iV6

[’exponentielle complexe conserve la propriété fondamentale de ’exponentielle réelle
qui est de transformer les sommes en produits.

Théoréme 1.7 (multiplicativité de I’exponentielle complexe)}

Soient z et 2’ deux nombres complexes. On a

Démonstration. — Posons z = a +ib et 2’ = ¢ + id. Par définition de ’exponentielle,

ez—f—z’ _ e(a+c)+i(b+d) _ ea+c(COS(b+ d) + 181n(b+ d)) ]

5. Parfois, on appelle également forme polaire la forme exponentielle.

17
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D’autre part,

e = (e“(cos(b) + isin(b))) <ec( cos(d) + isin(d)))
= e""(cos(b) +isin(b)) (cos(d) + isin(d)) ,

car e”e® = e (propriété de l'exponentielle réelle). Les formules trigonométriques
suivantes sont supposées connues :

cos(b+d) = cos(b) cos(d) —sin(b) sin(d) et sin(b+ d) = sin(b) cos(d) + cos(b) sin(d) .
On en déduit immédiatement que :
(cos(b) + isin(b)) (cos(d) + isin(d)) = cos(b + d) + isin(b+ d) .
U

Le fait que €™ = cos(nx) + isin(nz) conduit a la formule de Moivre (ou de “De
Moivre”) :

Corollaire 1.8 (Formule de Moivre)}

Pour tout = dans R et n dans N, on a

(cos(x) +isin(x))" = cos(nx) + isin(nx)

Cette formule est utile pour exprimer cos(nz) ou sin(nx) en fonction de cos(x), sin(z).
Voici un exemple.

cos(2x) +isin(2z) = (cos(z) +isin(x))?
= cos®(z) + 2i cos(z) sin(x) + i*sin*(x)
(z) — sin®(x) +i2 cos(x) sin(z)
(

?(x) — 1) +i(2 cos(z) sin(x))

(2 cos

En identifiant les parties réelles et imaginaires, on obtient :
cos(2r) = 2cos’(z) —1 et sin(2z) = 2cos(x) sin(z).

Les fonctions sinus et cosinus s’expriment a I'aide de I’exponentielle complexe par les
formules d’Euler. Celles-ci découlent simplement de la définition €l = cos(f) + isin(f).

18
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Proposition 1.9 (formules d’Euler)}

Soit 8 un nombre réel. Alors on a
olf 4 o—i0 il _ oif

cos(f) = > )

On les utilise pour linéariser des puissances de sinus et cosinus, afin de calculer leurs
primitives. Voici un exemple.

1 . . ) .
Sin4<x> COSG<SL’) — ﬁ(elx . 6711)4(6193 + eﬂz)ﬁ
1 : : . .
= @(emx _ e—21$)4(elq; _'_ e_1x>2
1 | . - |
= 1094 (6812: o 484130 16— 48—4123 + e—81a:)(821an +24+ e_zm)
— @(ewlz . 4e6lz 4 6621:1: o 467211 + 676133
_'_2681J: o 8€4ia: + 12 — Se_4i$ + 2e_81$
46017 — 4% 1 Ge 2T — o0 4 o 10MT)
1
= 05 (6 + 2 cos(2z) — 8 cos(4x) — 3 cos(6z) + 2 cos(8x) + cos(10z))

D’ou une primitive de sin*(z) cos®(x) :

3z sin(2z) sin(4x)  sin(6z)  sin(8z)  sin(10x)

256 512 256 1024 + 2048 5120
L’observation de la parité permet de prévoir a priori que la linéarisation ne contiendra
que des cos(kx). En effet, sin(z) est une fonction impaire et cos(x) une fonction paire.
Donc si on remplace z par —z, sin”(z) cos™(x) sera inchangé si n est pair, changé en
son opposé si n est impair. Dans le premier cas, la linéarisation ne contiendra que des
cosinus, dans le second cas, elle ne contiendra que des sinus.

1.3. Polynémes. — Les fonctions affines
CcC —»- C
z = az+Db

ol a et b sont des nombres complexes fixés, sont les exemples les plus simples de
fonctions de C dans C.°

6. Nous reviendrons plus en détail sur la notion de fonction dans le chapitre 3.

19
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En ajoutant et multipliant un nombre fini de fonctions affines, on obtient les fonctions
polynomes.

/[Déﬁnition 1.10} N

Une fonction P de C dans C est appelée fonction polynéme a coefficients dans C
s’il existe un entier naturel d et des éléments ag, aq,...,aq € C tels que pour tout
z complexe,
P(2) =ap + a1z + ag2® + -+ -+ ag2® .

Par un léger abus, on dit dans ce cas que P(z) est un polynéme en z.*

Lorsque a4 est différent de 0, le nombre d est appelé degré du polyndéme P, noté
deg(P). Dans ce cas, le nombre a4 est appelé coefficient dominant de P.

Si tous les coefficients sont nuls, alors P est appelé polynéme nul. Par convention

il est de degré —oo.

d

a. En fait le polynome est la somme formelle ag + a1z + a22% + -+ + aqz® ol z est une

indéterminée, mais cette distinction est sans importance pour cette année.

J

Lorsqu’on impose que les coefficients ag, ay, . . . , ag soient réels (resp. rationnels, resp.
entiers relatifs), on dit que le polynome est a coefficients dans R (resp. Q, resp. Z).

Lorsque P(z) est simplement de la forme a4z, on dit que P est un mondme. Un
polynome est donc une somme d’un nombre fini de mondomes.

Ezxzemples 1.11. — Tous les exemples ci-dessous sont des fonctions de C dans C.
x +— 22 — 1 est une fonction polynome, a coefficients entiers, de degré 2.
y — y® — Ty + /2 est une fonction polynome, a coefficients réels, de degré 3.
x +— H5z* est une fonction mondme, a coefficient entier, de degré 4.
Les polyndémes de degré 0 ou —oo sont les fonctions constantes.

Comme nous le rappellerons dans le chapitre 2, que la variable soit z, y ou n’'importe
quelle autre lettre n’a pas d’importance. Ce qui importe c¢’est qu’un polynéme est une
fonction qui prend une variable et rend un nombre, en ne faisant intervenir que des
additions et des multiplications.
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Définition 1.12}

Etant donné P un polynéme a coefficients dans C, un nombre a dans C tel que
P(a) = 0 est appelé racine de P.

Ezemple 1.13. — 22 — 1 est un polynéme en z qui a deux racines dans Z, a savoir
les nombres 1 et —1.

2% — 2 est un polynéme en z qui n’a pas de racine dans Z ni dans Q, mais qui a deux
racines dans R, a savoir les nombres v/2 et —+/2.

22 41 est un polyndéme en z qui n’a aucune racine ni dans Z, ni dans Q, ni dans R.

1.4. Rappels de logique élémentaire. — Rappelons un peu de vocabulaire, que
vous avez déja vu au lycée, et qui nous aidera a résoudre rigoureusement les équations
polynomiales & coefficients complexes. Nous reviendrons plus en détail sur le langage
mathématique dans le chapitre 2.

Une assertion est une affirmation mathématique ne mettant en jeu que des objets
mathématiques.

Lorsque P et () sont des assertions, P = () est une nouvelle assertion, qui signifie
« si P est vraie, alors () est vraie ».

Enfin, P < @ signifie (P = Q) et (Q = P), ce qu'on peut également exprimer par
« P est vraie si et seulement si () est vraie ».

Si A est un polynome a coefficients complexes, la phrase suivante :

« Résoudre une équation du type A(z) = 0 en 'inconnue z complexe. »
signifie « Trouver exactement tous les nombres complexes z qui vérifient A(z) = 0. »
Alnsi,
— si on montre que
Alz) =0 (z=1ouz=1+1),
on peut bien en déduire que 1 et 1 4 ¢ sont exactement toutes les solutions com-
plexes de I’équation “A(z) = 07,
— si on montre que
Alz)=0=(z=1ouz=1+1),

alors on sait que “si z est une solution, alors cette solution est soit 1 soit 1 + 7"
Cela ne montre pas que 1 et 1417 sont solutions, mais qu’il ne peut y avoir d’autres
solutions que ces nombres-la,
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— si on montre que
(z=1louz=1+41i)= A(z) =0,

alors on sait que 1 et 14 4 sont des solutions de I’équation “A(z) = 0”. Cela ne
montre pas que ce sont les seules solutions.

Il est donc extrémement important, lorsque que vous manipulez une équation, d’expli-
citer (et de justifier si nécessaire) les liens logiques (implication dans un sens ou dans
lautre, équivalence) entre les différentes assertions que vous écrivez.

1.5. Equations polynomiales complexes. — Soient a, b, ¢ trois réels, avec a # 0.
L’équation du second degré ax? + bz + ¢ = 0 admet toujours des solutions, éventuelle-
ment complexes.

1. si b® — 4ac > 0 I’équation admet deux solutions réelles,

_ =b+ Vb —dac of —b— Vb —dac

2a 2= 2a ’

1

2. si b? — 4ac = 0 I’équation admet une solution réelle « double »,
—b

r=—:;
2a

3. si b? — 4ac < 0 I’équation admet deux solutions complexes,

—b+1v—=b% + 4dac ; —b—iv—=b% + 4dac
= e = )

e 2a 2= 2a

Ce résultat n’est pas étonnant, et vous le connaissez déja. Le miracle est que les com-
plexes permettent de résoudre non seulement les équations du second degré, mais toutes
les équations algébriques quel que soit leur degré. Le théoréme suivant a été énoncé par
d’Alembert en 1746. Plusieurs preuves ont été par la suite proposées, mais contenaient
toutes des trous. Une preuve presque compléte a été proposée par Gauss en 1799, mais
elle contenait encore un trou, comblé en 1920 par Ostrowki. La premiére preuve com-
pléte est diie & Argand en 1806. Il est partout connu comme le théoréme fondamental
de l’algebre.

Théoréme 1.14 (D’Alembert—GauSS)}

(Admis) Soit P un polynome de degré n > 1 a coefficients complexes. Le polynéme
P est un produit de n facteurs de degré 1, a coefficients dans C.
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De maniére équivalente, si P un polynome de degré n > 1 a coefficients complexes, il
existe un nombre complexe a différent de 0 et n complexes z1, ..., z, tels que pour tout
ze C:

Piz)=alz—z1)(z—22) ... (2 — zp) .
En d’autres termes, I’équation P(z) = 0 a toujours n solutions; certaines solutions
peuvent étre multiples, et elles sont comptées avec leur ordre de multiplicité.

Remarque 1.15. — Une conséquence de ce résultat est que si on connait n racines
deux & deux distinctes d’un polynéme de degré n, alors celui-ci n’a pas d’autre racine.

Concrétement, peut-on trouver les racines d’un polyndéme a coefficients complexes ?
S’il est de degré 2, 3, ou 4, la réponse est oui. Pour le degré 2, c’est assez simple a voir.

La premiére chose a remarquer est que si A est un nombre complexe, alors il existe
toujours un nombre complexe ¢ tel que 6> = A. En effet, si A = 0, on peut prendre
§ = 0. Et si A # 0, en écrivant A sous forme polaire, A = pe?, on peut prendre
0= \/ﬁei%. On dit que § est une racine carrée complexe de A. Mais attention, il est
important de comprendre que pour un nombre complexe A qui n’est pas un réel positif,
il ne faut pas écrire v/A. En effet, pour un nombre réel positif = , \/z est défini comme
le nombre positif dont le carré vaut . Mais pour un nombre complexe qui n’est pas un
réel positif A, aucun nombre positif n’a de carré qui vaut A. Il y a bien deux nombres
complexes dont le carré fait A, mais il n’y a pas de maniére suffisamment naturelle de
les distinguer. On conservera donc 'idée que le symbole v désigne la fonction racine
carrée définie de R, dans R, et on ne 'appliquera pas a des nombres qui ne sont pas
des nombres complexes.

Maintenant que I’on sait qu’un nombre complexe admet toujours au moins une racine
carrée complexe, on peut énoncer le théoréme suivant.

/{Théoréme 1.16} N

Soit a, b, ¢ trois nombres complexes avec a # 0. Notons ¢ un nombre complexe sa-
tisfaisant 2 = b2 —4ac. Alors le polynome du second degré a coefficients complexes
az? + bz + ¢ a pour racines

b+

1 =

—b—90
et Z9 = 5
2a 2a

7. Il n’y a pas besoin du théoréme de D’Alembert-Gauss pour démontrer cela, c¢’est une conséquence
de la division euclidienne des polynomes.
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et a pour factorisation :
a? +bzt+c=alz—2)(z—2) .

Le nombre complexe A = b? — 4ac est appelé discriminant du polynome.

Démonstration. — On a, pour tout z complexe :

2b
az? +bz+c = a<22+—z+£)
2a a

o2 (Y e (b
N 2a 2a a 2a

b\? 5\?
- ol (v m) ‘(%))
- 4\ 2a 2a ? 20  2a

= a(z—21)(z — 29)

On en déduit la factorisation annoncée. De plus, un produit est nul si et seulement si
I'un de ses termes est nul. Donc (on rappelle que a est non nul) :

az? +bz+c=0 & (z—2z)=00u(z—2)=0

<~ Z=2Z10Uz=2
ce qui donne les racines de az? + bz + c. O

Il reste une étape a combler pour pouvoir écrire les racines d’un polyndéme du second
degré, & savoir calculer un nombre § tel que 62> = A. Nous avons vu que lorsque A est
donné sous forme polaire, A = pel, on peut prendre § = \/ﬁeig. Si on souhaite obtenir
une écriture algébrique de § a partir d'une écriture algébrique de A, c¢’est un peu plus
compliqué, la méthode de calcul ci-dessous y répond.

Remarque 1.17. — Calcul des racines carrées : Soit z = a + ib un nombre complexe
avec a et b réels. On veut trouver les nombres complexes § = z + iy tels que §% = 2.
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Comme |§]* = |z|, on a :
2?4y = Va1 0
FP=zel2—y =a
2ey = b
En sommant les deux premiéres équations, on obtient 1’égalité
2 Va2 + b +a
-

et en soustrayant les deux premiéres équations, on obtient

s Vat+b—a

2
Donc :
(2 — Va?+b+a
- 2
FP=z o y? = Valtbi-a
2
(2zy =)
(|ZL'| _ Va2+b2+a
- 2
A ly| = Va*t+bi-a
Yyl = 2
22y = b

On remarque que le signe de zy est donné par celui de b. Notons € = 1 si ce signe est

positif et € = —1 si ce signe est négatif. On a donc :
(&= /LB oy = ¢ [ViP 4
ou
=z & = — @Jraety:_g @M
et
(2zy =)

Il y a donc au plus deux solutions pour le couple (z,y), qui sont données par la premiére
ligne du dernier systéme. Comme le théoréme 1.16 nous assure qu’il y a exactement
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deux racines, on en déduit que la seconde ligne de ce systéme est automatiquement
vérifiée ®. Donc :

[ JaZ1p2 2152
T va +2b +a et y c va +2b +a
F¥’=z & ou

| aZ b2 /a2 1b2
Tr=— aq;bJraety:_g Cl*;b+a

Il est plus intéressant de ne pas essayer de se souvenir de ce résultat par cceur, mais de
savoir reproduire le raisonnement.

Pour les équations de degré 3 et 4, des méthodes et des formules générales existent,
mais elles sont compliquées. A partir du degré 5, il n’y a plus de formule générale,
comme 'ont démontré Niels Abel et Evariste Galois au début du XIXe siécle.

Un autre type d’équations complexes peut néanmoins étre résolu en général, celles
consistant a chercher une racine n-iéme d’un nombre dont on connait une forme polaire.

On suppose pour cela qu’on sait extraire une racine n-iéme dans R . En général les
fonctions log et exp le permettent, puisque si p est un réel strictement positif et n un
entier strictement positif, alors la racine n-iéme de p est donnée par exp(In(p)/n). Bien
sir, sur des exemples simples, on a parfois des racines n-iéme plus explicites.

Théoréme 1.18 (Racines n-iémes complexes)}

Soit 2y = pe'’ un nombre complexe non nulécrit sous forme polaire et n un entier
naturel strictement positif. Alors I’équation z"” = z; admet pour solutions les n
nombres {/pe/" o/pel0T2m/n /5 el@HAm/n . o/p el0F2n=Dm/n,

Démonstration. — On vérifie d’abord que les nombres proposés vérifient bien 2" = 2z :
sike{0,...,n—1},

(Wei(«9+2k7r)/n)n _ (W)n(ei(9+2k7r)/n)n _ pei(9+2k7r) _ pei€e2ik7r _ peie = 2 .

8. On peut également vérifier par le calcul que les deux possibilités pour le couple (x,y) données
dans la premiére ligne impliquent la seconde équation.
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Comme 2, # 0, ces nombres sont deux a deux distincts. En effet, si k et j sont dans
{0,...,n—1},
Wei(a—i—ﬂcﬂ)/n _ Wei(@-‘,—?jw)/n o ei(9+2k7r)/n — ei(9+2j7r)/n
o §@E-Dm/m _
< (k—j)/neZ
k

< k=
car k et j sont dans {0,...,n — 1}. On a donc trouvé n racines 2 a 2 distinctes du
polynome P(z) = 2" — 2y, qui est de degré n, donc ces racines sont les seules racines
de P. O

En particulier les nombres de la forme
kM) pour k=0,...,n—1,

sont les solutions de z" = 1. On les appelle les racines n-iemes de l'unité (figure 3).
Elles forment les sommets successifs d’'un polygone régulier & n cotés, de centre 0 et
ayant 1 pour sommet.

2im/3
é

Sim/6
é

e7 it/
11im/6
e

4in/3 )
e Sin3

Ficurk 3. Racines douziémes de 'unité.
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1.6. Géométrie du plan complexe : vecteurs, distances et angles. — Rap-
pelons la vision géométrique des nombres complexes : on munit le plan d'un repére
orthonormé (O,;,j) A tout point de coordonnées (z,y), on associe le nombre com-
plexe x + iy, appelé affize du point. Si M désigne un point, on note z;; son affixe.
[’application qui & M associe zj, est en fait une bijection? entre I’ensemble des points
du plan et I’ensemble des nombres complexes, et dans la suite il nous arrivera de
confondre un point et son affixe.
On remarque que si A et B sont deux points du plan, alors

OA = Re(z4)i + Im(z4)7

donc

B = Re(zp — zA);+ Im(zp — 24)y

Ceci nous améne naturellement a la définition suivante.

Définition 1.19}

Si @ = xi + yJ, on définit Iaffixe du vecteur @ par

Zg =T+ 1y .

Remarquons que si A et B sont deux points du plan, alors z3 = 2p — z4. De plus,
Zgrg = 2+ 2z et si A € R, 26 = Azg.

On voit alors facilement, en prenant des représentants de « et ¢ partant de ’origine
O, que :

]| = [zal ,

et, si ¥ et ¥ sont non nuls, qu'une mesure de 'angle orienté (i,?) est donnée par
Arg(z,)—Arg(z.), qui est égal & Arg(2+). On obtient ainsi le résultat suivant concernant
les mesures de distances et d’angles.

T 1.20}

Soient A, B et C' trois points distincts deux a deux, d’affixes respectives z4, zp et
zZC-

1. La distance entre A et B est le module de z5 — z4.

9. Voir chapitre 3.
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—
2. Une mesure de I'angle orienté (C'A, C@) est égale a 'argument du rapport

(z8 — 2¢) /(24 — 2c).

Remarque 1.21. — Rappelons que ’ensemble des points & distance fixée r» d’'un
point A est le cercle de centre A et de rayon r. Ainsi, en termes complexes, ce cercle est
’ensemble des nombres z tels que ||z — z4| = r. On peut aussi écrire ce cercle comme
I’ensemble des points d’affixe z,4 + rel?, ot 6 décrit [0, 27].

1.7. Rédaction. — Quand vous « écrivez des mathématiques », ’objectif est de com-
muniquer des raisonnements mathématiques. Il faut savoir trouver un équilibre entre
clarté et rigueur (rigueur de définition des termes mathématiques, de raisonnement,
de logique). La clarté permet d’avoir une communication efficace et la rigueur permet
d’éviter les erreurs.

En termes de rigueur, on dit parfois qu’il faut convaincre trois personnes : soi-méme,
un ami et un ennemi. Le terme ennemi étant a prendre au sens d’une personne scep-
tique, qui essaiera de mettre en doute vos arguments.

Voici quelques régles qui peuvent aider a allier clarté et rigueur.

1. Définir clairement les objets qu’on utilise. Tout caractére (x, A, f, € ...) qui
désigne un objet mathématique (nombre, élément, ensemble, fonction ou autre)
doit impérativement étre présenté et clairement défini avant d’étre utilisé.

2. Les objets qu’on utilise ont des régles de manipulation précises, imposées par leur
définition, et qu’il faut respecter (Exemple : ne pas confondre inégalité au sens
strict et au sens large).

3. Le niveau le plus élevé d’une démonstration (notamment le début et la fin) doit
étre rédigé en langage naturel. Il ne faut utiliser les symboles mathématiques que
s’ils apportent un plus indéniable et ne prétent pas a confusion. '°

10. A ce propos, le symbole = n’est pas un synonyme de « donc », ¢’est un connecteur logique qu’il
ne faut manipuler que lorsqu’on souhaite affirmer de maniére compacte que « si P est vraie alors ()
est vraie » (ce qui se note P = @Q), et qui doit toujours étre introduit par une expression en langage
naturel, comme dans « On en déduit que P = Q@ ».
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Exercices

Exercice 1.1. (*)

Mettre sous forme algébrique (c’est a dire x + iy avec z et y réels) les nombres
complexes suivants (a et b sont des réels).

11— 20— (—4+7i), o (LF2 19 2

- - "\ 4461/ 1—iv3’
2. 1421+ —4 + 64, )

: 1+1 3 + 61

3. (14 2i) (—4 + 61), o 316 13.( ﬂ) ot

' . C3 a4y 2—1 3—4i
4. (2= 3i) (=3 4 2i), “ o [y 25 25
5. (a+ib)?, 10. 1o Cl-i 0 14147

12 . A\ 2
6. (a—1b)", GRS 5, (L= V=i
7.0, -2 —(i—1) 1+i

Exercice 1.2. (*) Résoudre les équations suivantes, d’inconnue z € C :
L. 2(i-3) =2, 5. 2L o1
2. 3i+1—iz=4—1i 1= 3iz
3. (1—1)z+2z=4-3i, 22 +1
. T L

4. 3iz + 2z = 61, 1— 2

Exercice 1.3. (*)

Calculer le module et 'argument des nombres complexes suivants.

1+i)°
()
9. (1+iv3)*
10. (1+1v3)° + (1 —iv3)’,

1+iV3

1. 141,
2. 34 3i,

3. 1+1V3,
4. —1+1iV/3,
5

V341,

4.
6. —gl,
1+1
1—1i

11.

V3

.

—1

VB—iv2

12.

2-2i

i0

13. e .
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Exercice 1.4. (*)
Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont vraies, lesquelles sont fausses et pour-
quoi ?

1

N Otk W

tout nombre réel a pour argument 0.

tout nombre réel strictement négatif a pour argument 7.

tout nombre imaginaire pur non nul a pour argument 7/2 ou 37 /2.

le conjugué d’'un nombre imaginaire pur est égal & son opposé.

si deux nombres complexes ont le méme argument alors leur produit est réel.
le produit de deux nombres imaginaires purs est réel.

si deux nombres complexes non nuls ont le méme argument alors leur quotient est
réel.

si deux nombres complexes non nuls ont le méme module alors leur quotient a
pour module 1.

Exercice 1.5. (*)
Soit z un nombre complexe non nul. Parmi les affirmations suivantes, lesquelles sont
vraies, lesquelles sont fausses et pourquoi ?

1.

AP

S

le module de z est égal au module de son conjugué.

I’argument de z est 'opposé de I'argument de son conjugué.

le produit de z par une racine n-iéme de 'unité a le méme module que z.
I’argument de —z est 'opposé de I’argument de z.

si la partie imaginaire de z est positive, alors son argument est compris entre 0 et
.

I'argument de 2?2 est le double de 'argument de 2.

7. Pargument de z/Z est égal & 'argument de 2.

Exercice 1.6. (**) Soient a = pe et b = pe? deux nombres complexes de méme
module.

1.

2.

Montrer que
0—0 j0+9
a+b=2pcos — )¢ 2,

Calculer le module et 'argument des nombres complexes suivants (6 est un para-
métre réel).
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(2) 1+i(1+v2) (c) e+ 4
(b) (1+V2) -1, (d) 1+ cos() + isin(6).

Exercice 1.7. (**) Soit a un parameétre complexe. Résoudre en I'inconnue z complexe
les équations suivantes :

l.az4+3=22+1 2. a2 +bz=0

Exercice 1.8. (**)
Calculer les racines carrées (complexes), sous forme algébrique, des nombres suivants

1. —1, 5. 141V3, 9. 3 — 4i,
2. i, 6. 3+ 4i, 10. 24 — 10i.
3. 1+i, 7. 8 — 6i,

4. —1—1i, 8. 7+ 24i,

Exercice 1.9. (**)

1. Calculer les racines carrées de (1 +1i)/v/2 sous forme algébrique.

En déduire les valeurs de cos(7/8) et sin(7/8), exprimées a l'aide des quatre
opérations standards et du signe Vv

2. Calculer les racines carrées de (v/3 +1)/2 sous forme algébrique.
En déduire les valeurs de cos(7/12) et sin(r/12).

Exercice 1.10. (**)
Résoudre dans C les équations suivantes, en donnant les solutions sous forme algé-
brique

L 22+2+1=0, 6. 22+ (1+2i)z+i—1=0,
2 _
2. 27 —2+1=0, 7.2~ (34 4i)z—1+5i=0,
3. 22 +2z+4=0, ) o
4 2 44245=0, 8. 22— (1—i)z—1=0,
5. 422 =22+ 1=0, 9. 22 — (11 — 5i)z + 24 — 27i = 0.

Exercice 1.11. (**)

1. Montrer que si P est un polyndéme a coefficients réels et que z est une racine de
P, alors z est également une racine de P.
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2. Soit z un nombre complexe non réel. Trouver deux nombres réels p, g tels que
22 +pz+q=0.

Exercice 1.12. (**)
Résoudre dans C les équations suivantes, en donnant les solutions sous la forme que
vous voulez

1. 22 =i 4. 24 =1,
223:—1+i 5. 2 1+1f)/
4 N 2z+1

3. 23 =2-29i, z—1

Exercice 1.13. (**)
Montrer les égalités suivantes, en utilisant la formule de Moivre

1. cos(4z) = 8cos(z)! — 8cos(z)® + 1,
2. sin(4x) = 8 cos(x)® sin(x) — 4 cos(x) sin(x).
Exercice 1.14. (*¥*)

Linéariser les expressions suivantes (c’est-a-dire les écrire comme sommes d’expres-
sions de type a cos(kz) et bsin(kz), avec a,b € R et k € N).

1. cos(z)?, 5. cos(w)? sin(x)?, 9. cos(x)?sin(x)?,
2. sin(z)?, 6. cos(x)sin(z)?, 10. cos(x) sin(z)*.
3. cos(z)*, 7. cos(x)®sin(x),
4. sin(z)*, 8. cos(z)?sin(x)?,

Exercice 1.15. (*)
Soient A et B deux points du plan d’affixes respectives :

Za=3+1et zp=1+2i
On note O 'origine.
1. Les points O, A et B sont-ils alignés?

2. On note C' le point d’affixe —1 —i. Déterminer ’affixe du point D tel que ABC' D
soit un parallélogramme.

3. Quelle est I'affixe du centre de ce parallélogramme ?
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Exercice 1.16. (*)
Soient A, B, C, D quatre points du plan. Soient I, J, K, L, M, N les milieux respectifs
des segments [, B), [B,C], [C, D], [D, 4], [A,C), (B, D].
1. En utilisant les nombres complexes, montrer que les segments [I, K], [J, L] et
[M, N] ont le méme milieu.

2. Montrer que le quadrilatére de sommets I, J, K, L est un parallélogramme.

Exercice 1.17. (*¥*)

On note j le nombre complexe ¢ 27/3. Soit A, B,C trois points du plan d’affixes
respectives z4, zg, zc. Montrer que le triangle ABC' est équilatéral si et seulement si
onazys+jzp+jizec=00uz4+j225+j2c=0.

Exercice 1.18. (***)

Le but de Pexercice est d’exprimer cos(2) a l'aide des opération usuelles. On en
déduira une facon de construire un pentagone régulier a ’aide d’une régle non graduée
et d'un compas.

1. Soit P le polynome défini par P(z) = 2% — 1. Quelles sont les racines complexes
de P, exprimées sous forme polaire 7

2. Soit @ le polynome défini par Q(z) = z* + 2% + 2% + 2 + 1. Montrer qu'on a
Q(z) (z—1) = P(z). En déduire que les racines complexes de @ sont les nombres
cos(Z) + i sin(%), cos(Z) — i sin(ZF), cos(4E) + i sin(*E) et cos(E) — i sin(4F).

T) + i sin(2) est-il le nombre cos(2) — i sin(%) 7 et

5 5
) + i sin(%) est-il le nombre cos(E) — i sin(3F) ?

3. Pourquoi l'inverse de cos(2
pourquoi l'inverse de cos (

oy

|=|

4. En utilisant Pégalité Q(2) = 22(2%2 + 2+ 1+ 271 +272), montrer que si 2 est racine
de Q, alors (z + z7!) est racine du polynoéme R défini par R(y) = y* +y — 1.

5. Déterminer les racines de R et montrer qu’elles sont réelles. On les note v, yo avec

y1 > 0.

6. En utilisant les questions 3, 4, 5 et 6, montrer qu’on a cos(3%) = _11'\[ et cos(F) =
11— f
-

7. Etant donné un segment dont la longueur est 1, comment construire un segment
dont la longueur est v/5 a I'aide d’une régle non graduée, d’une équerre, et d’un
compas ? (penser a Pythagore)

8. En déduire comment construire un segment dont la longueur est cos(2).
9. En déduire comment construire a partir d’un repére orthonormé le point de coor-

données (cos(Z),sin(2)) a la régle et au compas.

34



MAT101, Chap. 1 Nombres complexes Exercices

10. Comment construire un pentagone régulier a la régle et au compas ?

Exercice 1.19. (***)

On va démontrer le théoréme de Napoléon (pour savoir si ’empereur a effectivement
démontré ce théoréme, rendez-vous sur Wikipedia ou sur
https://1jk.imag.fr/membres/Bernard.Ycart/mel/pe/nodel9.html).

Soient A, B, C' trois points quelconques du plan, d’affixes respectives z4, zg, zc. On
suppose qu’on tourne autour de ABC' dans le sens trigonométrique direct. On construit
a l'extérieur du triangle ABC trois triangles équilatéraux ABI, BC'J et CAK. On note
P, Q, R les centres de ces triangles équilatéraux.

1. Donner les affixes des points I et P en fonction de z4 et zp.
2. Donner de mémes les affixes des points J, K, (), R en fonction de z4, zp et zc.

3. Montrer que le triangle PQR est équilatéral.

Exercice 1.20. (***)
On note ¢ I’ensemble des nombres qui s’écrivent m? + n? avec m et n deux entiers
relatifs.

1. Donner un exemple d’entier naturel qui est dans ¢ et un exemple d’entier naturel
qui n’est pas dans ¥.
2. En utilisant la formule |22|? = |z|?|2|? pour z, 2’ € C, montrer que ¥ est stable

par produit, ¢’est-a-dire que si p,q € ¢, alors pq € 9.
3. En déduire que 221 est dans ¥.
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