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Ce document regroupe mes développements, préparés en 2018/2019 au cours de mon année de prépa-
ration de I’Agrégation de Mathématiques (master M2 FESup de ’'ENS Paris-Saclay).

A I’été 2024, j’ai repris 'ensemble des développements afin de corriger les erreurs et d’améliorer la rédac-
tion et la mise en page. En utilisant ce document, veuillez a garder a ’esprit que le format qui en découle
n’est pas nécessairement celui attendu le jour de ’épreuve : les développements sont rédigés pour étre
les plus complets possibles, avec la contrainte d’une page maximum chacun, et leur nouvelle version est
écrite cing ans apres avoir passé le concours, avec le recul de plus de quatre années d’enseignement.

Préparer, travailler et répéter ses développements est primordial pour bien aborder les épreuves orales. Il
est trés important de s’approprier les développements afin d’étre dans les meilleurs conditions le jour J.
En particulier, il faut avoir ses propres notations et s’assurer que celles-ci concordent avec toutes les
lecons concernées.
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11 CARACTERISATION DES ENDOMORPHISMES SEMI-SIMPLES

[Gou09, §4.5, p224-226]

ENONCE

Soient K un corps commutatif puis £ un K-espace vectoriel de dimension finie.

I THEOREME. Unendormorphisme f € L(E) est semi-simple si et seulement si son polynéme
minimal 7y est sans facteur carré.

DEVELOPPEMENT

Soit f € L(FE). Par factorialité, écrivons la décomposition de son polyndme minimal en fac-
teurs irréductibles de K[ X] : il existe r € N, des polyndémes (Py)1<k<, € K[X] distincts, uni-
taires et irréductibles, et des multiplicités (my)1<x<- € (N*)" tels que

T = H P, etalors F = @ker P (f)
k=1 k=1

d’aprés le lemme des noyaux.

Montrons le lemme suivant, ou N, = ker P,"*(f) pour k € [1;7].

LEMME. Soit F un sous-espace stable de E. Posons F, = F' N Ny pour k € [1;r]. Alors

F:éFk.
k=1

Soit F' un sous-espace stable de E. Déja, il est clair que les (F})1<k<, Sont en somme directe
puis, comme les (F})1<k<r Sont tous inclus dans F', que @;:1 F, C F.

Réciproquement, soit k € [1;7]. La projection py, sur Ny, parallélement a D21, Ne est un po-
lynéme en f, d’ou pi(F) C F puisque F est f-stable. Par ailleurs p,(F) C Im(py) = Ny, et
alors py(F) C F N Ny = Fy,.Comme >, _, pr, = Idg, on en déduit que:

F = Zpk(F) C @Fk
k=1 k=1

| LemmE. Supposons s irréductible. Alors f est semi-simple.

Soit F un sous-espace f-stable distinct de E. Prenons z; ¢ F etsoit By = K[f](z1). C’est
un sous-espace f-stable. Comme le polyndme minimal local ¢, ;, est le polynéme minimal de
fiBs Tf e, | Tpatdoncmy o, = my parirréductibilité.

Supposons qu'il existey = P(f)(z1) € E1 N F nonnul. Comme 7y, ,, t Petmy ,, estirréduc-
tible, P et wy ,, sont premiers entre eux et par l'identité de BEzouT il existe U, V' € K[X] tels
queUP + Vs o, = 1,etalorsz; = U(f)(y) € F puisque F est f-stable, ce qui est absurde.

Ainsi E; et F sont en somme directe. Si E; @ F' = E, on a trouvé un supplémentaire f-stable.
Sinon on choisit zo € E \ (E; & F) et on recommence. En un nombre fini d’itérations, on
obtient un sous-espace E; @ - - - @ Ef qui est f-stable et supplémentaire de F.

Montrons désormais le théoreme par double implication.

+ Supposons s sans facteur carré.

Soit F' un sous-espace vectoriel f-stable. Ecrivons, d’aprés le premier lemme,

F:@FﬂNk, ol Ny = ker P(f)pourk € [1;7].

k=1

Fixons k € [1;7]. Comme N} est f-stable, f|x, admet pour polynéme minimal P, qui est
irréductible. Le second lemme assure qu’il existe un sous-espace Gy, supplémentaire de
I, = F N Ni dans N, et qui est f-stable. Alors :

(k@Fk> @(@Gk) =Fa®G,

ol G = @, _, Gj est f-stable puisque les (G, )1<x<, le sont tous.
Donc f est semi-simple.

5= @R o) -

k=1

« Supposons f semi-simple et 'un des (my,)1<k<, Strictement supérieur a 1, disons m .
Posons F' = ker Pk (f) qui est f-stable.
Lendormorphisme f étant semi-simple, /" admet un supplémentaire f-stable G.
Soitalors Mg = ;T}f(. On a, d’une part, Pk Mk (f)(G) C F puisque

P (f)(Pr Mg )(f)(G) = 77 (£)(G) =0,
et, d’autre part, Px Mk (f)(G) C G dufait que G est f-stable. Ainsi
PKMK(f)(G) CFNnG= {O}

Comme par ailleurs
P Mg (f)(F) C P (f)(F) = {0},

le polynéme Px Mg annule f par supplémentarité de F' et G, ce qui est absurde par défi-
nition du polynéme minimal 7, étant donné que

deg(Px My) < deg(PiMy) = deg(ry).

Ainsi tous les (my)1<k<, Sont égaux a 1. Donc 7 ¢ est sans facteur carré.
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2| CARDINAL DE D, (F,)

[Rom17, §5.6, p148-151]

ENONCE

APPLICATION. [CARDINAL DE D, (F,)]
Soientn € Netg = p” ot p est un nombre premier et r € N*. Soit D,,(F,) ’ensemble des
matrices diagonalisables de taille n sur F,. Alors si par convention | GLo(F,)| = 1,0na:

D, (Fy)| = '

D= 2L (66 ()
n1’+'i+7"qq=n
DEVELOPPEMENT

Soit E = (F,)™ munide sa base canonique (ou tout autre IF;-espace vectoriel de dimension n).
Dans tout ce qui suit, £, désignera un sous-espace vectoriel de E. Notons :

q
F = {(Ek)1<k<q!E = @Ek},
k=1

puis, pour ny, ..., ng entierstelsque Y7 _, ny =n:

}—(nl,.“,nq) = {(Ek)lgkgq e F:Vk e [1;qﬂ dim(Ek) = ’I’Lk} .
Onremarque que les (F(,,, ..., nq))nl+u.+nq=n forment une partition de F. On va montrer que
|Dn(Fy)| = | F| puis on calculera le cardinal de chaque F,,, .. n,)-
I Lemme. Soit M € M, (F,). Alors M € D,,(F,) si et seulement si M9 = M.

Soit M diagonalisable. Son polyn6me minimal est scindé a racines simples : écrivons

m(X)= J[ X-A
AESP(M)
Ilest clair que 7 (X) | X? = X =[] cq, X — A etdonc M? = M.
Réciproquement, si M9 = M, alors M admet un polyndme annulateur scindé a racines

simples, donc est diagonalisable.
| Lemme. Ona|D,(F,)| = |F|.
Pour M € D, (F,), appliquons le lemme des noyauxa X? — X = HAGFQ X -\

q
E = @ ker(M — A,) = @ ker(M — M\ 1y,) -
~—_————

AEF, k=1 P
k

Il est alors clair que
— F
—  (Ek)1<k<q

¢ Dn(Fq)
M

est une bijection (la surjectivité est immédiate, et pour Uinjectivité ¢(M) = ¢(M’) implique
que M et M’ coincident sur chacun des (E})1<k<q, donc par somme directe M = M’).

Calculons désormais [Fy|, 00 N = (ng, ..
Considérons l'application

.,ng) € N?estfixételque Y 7_, ni = n.

GL,(Fy) x Fn  — Fn
(M, (Er)ickzq) +— (MEg)i<r<q-

Elle est bien a valeurs dans Fy car pour M € GL,,(F,) et (Ey)1<k<q € Fn,onaE = ME =
{_y ME avecdim(MEy) = ny, donc E = @} _, MEj, etainsi (M Ey)1<x<q € Fn-.
C’est une action de groupe (les axiomes étant vérifiés grace aux propriétés des matrices).

Notons de plus que cette action est transitive. En effet, si (E})1<k<q, (E7)1<k<q € Fn, Munis-
sons chaque E! d’une base B., et considérons M la matrice qui envoie la base B; sur la base
B3 (ce qui est possible puisque les deux bases ont méme cardinal). Alors M est entiérement
déterminée et on a clairement M E} = E7 pourtoutk € [1;7].

Contemplons le stabilisateur de (Ej)1<x<q € Fn :onaque M € Stab((Ey)i<k<q) Siet
seulement si ME;, C FEj pourtout k € [[1;7] (avec en fait égalité par bijectivité). Donc
Stab((Ex)1<k<q) st en bijection avec les matrices diagonales par blocs ayant des blocs de
taillesny, ..., ng et pour lesquelles chaque bloc est une matrice inversible (en faisant un chan-
gement de base). On a donc [Stab((Ey)1<k<q)| = [T1_; | GLn, (Fy)l-

L’action étant transitive, ’équation aux classes donne

GL(F)
T 1GL0, (F,)

|Fn| =

Il ne reste plus qu’a utiliser le deuxiéme lemme et le partitionnement de F pour obtenir :

Z | GL,(Fy)| .
(nk)1<k<q€N? g=1 | GLy, (Fq)|

ni+--+ng=n

|Dn(Fq)| =

COMMENTAIRES

Pour éviter de s’embrouiller sur lisomorphisme ¢, une bonne maniére de procéder est de voir
M comme la matrice d’'une application de GL(E) dans la base canonique de E. Fixant la base,
on associe une unique application a une matrice, et 'isomorphisme devient plus clair.
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3] CRITERE D’EISENSTEIN

[FGNO7a, §5.16, p188-190]

ENONCE

Soit A un anneau factoriel.
PROPOSITION. [CRITERE D’EISENSTEIN]
Soientn € N*, (ai)ogign € Antl pUiS P(X) = Z;L:() aiXi S A[X]
Supposons qu’il existe p € A premier tel que :
* pfap,
« p| a; pourtouti < n,
* p2 t ao.
Alors P estirréductible dans Frac(A)[X].

DEVELOPPEMENT

Pour @ € A[X], on note ¢(Q) un PGCD de ses coefficients.
Vérifions d’abord que si @, R € A[X], alors ¢c(QR) = ¢(Q) - ¢(R).

« Traitons le cas ¢(Q) = ¢(R) = 1. Supposons par 'absurde que ¢(QR) # 1.
On peut considérer p irréductible divisant c(QR). Alors p divise tous les coefficients du
polynédme QR,donc0 = QR = Q - Rdans A/(p)[X].
Or p est irréductible donc est premier (puisque I'anneau A est factoriel), ou encore (p) est
premier. En particulier A/(p) puis A/(p)[X] sont intégres. Ainsi @ = 0 ou R = 0, C’est-a-
direp | ¢(Q) oup | ¢(R), ce qui est absurde.

« Dans le cas général, on remarque que c(aS) = a - ¢(S) pourtout e € Aet S € A[X].
Ecrivons Q = ¢(Q) - Q', R = ¢(R) - R avec ¢(Q’') = ¢(R') = 1. Alors:

(QR) = c(Q) - c(R) - c(Q'R) = ¢(Q) - ¢(R).

Soit désormais P comme dans I’énoncé. Supposons-le non irréductible sur Frac(A)[X].

Ecrivons P = ¢(P)P’ avec P’ primitif puis P’ = Q'R avec Q', R’ € Frac(A)[X] de degrés
strictement inférieurs a deg(P). Notons g (respectivement r) le produit des dénominateurs des
coefficients de Q' (respectivement /). Alors Q = qQ’ et R = r R’ sont a coefficients dans A et
grP’" = QR. En passantaux PGCD, onagqr = ¢(Q) - ¢(R), donc:

R) |

B 1 1 _ (e(P) 1
e sy g 1= ()
et P s’écrit comme produit de deux polynémes de A[X] de degrés inférieurs a P.

(@) ° c(R) (@) (R)

Ecrivons P = QR dans A[X],ou, en oubliant les notations de la partie précédente, Q et R sont
des polyndmes de A[X] de degrés respectifs £ et m strictement inférieurs a deg(P).

Dans A/(p)[X], on a d’aprés la seconde hypothése

@, X" =Q(X)  R(X).

Ainsi, si Q(X) = Zﬁ:o ¢j X7 et R(X) = Y X", alors gz # 0etr,, # 0 puisque par
hypothese @,, # 0.
On peut alors considérer

jo = min({j € 0;0]:7 # 0}) et ko= min({k € [0;m]: 7 # 0}) :

Si jo + ko < n,le mondme de degré ig + jo dans QR a pour coefficient g;, 7, # 0 par intégrité,
ce qui est faux.

Ainsi jo + ko = n et donc nécessairement jo = £ et kg = m. Autrement dit, Q et R sont des
mondmes dans A/(p)[X].

En particulier, gg = 7y = 0, cC’est-a-dire p | qo et p | ro, et donc p? | goro = ao, ce qui contredit
la derniére hypothese sur P.

Ainsi P estirréductible.

COMMENTAIRES

Certaines lecons nécessitent de considérer spécifiquement 'anneau A = Z. La proposition
s’écrit alors comme suit, et il faut adapter (et travailler!) les notations du développement.

PROPOSITION. [CRITERE D’EISENSTEIN]
Soientn € N*, (ai)ogign e zntt pUiS P(X) = Z?:O G,iXi S Z[X]
Supposons qu’il existe p nombre premier tel que :
* pfag,
« p| a; pourtouti < n,
* p2 1 ao.
Alors P est irréductible dans Q[ X].
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4] DECOMPOSITION DE DUNFORD ET CALCUL DE EXPONENTIELLE D’UNE MATRICE

[Gou09, §4.4, p193]

ENONCE

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, ou K = R ou C.

THEOREME. [DECOMPOSITION DE DUNFORD]

Soit f € L(E) de polynéme caractéristique scindé. Il existe un unique couple (d,n) € L(E)?
tel que d est diagonalisable, n est nilpotent, f = d + n et d commute avec n.

De plus, d et n sont des polynémes en f.

APPLICATION. Soientn € N* et M € M, (K) de polyndme caractéristique scindé, de racines
notées (u)1<k<n OU (\;)1<i<, de multiplicités (c;)1<;<,. Soient (D, N) ladécomposition de
DunForD de M et P € GL,(K) telle que P~*DP = A = diag(u1, .. ., itn). Pouri € [1;7],
soit P; le projecteur sur ker(M — \;I,,)* parallelement a EB#i ker(M — \;1,,)* . Alors:

n—1 T
Nk (M I
exp(M) = Pdiag(e",... et )Pt E s E e l E 7)\)
k=0

O = P;.
p=

DEVELOPPEMENT

Le polynéme y s étant scindé, écrivons-le sous la forme xy = []._, (X — X;)®. Par le lemme
des noyaux,onaque E = @,_; N; ou N; = ker(f — X\;idg)* pouri € [1;7].

LEMME.
T

D _pi

i=1

Notons M; = X — A, puis Q; = H#i Mjaj pouri € [1;7]. Les (Qi)1<i<, SONt premiers
dans leur ensemble, donc d’aprés l'identité de BEzourT il existe (U;)1<i<, € K[X]" tels que
Soi_ 1 Ui(f) o Qi(f) = idg. On va montrer que p; = U;(f) o Q;(f) pour touti € [1;7].

Avant cela, notons que si cette relation est vérifiée, on a Zi:l p; = idg et, pouri € [1;7],
pi € K[f] puis, si j # i,comme x ¢ | Q; Q; et puisque les polyndmes en f commutent

piop; = Ui(f) 0 Qi(f) o U;(f) 0 Q;(f) = Qi(f) 0 Q;(f) o Ui(f) o U;(f) = 0.

Pouri € [1;7], soit p; la projection sur N; parallélement a EBj 4 INj. Alors

—idp, Vie[l;r] peK[f] et V@j)e[l;r]? i#j = piopj =0

Soit: € [[1;r]. Reste a montrer que p; définie ci-dessus est bien la projection annoncée. Déja,
c’est une projection puisque p; = Z;Zl pi opj = ps.

Vérifions que Im(p;) = N;.

« Siy = p;(z) € Im(p;), alorsy € N, puisque
M (f)(y) = M7 (f) opi(x) = Us(f) o xs(f)(z) = 0.

+ Réciproquementsiz € N;,alorsz = Y., p;(x) mais p;(z) =
pour j # i puisque M | Q;, doncz = p;(x) € Im(p;).

Enfin, assurons-nous que ker(p;) = @, N;.

Uj(f) o Q;(f)(x) = 0

« Pourtoutj # i,ona N; C ker(p;) par ce qui précéde et donc @D, Nj C ker(p;).
« Réciproquement, siz € ker(p;), alors x = Zj#pj(x) € @#iN

Revenons a la décomposition de DUNFORD. Montrons l’existence de cette décomposition.

Posonsd = Y., A\; p; € K[f]. Dans une base concaténée des bases des (N;)1<i<, la matrice
de destdiagonale doncdestdiagonalisable. Resteaposern = f—d = Y., (f—\;)op; € K[f]
et vérifier qu’il est nilpotent. Par récurrence, on montre quen? = Y. (f — A;)% o p; pour tout
entier ¢. Prenant ¢ = max;<;<, a;, on obtient que n? = 0, et donc n est nilpotent.

Pour l'unicité, soient f = d + n = d’ + n’ deux décompositions. On suppose uniquement que

d et n sont des polynémes en f. d’ et n’ commutent avec f = d’ + n’ et donc avec d et n qui
sontdes polynémesen f.Onad—d = n' —navecd— d’ diagonalisable car d et d’ commutent
et sont diagonalisables, et n’ — n est nilpotent (en utilisant la formule du binéme de NEwTON a
la puissance égale a la somme des indices de nilpotence). Un endomorphisme diagonalisable
et nilpotent est nécessairement nul,doncd = d’ etn = n'.

Passons a 'application. La premiere formule découle du calcul suivant :

exp(M) = exp(D + N) = exp(D) exp(N) = Pexp(A

IZ K

ou la deuxieme égalité est vraie par commutativité de D et N, et la derniere par continuité du
produit matriciel en utilisant que D = PAP~!,

Par ailleurs, la preuve ci-dessus assureque D = Y/, \; P, et N =>"" (M — \;I,,)P;, d’ou::

+oo 7 r+oo

B HILTES I R
1)011 zlpO
+oo T r ooa;—1

exp(N) = >3- iy = 37 57 (e,
p=0 i=1 i=1 p=0

et on obtient finalement la deuxiéme formule.

COMMENTAIRES

Il faut connaitre la méthode effective de calcul de la décomposition de DUNFORD.
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5/ DEGREDE Q[{,/p;}1<i<,] SURQ

[Cog00, §2.1, p60-62]

ENONCE

THEOREME. Pour toutentiern € N* et toute famille (p;)1<i<n d’entiers supérieurs ou égaux
a 2, tous sans facteur carré, et premiers deux a deux, on a :

[@[{\/Fi}lgign] 1@} =2".

DEVELOPPEMENT

Lorsque les (p;)1<i<n sont fixés, on note Q;, =

Q[{\/E}lﬁiﬁk] pour k € [[0;n].

LEMME. Soientn € N* et (p;)1<i<n des entiers satisfaisants.
Pour J C [1;n], on note Py =[], ; \/Pj, puis on pose K, = { P;:J C [1;n]}.
Alors Q,, = Vectg(K,).

En effet, on vérifie que si P;, Py € K,,,alors PyP; € Vectg(K,

PyPy =Py [[ pi
i€Jn’

) puisque

WIS =(JUJ)\(JNT).

Ainsi Vectg(K,) est stable par produit, donc est une algébre contenant Q et les (\/p;)1<i<n-
C’est de plus la plus petite algebre possédant cette propriété, donc Q,, = Vectg(K,,).

Montrons maintenant par récurrence forte sur n € N* que pour toute famille (p;)1<i<n
d’entiers satisfaisants,on a [Q,, : Q,,—1] = 2.

Le résultat attendu découlera alors du théoréme de la base télescopique::

n

- e

k=

tQp1] =

Dans la suite, on notera Dy, = [Qx : Qr—1] pourk € [1;n].

« Pourn = 1, soit p; > 2 sans facteur carré. X2 — p; est un polyndme annulateur de /D1
Si\/p1 ¢ Q,c’estenfaitun polynéme irréductible sur Q, et donc Q; est le corps de rupture
de ce polyndme. Ainsi D; = deg(X? — p1) = 2. Supposons que ce ne soit pas le cas, et
écrivons \/p1 = 2 € QavecpAg=1,q € N*. Alors p1¢*> = p? etdoncp # Oetp? | py,
ce qui est faux par hypotheése sur p;. Ainsi D = 2.

« Pour ’hérédité, fixons alors un n € Ntel que la propriété est vraie pour tout rang inférieur
ou égal a n. Soient p1, . .., p,41 Satisfaisants.

Comme précédemment, il est clair que D,, ;1 < 2 car X2 — p,, ;1 est un polynéme annu-
lateur de /p, 1 sur Q,. Pour que l'extension soit de degré 2, il faut et il suffit donc que
V/Prnt1 ¢ Q,. Supposons que ce n’est pas le cas.

Par hypothése de récurrence, on a que \/prn+1 € Q = Qp_1[/Pnl-
Or, lethéoreme de labase télescopique donne [Q,, : Q] = 2" et, enreprenant les notations

du Lemme, on a que K, est une famille de cardinal 2" engendrant Q,,, donc c’est en fait
une Q-base de Q,,. En particulier,on a

Qn - Qn—l b VPnIn—1 -
Soientdonca,b € Q,,—; telsque /p,+1 = a + by/p,.Onaalors:

(a2 + b2pn) + 2aby\/pn -

Par unicité de la décomposition d’un élémentde Q C Q, enQ,,—1 ®/p,Qn_1,0nadonc
nécessairement 2ab = 0.

- Sia = 0,alors \/pppnt1 = bpn € Qu_1, ce qui contredit ’hypothése de récurrence
appliquée alafamille py, ..., p,_1 et p,p.y1 (ce dernier entier est bien sans facteur
carré et premier avec les autres).

- Sinon, b = Oetalors \/p, 11 = a € Q,_1, ce qui contredit a nouveau 'hypothése de
récurrence appliquée a la famille py, ..., pn_1 €t pri1.

On a donc une contradiction. Ainsi D,, .1 = 2 eton ale résultat au rangn + 1.

Pn+1 =

On conclut par principe de récurrence.

COMMENTAIRES

A-t-on Qn = Q[\/pl c 'pn] ?

Le lemme est la pour rallonger un peu le développement, mais a la place il est possible de mon-
trer le théoreme de la base télescopique.
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(6] DETERMINANT DE GRAM ET INEGALITE DE HADAMARD

[Gou09, §5.3, p262-263]

ENONCE
Soit (E, (- | -)) un espace préhilbertien (réel ou complexe).
THEOREME. [DISTANCE A UN SOUS-ESPACE VECTORIEL]

Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie n et muni d’une base (e, . ..
Alors pour toutx € E,ona:

aen)~

5 Gler,...,en, 1)

d($7F) G(617"'aen) .
THEOREME. [INEGALITES DE HADAMARD]

(i) Soientx, ..., x, desvecteursde E. Alors G(x1, ..., z,) < [, ||z

(ii) Soient x1, ..., des vecteurs de C™. Alors |det(x1,...,zn)| < [Ty llzill2, o |- |2

désigne la norme hermitienne standard sur C™.

Dans les deux points, on a égalité si et seulement si la famille (x;)1<;<,, est orthogonale ou si
l’un des vecteurs est nul.

DEVELOPPEMENT

Remarquons que le déterminant de GRAM d’une famille de vecteurs liée est nul, par linéarité du
produit scalaire. Réciproquement, si le déterminant est nul, les vecteurs colonnes des produits
scalaires sont liés, doncil existe k € [1;n] et (Ar)1<e<n, ek coefficients non tous nuls tels que:

ZM (eil ey =(ei | Y Aee),

=1
=k £k

Vi€ [1;n] (e; | ex)

etdonce; — Z#k/\igeg € Vect(ey,...,e,) " Maisey, — Z#k)\igeg € Vect(ey, ..., e,),donc

er — Z#k A ep = 0 et la famille de vecteurs est liée.

Montrons alors le premier théoréme.

1. F étant de dimension finie, on a que d(z, F') est atteint en la projection f € F de z, ainsi
d(z,F) = ||z — f||. Par définition de f, notons que:

D’ou par linéarité par rapport a la derniére colonne:

(e [ f)
Glet,...,en,x) = Mq(ei, ... €n)
{en | f)
(flen) (flea) | AP
0
+ Megl(er, ... en) :
0
(flex) (flen) | llz— fIP
=Gler,. . ven, f)+z— fII*-Gler,...,en)
Glei,...,en,x) =d(z,F)* - G(e,...,en),

car f € F = Vect(ey, ..., ep).

Montrons désormais le second théoréme.

1. Sila famille (z1,...,z,) est liée, alors G(z1,...,x,) = 0 et l'inégalité est évidente. On
montre par récurrence surn € N* qu’une famille de n vecteurs libres de E vérifie 'inéga-
lité, avec égalité si et seulement si ils sont orthogonaux.

« Sin=1,onaG(z1) = |1
« Supposons la propriété vraie au rang n. Soient ()1 <;<n+1 des vecteurs libres de E.
Notons F' = Vect(z1,...,z,) et considérons f la projection orthogonale de z;, 14

sur £, Alors::

G2, Tng1) = G(@1, .., Tn) - |[2ng1 — f||*  parle premier théoréme
2ﬁ\|ml||2 [E— par hypothése de récurrence
) lil

Glar,. o wns1) = [l s l?,

=

1=

comme ||z, 11 — f|I? < |znis — fI? + 1 fII° = 2],
On a de plus égalité dans (1) siet seulementsila famille (z;)1<;<, est orthogo-
nale (par hypothése de récurrence) et dans (2) si et seulementsi ||z, 1 — f||> =

Vie[l;n] (x]e)={(f]e) et Iz)1> = I £F11? + |z — fII* |Zn+1]|?, Cest-a-dire || ]| = 0, ou encore z,,+1 est orthogonal aux (z;)1<i<n.
On a donc montré I’hypothése de récurrence au rang n + 1.
(e1 | ) D’ou le résultat par principe de récurrence.
2. OnaMg(es,...,en,z) = Mqglet, ... en) : 2. Notons que M¢g(z1,...,2,) = NTN ou N est la matrice de vecteurs colonnes les
. . - 2
e e <6HT;|||2‘T> (2;)1<i<n- On applique alors le point précédent avec G(z1, . .., z,) = |det(N)|".
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FACTORISATIONS LU ET DE CHOLESKY

[AK02, §6.2/3, p113-124]

ENONCE

THEOREME. [FACTORISATION LU]

Soit A € M,,(K) une matrice dont tous les mineurs principaux sont non nuls. Alors il existe
un unique couple (L, U) de matrices tel que L est triangulaire inférieure avec diagonale de 1,
U est triangulaire supérieureet A = LU.

THEOREME. [FACTORISATION DE CHOLESKY]
Soit A une matrice symétrique réelle définie positive. Alors il existe une unique matrice B tri-
angulaire inférieure telle que tous ses éléments diagonaux soient positifs et A = B B*,

DEVELOPPEMENT

Commencons par démontrer la factorisation LU. Soit A € M,,(K) satisfaisante.

« Existence. On effectue l'algorithme du pivot de GAuss sur A en vérifiant qu’aucune matrice
de permutation n’est nécessaire, i.e., que les pivots sont tous non nuls. Pour cela, on crée
par récurrence une suite (4%); <<, de matrices en posant A! = A puis A**! = EkAF
pourk € [1;n — 1], tant que aj; ,, # 0, avec:

1
1 ak
EF = 1 , oﬁ£i7k:%pouri€[[l;n]].
L1k 1 @k
Uk 1

ajq *x *
k
VEk € [1;n] AR = Al
* *
%
* * *

1. enfaitil n’y a besoin de cette hypothése que pour lesn — 1 premiers pivots

On peut alors poser U = A", L = (E1)~1... (E"~1)~1 et vérifier, en obtenant

1 0 - 0

I_ U1 7
: .0
Enl gn,nfl 1

s

quelonabien A= LU,U € TS,(K) et L € TZ.(K).
Reste a voir que les pivots (allzykhgkgn sont tous non nuls. Procédons par récurrence forte :
- a}}l = A £ 0 car le premier mineur principal est non nul.
- Soitk € [2;n — 1]. Supposons les k — 1 premiers pivots non nuls.
Cette hypothése assure que la formule A* = E*~1... E1 A est valable. En considé-
rant des produits par blocs on voit que A* la matrice extraite des k premiéres lignes et
colonnes de A se factorise en AF = L¥ \UF, ou L} | € TTi(K) et Uf, € TSk(K).
AP et Ly | étantinversibles, U}, lest aussi et donc aj; , # 0 puisque C’est le dernier
coefficient diagonal de U, .
« Unicité. Soient (L1, U ), (L2, Uz) deux couples convenants.

OnalL, € TZ.(K)etdonc Ly! € TZ.(K). Comme A est inversible, on en déduit que
Uy € TSn(K) estinversible, d’ou

Ly'Ly = UUTt € TIL(K) N TS (K) = {I,,} .

Ainsi L1 = Ly et Uy = U,, d’ou l'unicité.

Passons a la factorisation de CHOLESKY. Soit A satisfaisante.

« Existence. A est définie positive donc vérifie les hypotheses de factorisation LU : écrivons
A = LU etposons D = diag(1 SUT 15 s 4 /un,n), ce qui est possible puisque pour tout
ke [l;n],ona Hf:ﬂi,i = det AF > 0 (les (ui,5)1<i<n sont donc strictement positifs).
On pose B = LD et C = DU qui vérifient toujours A = BC.Comme A = A*,ilen
découle que C*B* = BC ou encore

B 'C*=C(B) ' e TZ,(K)NTS,(K),

qui est donc une matrice diagonale. Comme B et C' ont méme coefficients diagonaux, on
en déduit que c’est en fait l'identité eton a C = B*.

« Unicité. Si B; et B, conviennent, on a B, ' B; = Bj(B;)~ ! et cette matrice, nommée
D, est diagonale par les mémes arguments que précédemment. Comme By = By D, on
remarque que A = ByBj = Bo(DD*)Bj,dou D? = I,, puisque B, est inversible. Les
coefficients diagonaux de la décomposition de CHOLESKY étant positifs, on a forcément
D = I, etdonc By = Bs.
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FORMES DE HANKEL

[CG13, §V.D, p197]

ENONCE

PROPOSITION. [FORME DE HANKEL]
Soit P € R[X] de degré n. Notons x1, . . .,z ses racines distinctes et my, . . ., my leur multi-
plicités respectives. On définit, pour k € N, s;, = 2221 mgx’g, puis on pose

>

0<i,j<n—1

V(Xo,...,Xn_l) eC" S(Xo,...,Xn_l) = Si+inXj.

Alors la restriction s de s d R™ est une forme quadratique sur R™, de signature (p, q) ot p +
q = tetp — g estle nombre de racines réelles de P.

DEVELOPPEMENT

1. Dans un premier temps, vérifions que s est une forme quadratique sur R™.
sestun polynéme homogene de degré 2, donc une forme quadratique sur C™. Il suffitdonc
de s’assurer que s(R™) C R. Pour cela, on vérifie que les (si)ren sont réels. Or, pour tout
k € N, on peut écrire puisque z; et T; ont méme multiplicité dans P a coefficients réels :

2 2.

1<e<t:zy€R 1<6<t: Im(z¢)>0

Sp = mexf + me (2 +7")  €R.
——
eR

Ainsi s est une forme quadratique sur R™ dont on note (p, ¢) la signature.
2. Pour{ € [1;t], définissons ¢y(Xo, ..., Xpn_1) = Z?;OI z$X; de sorte que::

t t t
Z my gi)? = Z my Z IZHXin = Z (Z mg:cé"'j) XX

0<i,j<n—1 0<i,j<n—1 \t=1

Si+jX7;Xj =S.
0<i,j<n—1

Remarquons que les (¢¢)1<¢<: sont des formes linéaires indépendantes. En effet, si B est
la base duale de la base canonique de C™*,on a:

1'1 PR :L't
MB(¢1>-~*7¢2§): . .. . 3
l‘?._l . CC?‘_l

matrice dont le mineur principal d’ordre ¢ est inversible (déterminant de VANDERMONDE).
La matrice est donc de rang ¢, tout comme la famille (¢¢)1 <¢<¢, qui est donc composée de
formes indépendantes.

Le rang étant invariant par extension de corps, on a que

t
p+q=r1g(sr) =rg(s) = rg(z mz(ﬁ) =t,
=1

puisque les (my)1<¢<; sont tous strictement positifs. Ainsip + ¢ = ¢.

3. Fixons ¢ € [1;t] et regardons la signature de v, = ¢7 + @2 lorsque Im(zy) > 0.
On remarque que ¢, = 2 Re(¢7) est une forme quadratique réelle et on calcule que

¢; = Re(dr)? — Im(¢¢)* + 2i Re(¢y) Im(ey) ,

Par ailleurs, comme x, # 77, il est facile de vérifier que ¢, et ¢, sont indépendantes. Ainsi
g est de rang 2 sur C, donc sur R, et nécessairement 1), est de signature (1,1) : en effet
on a écrit sa réduction de GAUsS (si Re(¢y) et Im(¢y) étaient liées, ¢, serait de rang 1).
4. Reste a écrire s sous la forme
> >

1<e<t:z,€R 1<0<t: Im(x,)>0

d’'ol vy = 2Re(dy)? — 2Tm(¢hy)? .

5= me ¢ + me 7.

C’est la décomposition de GAuss de s. Notant r le nombre de racines réelles de P, s est
alors de signature
(r0)+ (555 5) = (5555 -

Par unicité de la signature d’une forme quadratique réelle,on aalorsp — ¢ = 7.

COMMENTAIRES

Il faut bien maitriser l'utilisation du rang qui intervient trés réguliérement dans ce développe-
ment, en particulier U'invariance du rang par extension de corps.

A quoi servent les formes de HANKEL ? On peut calculer le nombre de racines réelles/complexes
d’un polynome sans les connaitre. En effet :
« on peut calculer les (s;)ren par récurrence en utilisant les polynémes symétriques élé-
mentaires, sans avoir besoin des racines (voir par exemple [Gou09, §2.5, p80]),
« puisonaunalgorithme pour trouver la réduction de Gauss, donc la signature, d’une forme
quadratique.
Il faut au moins savoir faire ces calculs sur des exemples simples.
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9] FORMULE DE POISSON DISCRETE

[Pey04, §l1.3, p44]

ENONCE

Soit G un groupe abélien fini et H un sous-groupe de G.

I LEMME. H# ~ G/H est de cardinal 1S |H‘

PROPOSITION. [FORMULE DE POISSON DISCRETE]
Pour toute fonction f : G — C, et pour tout g € G,ona:

S fgh ‘H' S 7 x(o).-

heH XEH#
|H|
En particulier (g = 1), ona Z f(h Z fx
heH XEH#
DEVELOPPEMENT

Commencons par le lemme. Regardons l'application :

p: CT/TJ — H#
X — X:9+— x(gH).

Pour tout x € 67/7{, il est clair que X est bien un caractére. Comme de plus x(h)
pour tout h € H, ceci justifie que 'application ¢ est bien définie.
De plus, il estimmédiat de vérifier que ¢ est un morphisme de groupes.

=x(H) =1

Vérifions que ¢ est bijective.

« Pour Uinjectivité, il est clair que X1 = Xz implique x1 = x2 par surjectivité de l'application
G — G/H,g— gH,etpuisque x1(gH) = X1(9) :Xg@) = x2(gH) pourtout g € G.

« Pour la surjectivité, fixons v € H? et définissons xy € G/H par x(gH) = (g) pour tout
g € G. Cette application est bien définie puisque sigH = ¢g’H, alors g(¢g')~! € H etdonc
y(g(g’)*l) = 1, ouencorey(g) = v(g’). Clest bien un caractere puisque par passage au
quotient y hérite de la structure de morphisme.

Ainsi H# ~ 67/7{, d’ol ’'on déduit immédiatement

G
H#::L—.
|H?| ]

Passons maintenant a la formule de PoiSsoN.

On note S un systéme de représentants de G/H dans G'*.
Soitdonc f : G — C. Regardons l'application :

f: G — C
g ZheH f(gh).

Remarquons que festinvariante par H, puisquesige Gethe H:

=Y flghh'y =Y flgh") = flg)-

h'eH h"eH

L’application fpasse donc au quotient et définit une application? f: G/H — C.
On peut donc décomposer f en série de FOURIER® :

f@= > (FIx)x@-

xeCT/?i

Vge G

Fixons x € CT/T{ Comme S x H — G, (g, h) — gh est bijective, il vient :

H]
_|H| Z ) X@) puisque x (gh) = x(9)
|G| 9'eG
=S )T = 7.
g'eG

D’ou finalement, pour tout g € G, en utilisant le lemme::

> = ¥ g fxe =g ¥ 0.

heH x€G/H XEH#

COMMENTAIRES

Il faut connaitre la formule de PoissoN vue en analyse, qui s’écrit presque de la méme maniére!

Laformule de PoissoN discréte peut notamment étre utilisée en théorie des codes correcteurs.

1. S — G/H, g — gH est bijective
2. toujours appelée f
3. Clest en fait la formule d’inversion, qui découle du fait que & est une base orthonormée de F(G,QC)
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HOMEOMORPHISME DE LEXPONENTIELLE

[CG13, §VI.2.5, p357-358]

ENONCE

I THEOREME. exp: S, (R) — S; T (R) est un homéomorphisme.

DEVELOPPEMENT

On procede en plusieurs étapes.

1. Vérifions que cette application est bien définie, i.e., a valeurs dans S;' * (R).
Soiten effet A € S,,(R). S est diagonalisable dans une base orthonormée : on peut écrire

A =P -diag(\i,...,\p) - P71,

ou P € O,(R)etles (\;)1<i<n sont les valeurs propres (réelles) de A. Il vient alors
exp(A) = P -diag(eM,...,e*) - P71 € STT(R).

2. Montrons maintenant que application est surjective.
Choisissons pour cela B € S, (R) et écrivons

B:p'diag(ulw-'aun)'15717

ol P € O, (R) etles (11;)1<i<n € (R% )" sont les valeurs propres de B. En posant
A=P. diag(In(p1), ..., In(pn)) - Pt
il est clairque A € S, (R) et que exp(A) = B.

3. Passons a linjectivité.
Prenons A, A" € S,(R) telles que exp(4) = exp(A’) et notons Ay, ..., A, les valeurs
propres de A. Choisissons aussi P € O,,(R) telle que A = P - diag(\1,...,\,) - P71
Par interpolation de LAGRANGE, il existe un polynome @ € R[X] tel que

Vie[l;n]  Qer) = ).

A’ commute alors avec
Q(exp(A/)) = Q(exp(A)) = Q(P . diag(e/\l, - 7e>‘") . P_l)
—p. Q(diag(e/\l, . ,e)‘”)) Pl =P .diag(\,..., \y) - P 1= A.

Ainsi A et A’ sont diagonalisables et commutent, donc sont co-diagonalisables.
Ecrivons! A = R - diag(\1,...,\,) - R~'et A’ = R - diag(u1, ..., itn) - R™1. Alors

diag(eM,...,e*) = R7! . exp(A’) - R= R~ ' -exp(A) - R = diag(e™, ... k"),

et donc nécessairement \; = u; pour touti € [1;n], puis A = A’. D’ou linjectivité.

1. quitte a réindicer les (A\;)1<i<n

4. Montrons que l’application et sa réciproque sont continues.

Comme exp est continue sur M, (R), il en est de méme de sa restriction a S, (R). Il suffit
donc de montrer que la réciproque est continue.

Choisissons donc une suite (B,),en € S;FH(R)N qui converge vers B € S+ (R) et défi-
nissons (A4,)pen € Sh(R)N et A € S, (R) telles que B, = exp(A,) pour toutp € Net

B = exp(A). Onveut montrerque 4, — A.
p—r—+o0

Notons que (B))pen est bornée pour || - || et remarquons que (B, '),cn converge vers
B~1, donc est également bornée pour || - ||2. Or, pour M € S;F*(R),on a
1M1 = max(Sp(M)) -
En effet, si M € S;FT(R), M est diagonalisable en base orthonormée donc
12]l2 = Il diag(Ar, - - An)ll2
ou les (A\;)1<i<n sont les valeurs propres réelles positives de M. On a alors

Vo € R™ Mz < max(Sp(M)) Nlzlle,

avec égalité pour = (0; ., )1<i<n OUimax € [1;n] esttel que
ce qui assure que || M |2 = max(Sp(M)).

= max(Sp(M)),

Tmax

Ainsi on peut majorer les spectres des (B,,) ,en et de B par une constante C, puis ceux des
(B, !)pen et de B~ par une constante Z;.
Les valeurs propres des (B,)pen sont donc incluses dans [C”, C] compact de R, puis

cellesde (A,)pen dans [In(C), In(C”)] compact de R.

La suite (A;)pen est donc bornée pour || - |2, donc admet une valeur d’adhérence, qui
ne peut étre que A. En effet, si (4,),en converge (quitte a extraire) vers A, alors, comme
B, = exp(A4,) et par continuité de ’exponentielle,

B, — B=exp(A), etdoncparinjectivitt A=A.

p——+o0o

La suite n"ayant qu’une seule valeur d’adhérence 4, elle converge vers A.
Ce qui conclut quant a la continuité de 'application réciproque.
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IRREDUCTIBILITE DE @,

[Per96, §3.4, p81-83]

ENONCE

Soitn € N*,

I ProrosiTION. @, € Z[X].

I THEOREME. ®,, estirréductible sur Z et donc sur Q.
| coroLLare. Ona [Q[e*™/"]: Q] = p(n).

DEVELOPPEMENT

Pour montrer que ®,, € Z[X], on procede par récurrence forte surn € N*,

+ Onaque®; = X — 1 € Z[X].
« Sin > 1etle résultat est vrai pour tout d | n avec d < n, considérons

F(X) = Hd|n,d7én q)d(X) .

Alors F(X) € Z[X] par hypothese de récurrence et est unitaire.
On peut effectuer la division euclidienne de X™ — 1 par F(X) dans Z[X] eton a

X"-1=F(X)P(X)+ R(X), avecP,R e Z[X]et deg(R) < deg(F).

Oronsaitque X" —1 = ®,,(X)F(X) dansQ[X],donc F(X)- (®,(X)—P(X)) = R(X),
ce qui implique, en considérant les degrés, que ®,, = P € Z[X].

Passons maintenant au théoréme.

LEMME. Soit  une racine n-iéme primitive de l'unité. Soit p un nombre premier tel que p 1 n.
On sait que (P est une autre racine n-iéme primitive de ['unité. Notons Q@ € Q[X]| (respective-
ment R) le polynéme minimal® de ( (respectivement (P) sur Q.

AlorsQ € Z|X],Q | P etQ = R.

a. le polyndme minimal est défini sur un anneau principal, donc pas sur Z[X]!

Vérifions que ce lemme permet de conclure. On veut montrer que Q = @,,.

Soit ¢ une racine n-ieme primitive de unité. On sait que les racines n-iémes primitives de
lunité sont exactement les ¢* telles que k A n = 1. Soit ¢¥ l'une d’entre elles, et écrivons
k= Hle pi ot les (p;)1<i<e sont premiers et ne divisent pas n. .

Par le lemme, ¢ @ méme polyndme minimal que (P!, puis que (¢P*)P*, puis que ¢(P1 , puis que
(CP?1 )sz = (P1'P2” etfinalement ¢ et ¢*¥ ont méme polyndme minimal.

Ainsi toutes les racines n-iémes primitives de 'unité ont méme polynéme minimal. Q admet
donc p(n) racines au moins. Comme @ | ®,,, qui a exactement ¢(n) racines,onaque @ = ®,,.
Alors @,, est irréductible.

Finalement, il ne reste qu’a montrer le lemme.

Vérifions déja que Q, R € Z[X]. Z[X] est factoriel, donc on peut écrire ®,, = []_, P, ou les
(P;)1<i<s sont des polyndmes irréductibles de Z[ X . ®,, étant unitaire, on peut supposer que
les (P;)1<i<s le sont aussi. ¢ étant racine de ®,,, on a que ¢ annule 'un des (P;)1<;<s, qui est
unitaire et irréductible sur Z donc® sur Q. Ainsi Q = P; € Z[X] pouruni € [1;s], et de méme
R =P; € Z[X]pourunj € [1;s].

Notons de plus que ) et R divisent ®,, dans Z[X], et donc que divise aussi ®,, si @ # R.

On veut montrer que Q = R. Supposons que ce n’est pas le cas.
On a que ¢ est racine de R(X?), donc Q(X) | R(X?) dans Q[X]?.
Ecrivons R(X?) = Q(X)H(X) puis H(X) = $H'(X) ot H' € Z[X] est de contenu 1. Alors

cc(H") = a

x etdonc H € Z[X].

1=c¢(R(X?)) =¢(Q) -

Sl s

SIR(X) =3, a; X% onaalorsa; = a;” dans F, pour touti € [0;r], d’ou

T

R(X?) = (Z;aXp) = (Z(aixi)p) = <;aX>p =R(X)",

i=0
l'avant-derniére égalité provenant du morphisme de FROBENIUS. Ainsi R(X)P = Q(X) - H(X).

Sorlsiidérons un facteur irréductible 7' de @ sur F,,. On a nécessairement que 7" divise R ou
R’ , etalors par récurrence T | R.

On avu que QR | ®,, etdoncdansF,onaT? | ®, | X™ — 1. Ainsi, dans son corps de
décomposition, X™ — 1 a une racine double, ce qui est faux puisque p 1 n : en effet on vérifie
que (X" — 1) =nX"~! n’a pour racine que 0 qui n’est pas une racine de X" — 1.

Ainsi Q = R. Ce qui démontre le lemme.

Enfin, pour le corollaire, il suffit de remarquer que ¢ = ¢2™/™ est une racine n-iéme primitive
de Punité. Son polyndme minimal sur Q est donc ®,,, de degré (n).

COMMENTAIRES

Une argumentation parfois plus détaillée est proposée dans le [Gou09, §2.5, p91], ce qui peut
étre une bonne lecture pour se remettre les idées en place.

Il faut savoir justifier que la division euclidienne d’un polyndme de Z[X] par un polynéme de
Z[X] a coefficient dominant inversible donne des polyndmes dans Z[X].

1. il faut en étre convaincu
2. lesdivisions euclidiennes se font dans Q[ X] euclidien. Lorsque le diviseur est unitaire, on montre en fait que 'on
peut faire la division dans Z[ X
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ISOMETRIES DU CUBE

[Rom17, §3.4.4, p88] [CG13, §XII.3, p365]

ENONCE

| ThEoREME. Isom(C) ~ &4 x Z/2Z etIsom™ (C) ~ &..

DEVELOPPEMENT

OnseplacesurR? etonnote S = {—1,1}3 etC le cube de sommets S. On nomme les sommets
de S comme sur la figure ci-dessous.

-y

A5 \
| AB

FIGURE 12.1 - Le cube C et la disposition des sommets de S.

On sait que Isom(C) = Isom(S). De plus, on a l'isomorphisme Isom(S) ~ Isom™ (S) x Z/27
puisque l’on a une bijection

. _
Isom™(S) — Isom™ (S) , olUs:xr— —x € Isom™ (S).
P — pos

On veut donc montrer que Isom ™ (S) ~ G&,. On va utiliser le lemme suivant :

LEMME. [ € Isom™(S) est entiérement déterminée par la donnée de f(A;) et f(A;) pour
un couple (i, j) € [1;8]? tel que [A; A;] est une aréte du cube.

En effet, soient f, g € Isom™ (S) telles que! f(A1) = g(A;) et f(A2) = g(Ay).
Regardons f~'og € Isom™ (S) :il s’agit d’une rotation fixant A; et Ay, doncleplan (O A; A,):
c’est donc l'identité puisqu’une rotation non triviale de R? fixe au plus une droite.

1. onse place sur laréte [A; A2] sans perte de généralité, quitte a réindicer les sommets

Montrons désormais que Isom™ (S) ~ &,.

Soit D = {Dy:k € [1;4]} = {[A1 A7],[As As], [A5 As5], [A4 Ag]} ensemble des (grandes)
diagonales du cube. Si f € Isom™ (S), alors f induit une permutation de D, puisque f conserve
les distances, les segments, et que chaque point de S est envoyé sur un point de S. On peut
donc définir le morphisme de groupes @ : Isom™ (S) — &(D), f — o ol o est telle que

Vk e [1:4]  f(Dr) =D,y -

« Vérifions que c’est un morphisme injectif.
Soit f € Isom™ (S) telle que f(Dy) = Dy, pourtout k € [1;4].
En particulier [f(A;) f(A7)] = f([41 A7]) = [A1 A7]. Onadeux cas:
- Soit f(A;) = Ay. D’une part, comme f([A4; Az]) = [A; f(A2)], la conservation des
distances impose que f(A4s) € {As, Ay, As}. D’autre part, la diagonale [A5 Ag] est
fixée, donc f(Az) € {As, As}. Ainsi f(As) = Aj et le lemme assure que f = id.
- Soit f(Ay) = A7 = —Ay. Puisque f([A; A2]) = [A7 f(A2)], il découle par conser-
vation des distances que f(A42) € {As, Ag, As}. La diagonale [A2 Ag] étant fixée, on
a f(As) = Ag = —As. De méme, on vérifie que f(Ay) = —Ay et f(45) = —As.
Comme f conserve les diagonales on a en fait f(A4;) = —A; pourtout: € [1;8],
autrement dit s o f = id soit f = s € Isom™ (S), ce qui contredit la définition de f.
Ainsi ker(®) = {id} et ® est bien un morphisme injectif de Isom ™ (S) dans &(D).
« Reste & montrer qu'il est surjectif, ou encore que Isom™ (S) contient 24 éléments. Soit

Isom™(S) xS — S
(f, As) — f(A).

Onva montrer que cette action est transitive et que le stabilisateur d’'un sommet contient 3
isométries. L'équation aux classes conclura alors que::

card(Isom™(S)) = card(S) - card (Stab(A;)) = 8 x 3 =24.

- Montrons d’abord que l’action n’a qu’une orbite.

Prenons par exemple A, et regardons p. € Isom™(S) la rotation d’axe (O z) et
d’angle —Z ainsi que p,, € Isom™ (S) la rotation d’axe (O y) et d’angle Z.On a

ld(Al) pZ(Al) = A2 ) pi(/h) = A3 ’ pi(Al) = A4a
py(A1) pa(A1) = Ag,  pipy(A1) = Az, pipy(Ar) = As,

etainsiIsom™(S) - A; = S:l'action est transitive.
- Montrons maintenant que Stab(A;) posséde 3 éléments.

Si f € Isom™(S) fixe Ay, alors f permute { Ay, A4, A5} par conservation des dis-
tances. Le lemme permet alors d’assurer que card (Stab(A;)) < 3.

Par ailleurs, 'identité et les rotations d’axe (O A;) et d’angles j:%” sont bien des iso-
métries distinctes de Stab(A;).

Ala
:A5a
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ISOMORPHISME SU,(C)/{+15} ~ SO3(R)

[CG13, §VII.3, p232]

ENONCE

I THEOREME. On alisomorphisme SU5(C)/{£1I>} ~ SO3(R).

DEVELOPPEMENT

RAPPEL. Onidentifie H et R* x SU,(C) via

a

h=x+yi+zj+tk +— (b

_ab> oua=ux-+iyetb=—z+it.
Sih = x+yi+zj+tk € Hyonposeh = x — yi — 2j — tk € H, puis N(h) = hh =
22 + y? + 22 + 12, qui définit une norme sur H, de forme bilinéaire symétrique associée :

V(h, W) €HZ  (h|R)= LW +WD).

Enfin,onnotel =R-i+R-j+R-ketonremarquequel = (R-1)*.

Pour h. € SU,(C), soit ¢y, : H — H,u — huh™' = huh. Cest un automorphisme de H.
L'application
p: SU(C) — Aut(H)
h — ©hn

est alors bien définie et est un morphisme de groupes, car o1 = id et pour hy, ho € Hona:

Vu € H Ohiho () = hihou(hihy) ™t = hlhguhglhl_l = ©n, O Ph, (u) .

Fixons h € SU5(C). Lapplication ¢y, est linéaire et conserve la norme puisque :

Yu € H N (pn(u)) = det(huh™") = det(u) = N(u).
Ainsi o5, € O(H) ~ O4(R). Comme ¢y, stabilise R - 1, elle stabilise (R - 1)+ = I. Posons alors
¢n = pnr € O(I) = O3(R) puis ¢ : h — ¢y, qui définit une action de SU5(C) sur I ~ R3.

« Déterminons ker(¢).
Sih € SU,(C) est tel que ¢y, = Id, ona hu = uh pourtoutu € I,donch € Z(H) =R - 1.
Comme h € SU5(C), ilen découle que h = +1. Ainsi ker(¢) = {£1>}.

« Vérifions maintenant que Im(¢) C SO3(R).
Lapplication ¢ est continue car ¢y, (u) est une multiplication en h, h=! et u. SU,(C) étant
isomorphe! aS3?, elle est connexe et alors par continuité Im(¢) 'est aussi. En conséquence,
Im(¢) estincluse dans la composante connexe de ¢; = id qui est donc SO3(R).

1. topologiquement, c’est-a-dire que l'on a une bijection continue d’inverse continu

« Enfin montrons que ¢ est surjective dans SO3(R).
Pour cela, rappelons-nous que SO3(R) est engendrée par les retournements (i.e., les sy-
métries orthogonales par rapport a un sous-espace vectoriel de dimension n — 2).
Prenons donc h € 1N SU5(C) et montrons que ¢, = 7y, le retournement d’axe R - h.
En effet, ¢, est orthogonal et vérifie
= ¢n(h) = hdonc ¢p ., = id,
- si b/ est orthogonal a h, alors hh’/ + h'h = 0 ou encore h(—h') + h/(—h) = 0, d’ol
hh' = —h'h puis ¢p,(h') = hh'h=1 = —}/. Ainsi Gn|(opyr = —id.

En passant au quotient, on obtient donc 'isomorphisme SU2(C)/{£I2} ~ SO5(R).

Explicitons cet isomorphisme.

Soient (z,y,2) € R*\ {(0,0,0)} tels que 2% + y* + 22 = 1 et € [0, 2r].

Posons ¢’ = zi + yj + zk € SU5(C) puis g = cosg -1+ sing -q.

Alors N(q) = cos? & +sin? ¢ - N(¢') = 1 par orthogonalité de R - 1 et I, donc ¢ € SU(C).

On avu que ¢ est la rotation d’axe (z,y, z) et d’angle .
On va montrer que ¢, est la rotation d’axe de vecteur directeur (z,y, z) et d’angle 6.

En effet, pouru € IN SU,(C),ona:

2 [ r !

. i 0 ! / in2 0
“u+cos g -sing - (¢'u—uq’) —sin® 3 - q'uq’.

N

¢q(u) = qug = cos
Donc, d’une part, puisque (¢')? = —¢'q’ = —1:
¢q(q,) =

et d’autre part, si (u | ¢') = 0,commeonavuque ¢'u = —uq’:

(cos? & —sin® £ (¢')?) ¢’ = (cos®> & +sin® %) ¢’ = ¢,

pg(u) = (cos® § —sin® &) -u+2cos g -sind - g'u=cosf-u+sind-qu.
En remarquant que ¢’u correspond au produit vectoriel q_; A i, onaque (¢, u,qu) formeune

base orthonormée directe, et donc ¢, est bien la rotation annoncée.

COMMENTAIRES

Il faut étre a l’aise avec la manipulation des quaternions, notamment la non commutativité, les
calculs de carrés selon la norme, ... Noter par exemple que le produit scalaire doit étre symé-
trique, donc l'ordre des éléments dans chaque produit le définissant est important. Il faut aussi
savoir retrouver le lien entre produit dans H et produit vectoriel.

La derniere partie n’est pas référencée. Elle peut étre condensée avec la preuve de la surjecti-
vité, mais on peut 'omettre si 'on manque de temps ou si 'on ne s’en souvient plus. On peut
aussi mentionner le résultat pour aiguiller les questions du jury.
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LEMME DE MORSE

[Rou99, §5.5, p327]

ENONCE

THEOREME. [LEMME DE MORSE]

Soit f : U — R une fonction de classe C? définie sur un ouvert U de R™ contenant 0. On
suppose que df (0) = 0 et d* f(0) est non dégénérée, de signature (p,n — p).

Alors il existe un C*-difféomorphisme ¢ entre deux voisinages de 'origine de R™ tel que ¢(0) =
0 et, au voisinage de 0,

F@) = £(0) = 1(2) + - + 9p(2)? = pp1(2)® — - = ().

DEVELOPPEMENT

La fonction f est de classe C3. La formule de TAYLOR avec reste intégral donne, pourxz € U :
1 1
f(z) = f(0) = / (1 —t)d*f(tx)(z,z)dt = xT/ (1—-t)d®f(tz)dtz =2 Q(z) z,
0 0

ouQ:zelUr— f01(1 — t)d? f (tz) dt. Par dérivation sous le signe intégral, on a que Q est de

classe C'. Par ailleurs, Q(0) = $D?f(0) est symétrique inversible de signature (p,n — p).
LEMME. Soit Ay € S,,(R) NGL,(R). Alors il existe un voisinage V- € V(Ap) N S, (R) et une
application g € C* (V,GL,(R)) telles que

VAeV A=g(A)T Agg(A).

En effet, soit
©: Mp(R) — S,(R), M — M T AgM .
On a que o est différentiable et

VM € M, (R)

d’ou, en particulier,

VH € M,(R)
VH € M,(R)

dp(M)(H) = H' AgM + M " AgH
dp(I,)(H) = H" Ag + AgH = (AoH) " + AoH .

On adoncker(dp(1,,)) = Ay ' A, (R) ob A, (R) est 'ensemble des matrices antisymétriques.
De plus dg(I,,) est surjective dans S,,(R) puisque

dgo(fn)(lAO—lA) —A.

VA € S, (R) :

Soit F = A; 'S, (R). Notons que F' & ker (dp(1,)) = M, (R) et, € F.Siy = ¢r,0naque
di(I,,) est bijective. Le théoréme d’inversion locale donne que v est un C!-difféomorphisme
local d’un voisinage W de I,, dans! G£,,(R) sur un voisinage V de Ag = (1,,) dans S,,(R).

Pour A € V, il existe donc une unique matrice inversible M € W telleque A = M T AqM.On
aque M = v¢~1(A),etdoncg = ¢~ convient.

Revenons a la preuve du lemme de MORSE.
Appliquons le résultat du lemme précédent a Q(0) € S,,(R).
Si M(z) = g(Q(z)) pour z € U, on a, au voisinage de 0,

Qz) = (M(2)) Q(0) M(x),
etdonc  f(z) — f(0) =2  Q(z)x = (M(z) ) " Q(0) M(x)z = 4T Q(0) y.
——

=Y

Comme Q(0) = 3D?f(0) est de signature (p,n — p), il existe, par classification des formes
quadratiques, une matrice A € GL,,(R) telle que

ATQ(0)A = diag(1,...,1,-1,...,—-1),
N—— N ———
p termes n—p termes

et le changement linéaire de coordonnées y = Awu donne alors :
yTQ(O)y:uTATQ(O)Au:u%+~-~+u§—u12,+1 — =l
Posonsdoncp : x € U — A~*M (x) z. Lapplication ¢ est de classe C! eton a:
Vh e R"  dp(0)(h) = A7" (dM(0)(h) x 0+ M(0) x h) = A~ M(0)(h).
Donc dp(0) = A1 M(0) estinversible.

Par le théoréme d’inversion locale, on a que ¢ est un C!-difféomorphisme local entre deux voi-
sinages de 0 car ¢(0) = 0, ce qui conclut puisqu’alors dans ce voisinage de 0 :

F@) = £(0) = p1(2)* + - + 9p(2)* = ppa1(2)* = - = ().

COMMENTAIRES

Que se passe-t-il sans ’hypothése que f est C3? On n’a plus l'assurance que p est C!
En effet, si f est de classe C3, alors M est C! et on calcule:

VeeU YheR" do(x)(h) = A7 (dM (z)(h) x 0+ M(z) x h),

et l'on voit que 2 —— dp(x) ne serait pas continue si M n’était pas C'.

1. quitte a restreindre, GL,, (R) étant ouvert
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[15] LOIDE RECIPROCITE QUADRATIQUE

[Rom17, §13.6-7, p429-435]

ENONCE

THEOREME. [LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE]
Soient p # q des nombres premiers impairs. Alors :

1 six estun carré dans IF;,
P\ /q (r=1)(a=1) & .
<7) (7) =(-1)" 1 , ou <7> =<0 siz =0,
q/ \p p .
—1 sinon.

DEVELOPPEMENT

Soient p et ¢ des entiers premiers impairs. Montrons d’abord le lemme suivant.

I LEMME. Poura € F;, ona@: a'T dansFy et |{z € Fj:az® = 1}| =1+ (2).
Soita € F}. Sia = b® € F} estun carre alors nécessairement o’z = b9~ =T = )
Comme IF* a - L carrés? et queX = —laau plus 45— L solutions dans Fy,one edwt que

sia nest pas un carré, alorsa T = —1 = (f

Ensuite, sia = b2 est un carré, alors az? = R N (br)? = 1 <= x = +b~ ! et donc, puisque
q # 2, équation az? = 1 a deux solutions. Sinon, ’équation n’a pas de solution puisque le
produit d’un carré c par un non carré d est un non carré : en effet

(id) :(Cd)"glzc“zl.d"al:@.@l):lx—lz—l,

q
d’ou (%) = —1 puisque q # 2. Ceci termine la démonstration du lemme.

Soit X = {x € F2: Y7 | 27 = 1}. Dénombrons X modulo p de deux maniéres différentes.

« Considérons d’abord l’action suivante, ou les indices sont définis modulo p:

F,x X
)
Le cardinal de l'orbite d’un élément divisep = |1Fp\, doncvautloup. Lorbitedez € X est

réduite a lui-méme si et seulementsiz; = - - - = . Le nombre de tels x est le nombre de
solutions de pz? = 1, clest-a-dire 1 + ( ) d apres le lemme. Ainsi

— X
— (xk+17"'a

(k, (z1,. .. Thtp) -

X =1+ <§) mod p.

lcarg:Fy; — Fsa— a? est un morphisme de groupes et | Im(¢)| = [F51/| ker(¢)| = q%l

« Par ailleurs, remarquons que X = {z € F2: f(x) = 1} ot f est la forme quadratique

associée a Id,, dans la base canonique de 2. Posons :

M = diag(J, J,...,J,a), ouJ—(O 1) eta = (—1)7.
ARG 10

_p=1..
=73 fois

Commerg(M) = petdet(M) = adet(J)? = (-1)%(~1)¢ = 1, la forme quadratique g
associée a M dans la base canonique de 2 est non dégénérée et, par classification des
formes quadratiques?, f et g sont congruentes sur FF,. Ainsi | X | = | X'| oU

d
) =1} = {xeF@’:ZZmzkxzk_l-ﬁ-ami: 1}.

k=1

X ={zelF g

Dénombrons les éléments  de X”. Si xy;, 11 = 0 pourtout k € [1;d], alors az? = 1etily
al+ ( ) choix pour z, et ¢¢ pour les (725 )1<k<a- Sinon,on a q(q -1) p055|bllltes pour
les («T2k+1)1<k<d: puison choisit les (ng)1<k<d satisfaisant 2 Zk | Top—1To, = 1 — ax,
équation d’un hyperplan affine de cardinal ¢°~!. Finalement :

X1 ==t (14 (2)) ot -0 = ((2) + 7).

En utilisant une nouvelle fois le lemme, il vient

—1

- (g) N (z%) <<(1;> + (;)> mod p
G) GG =)+ (-n™)=
<%)(§)55<44)@:2g;2

Les deux membres étant égaux a +1 dans Z, le résultat en découle puisque p # 2.

— mod p

= mod p

COMMENTAIRES

Il faut maitriser de nombreuses notions sur les formes quadratiques : classification, égalité des
cardinaux de X et X/, expression de la forme quadratique a partir de sa matrice, ...

Il faut connaitre le cas p = 2. La loi de réciprocité quadratique sert notamment a résoudre des
équations diophantiennes. Savoir si un élément est un carré dans I, permet aussi de classifier
une forme quadratique : connaissant un déterminant, il suffit de savoir si c’est un carré ou non.

2. valable pour un corps de caractéristique différente de 2 : C’est bien le casici puisque ¢ > 3
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METHODE DU GRADIENT A PAS OPTIMAL POUR LA FONCTIONNELLE QUADRATIQUE

[FGN12, §1.21, p39-41]

ENONCE

THEOREME. [METHODE DE GRADIENT A PAS OPTIMAL]
Soitp € N*. Soient A € S§;**(R), b € R et c € R. Définissons

fi RP — R
r — Az |z)—(b|z)+c.

Alors la suite (x,,)nen définie par zo € RP et la relation de récurrence

Vn € N Tpt1 = Tp — ppVf(zn) o0 p, =argmin, fzn — pV fan)),

converge vers l'unique minimum global de f.

DEVELOPPEMENT

On calcule pour commencer que V f(z) = Az — b pour tout zz € RP.

1. Lapplication f est elliptique. En effet, on a sia = inf Sp(A) :

V(z,y) € (R)®  (Vf(@) - V) |z —y)= (A —y) |z —y)>a-|z—y|*

2. Montrons que f satisfait

V(oy) € (R) fly) = f(@) 2 (Vf(@) ly—a)+ 5l =yl

En effet, soientz,y € RP.Ona:

Fw) ~ F) = 3 ((Ay | 9) — Az | 2)) ~ (b y — )
= (A —b|y—a)+ 5 ((Ay | )+ (Ax | ) — (x| 9)
= (Az by —2) + (A —y) | (=~ )

F@) = @) 2 (V@) [y=a)+ 5 o=l

3. Lapplication f est continue et coercive puisque, pour z € R?,

«
f@) = 5 el = bl - el +e =

llz]| =00

«a
5 el +O(lzl)  — oo

llzll =00

Ainsi f atteint son minimum global en un point z, vérifiant V f(z,) = 0: c’est donc né-
cessairement 2, = A~'b. Notons en particulier que z, est le seul minimum local de f.

4. Soitx € RP tel que V f(z) # 0. Notons qu’alors = # x,. Définissons

Vol R+ — R
p o flz—pVf).

Cest une fonction de classe C! qui tend vers +oo en +oc. Elle atteint donc son minimum
en un point p, annulant la dérivée de ... Calculons:

0= @,(pe) = —(VI(r+pVI@) | V(@)
Donc, pour tout p # p,. :

02(p) = 2alps) 2 (VI (24 V@) | (0= p:) V(@) +5 - | (0 = p) VI @)[* > 0.

=0

On en déduit que p,, est 'unique minimum de ¢,.

5. Lasuite (z,,)nen st ainsi bien définie, stationnaire en z, si elle atteint. Supposons qu’elle
n’atteigne pas ., et montrons que (x,, ) ,en converge tout de méme vers z,.

La suite (f(xn))neN est strictement décroissante et minorée, donc converge.
Soit n € N. Par ce qui a été démontré a 'étape précédente, remarquons que V f(x,,) et
V f(2n+1) sontorthogonaux, et comme V f(z,,) et ©,, 41 — x,, sont colinéaires, on obtient :

F@n) = f@ar) 2 5 - lwnsr =l

Ilen découle que ||zp11 — Ty | - 0.
n—-+0o0

Or, par coercivité de f, la suite (x,, ) nen Vit dans un compact de R?, donc admet une valeur
d’adhérence z. Soit 1) une extractrice telle que () —>n—+o0 . Par continuité de V£,
et puisque (xw(n)Jrl)neN converge aussi vers x puisque ||Z,+1 — Zp| —n—+o0 0,0Na

Vi@sw) —2 Vi@ et Vi@ywi) o V@),

D’ol )
0=A(Vf(@ym) | VI (@pm+1)) — V@],

n—-+oo

de sorte que nécessairement V f(z) = 0 etdonc z = z,.

COMMENTAIRES

Bien penser a faire un dessin en annexe de la lecon concernée.

En ouverture, on peut rappeler que la propriété importante est Uellipticité de f : l'algorithme
de gradient a pas optimal converge en fait pour toute fonction elliptique!
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REDUCTION DE JORDAN

[Rom17, Ch21, p672-675] [MM16, ChX, p111]

ENONCE

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finien € N*.

THEOREME. [DECOMPOSITION DE JORDAN]

Soit f € L(E) de polynéme caractéristique scindé. Notons A1, . .., A ses valeurs propres.
Alors il existe des entiers (dj, )1<j<r1<k<¢; Satisfaisants djy > --- > d;j,, > 1 pour tout
J € [1;r] et tels que, dans une certaine base B de E, Mp(f) soit diagonale par blocs avec

Viel;r] Vkel[l;¢]

E%}k ::Aj]dﬁk +-JaLk7

en notant, pour d € N¥,

0 0
1 0
Ja=10 1 € My(K).
o
0 0 1 0
DEVELOPPEMENT

Montrons d’abord le lemme suivant.

LEMME. Soit f € L(E) nilpotent d’indice g € [1;n]. Soitx € E tel que fi=*(z) # 0 et
B, = (z, f(x),..., [T (x)). Alors Ey, , = Vect(B,) est f-stable et B, en est une base.

En effet, le plus petit sous-espace f-stable contenant x est K[f](z), et en remarquant que
f™(z) = Opourn > g,onaque Ef , = K[f](z). Donc Ey, , est f-stable et de dimension
au plus q. Vérifions que la famille B, est libre.

Soit (Ai)o<i<q—1 € K7 tels que Z‘f;ol i fi(z) = 0. Alors, par linéarité,

q—1 q—1
VkeN 0= f* (Z /\ifi(x)) =D AiftH(z).
1=0 =0

Prenantk = ¢ — 1, il vient \g f?!(z) = 0 etdonc \¢ = 0. Puis avec k = ¢ — 2, on obtient de
méme \; = 0. En allantjusqu’a k = 0, on obtient que les (\;)o<i<4—1 Sont tous nuls, et donc
que la famille B, est libre. Comme elle est génératrice, c’est une base de E .

Intéressons-nous maintenant au cas ou f est nilpotent.

LEMME. [DECOMPOSITION DE JORDAN D’UN ENDOMORPHISME NILPOTENT]
Soit f € L(F) nilpotent. Il existe des entiers d; > --- > d, tels que dans une certaine base B
de E, Mg(f) soit diagonale par blocs avec les blocs (J g, )1<k<e-

Pour montrer ce résultat, on procéde par récurrence forte sur n = dim(F).

« Pourn = 1,0n aque f est ’lendomorphisme nul et donc le résultat est vrai.

+ Soientn > 2tel que le résultat est vrai en dimensions inférieures, et f nilpotent d’ordre q.
Le résultat est vérifié si ¢ = 1, puisqu’alors f est nul, et si ¢ = n, puisque si z satisfait le
lemme, alors E¢ , = E et la matrice de f dans la base (z, f(z),..., f*"!(z)) est J,.

Sil < g < n, on cherche une décomposition de E en sous-espaces stricts stables. Consi-
dérons z € E comme dans le lemme et cherchons un supplémentaire f-stable de E .
Complétons (z, f(z),..., f97(x)) en une base, notée! (e, ..., e,), et posons

q—1
F= {y € E:VjeN,el(f(v)) :O} = r)ker(e;’;ofj)7
=0

ou l'on a utilisé que f¢ = 0 dans la seconde égalité. Il s’ensuit que F est un sous-espace
vectoriel f-stable de E' de dimension au moins n — ¢. Vérifions que E , N F = {0}.

Soity = Y07 Aifi(x) € Bp, NF.0na0 = ej(y) = \g—1, puis 0 = e(f(y)) = Ag—2,
et ainsi de suite jusqu'a 0 = e} (f97 " (y)) = Xo. Ainsiy = Oet By , N F = {0}.

Ceci implique que dim(F') < n — g etdonc, par ce qui précede, dim(F) = n — q.

On a alors la décomposition en sous-espaces stables £ = Ey , @ F.La matricede fz, ,
dans la base (z,..., f7!(x)) est J,. En appliquant 'hypothése de récurrence a fr, on

obtient la décomposition souhaitée en concaténant les bases.

D’ou finalement le résultat par récurrence forte.

Revenons au cas général ou f est de polyndme caractéristique scindé.

Ecrivons x 7 (X) = [Tp_, (X — Ax)**. Par la lemme des noyaux, on a que

E = @Pker(f — \pid)* = @ Ni
k=1 k=1

est une décomposition en sous-espaces f-stables de E.

En appliquant la décomposition démontrée précédemment a la famille d’endomorphismes nil-
potents (fn, —Ar idn, )1<k<r, 0N obtient la décomposition souhaitée dans la base de £ conca-
ténant les bases (B, )1<k <. trouvées.

1. desortequeeq = f471(x)
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REDUCTION DES ENDOMORPHISMES NORMAUX

[Gou09, §5.3, p258] [Rom17, §22.10, p728]

ENONCE

Soitu € L(E) un endomorphisme normal, ol E est un R-espace vectoriel de dimension finie.
PROPOSITION. Supposonsn = dim(E) = 2. Alors:

« soit u a une valeur propre réelle, et alors u est diagonalisable dans une b.o.n.,

» soit la matrice de u dans une b.o.n. est de la forme (Z _ab>.

THEOREME. [REDUCTION DES ENDOMORPHISMES NORMAUX]
Il existe une base orthonormée B de E telle que
diag(A1, ..., Ap)
Ry
Mp(u) =

Ry

oup+2r=dim(E), (\)1<i<p € RPet,pourl <k <r, Ry = (Zk _abk) avec by, # 0.
== k k

DEVELOPPEMENT

« Montrons d’abord que si F' est u-stable alors F- est u*-stable.
Soiteneffetz € F+.0Ona:

Vy € F

{y | u(2)) = (uly) | 2) =0

puisque u(y) € F.Doncu*(x) € F+.
« Simaintenant F' = E) est un sous-espace propre de u, alors Ey- est u-stable.
En effet, F est stable par u, donc par u* puisque ces deux endomorphismes commutent.
Mais alors Ej- est stable par (ut) = u par ce qui précéde.
+ Montrons désormais le proposition, soit le cas dim(F) = 2.
- Siwu aune valeur propre réelle A, soit e; un vecteur propre normé. Alors si u # \id,
Re; = E) donc (Re;)* est une droite engendrée par un vecteur e, normé stable
par u par le point précédent donc un sous-espace propre, et alors M, ,)(u) est
diagonale, avec (e1, e3) orthonormée.

. P s . a ¢ .
- Siwun’apasdevaleur propre réelle, écrivons M = <b d> sa matrice dans une base

orthonormée de E. L'endomorphisme u est normal donc M TM = MM, ce qui
donnea? + ¢ = a? + b2 et ab + cd = ac + bd.
Sib = c, alors M est symétrique donc admet une valeur propre réelle?!, ce qui est ab-

1. notons que dans ce cas, pas besoin d’invoquer la réduction des endomorphismes symétriques : il suffit de cal-

surde. Donc ¢ = —b, avec b # 0sinon M serait diagonale, et donc d = a. Finalement

M:<‘; ab).

« Passons maintenant a la preuve du théoréme, par récurrence forte surn = dim(F) :

- Sin =1, le résultat est évident et on vient de traiter le casn = 2.
- Supposons n > 3 et le résultat vrai en dimension inférieure a n.

Si u admet une valeur propre réelle \y, alors EAL1 est stable par u. On peut donc ap-
pliquer ’hypotheése de récurrence a u gy > eton obtient le résultat en concaténant
1

une base orthonormée de F), avec la base obtenue, qui reste bien orthonormée.

Sinon, soit Q un facteur irréductible de . Ce facteur Q est nécessairement de degré
2 et s’écrit sous la forme
Q=(X-N(X~-X)), oureC\R.

Le noyau ker Q(u) est alors non nul, puisque si M est la matrice de u dans une base,
alors X est valeur propre de M et

det(Q(M)) = det(M — AI,) det(M — \I,) =0,

donc Q(u) est non inversible.
SOit v = U| ker @(u)- AlOrs v*v est symétrique donc? admet une valeur propre i € R.
Soit z un vecteur propre associé et

F = Vect(z,u(z)) = Vect(u(z), u*(z)) .

Le sous-espace F est stable par u et de dimension 2. Vérifions que F est également
stable par u*. D’une part :

u*(u(z)) =v*(v(z)) =pz € F,
et, d’autre part :
u*(u?(2)) = u(u*(u(2))) = u(pz) = pu(z) € F.

On peut donc appliquer ’hypothése de récurrence a u|p. etle casn = 2 a up, ce
qui donne le résultat voulu dans la base concaténée.

culer le polynéme caractéristique de la matrice et de voir que ces deux racines sont réelles
2. la encore on n’utilise seulement que les valeurs propres d’une matrice symétrique sont réelles
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SIMPLICITE DE [, POUR . > 5

[Per96, §1.8, p28-29] [Rom17, §2.9, p67]

ENONCE

I ProPosITION. Pourn > 5, le groupe alterné 2, est simple.

DEVELOPPEMENT

Fixonsn > 5 et commencons par démontrer le lemme suivant :
LEMME. Le groupe alterné satisfait les propriétés suivantes :

i) 2, est le sous-groupe engendré par les trois cycles,
ii) Les 3-cycles sont conjugués dans 2,,.

i) Notons G le sous-groupe engendré par les 3-cycles.
On vérifie que G C 2, car tous les éléments de G ont pour signature 1.
Réciproquement, fixons o € 2A,,, et considérons une décomposition de o en produit de

transpositions :
p
g = H Ti -
=1

Comme £(o) = 1, notons que p est nécessairement pair.
Or, on remarque que pour i, j, k, £ € [1;n] tous distincts,on a:

(@) (k€)= (ijk)(GkL) et (ij)(ki)=(ikj).
Ainsi, le produit de deux transpositions distinctes est un 3-cycle. En particulier, o s’écrit
comme produit de p/2 (au plus) 3-cycles, et donco € G.

Finalementon a bien G = 2,,.
ii) Soita,b,c € [1;n] distincts etd, e, f € [1;n] distincts. Montrons que (abc) et (d e f)
sont conjugués dans 2,,. Comme les 3-cycles forment une classe de conjugaison dans &,
il existe o € &, tel que
o(abc)o™t = (def).
Sio € 2, le résultat est vérifié.

Sinon, comme n > 5, on peut choisir i, j € [1;n] \ {a,b, ¢} distincts etalors o’ = o (i j)
estun élément de G, tel que

o' (abe) (") t=(def).

Ainsi, les 3-cycles sont bien conjugués dans 2.

Passons a la proposition. Soit H un sous-groupe distingué de 2A,, distinct de {Id}. Montrons

que H = 2A,,. Par le lemme, il suffit de montrer que H posséde un 3-cycle.

Soito € H \ {Id}. Choisissons a € [1;n] telqueb = o(a) # a.Fixonsc € [1;b] \ {a,b,o(b)}
(ce qui est possible carn > 5) et considérons le 3-cycley = (a bc) puis

(op} 2070717*1.

Onao, € Hcaro € Hetyo ' ~~! € H,eton vérifie que
o2 = (bo(b)o(c)) (ach).
On va décomposer o3 en produit de cycles a support disjoints, en remarquant que
Supp(o2) C {a,b,c,a(b),o(c)}
aau plus 5 éléments. En raisonnant sur le type de o2, seuls les 4 cas suivants se produisent :

(5) Sioa = (i j k€m),alors,comme H est distingué dans 2,,,

o3 =(ijk)og(ijk) loyt € H.
On obtient donc un 3-cycle de 21,, puisque
o= (i) (G k) = (ij0).
(3,1,1) Siogestun3-cycle,iln’yarien a montrer.
(2,2,1) Siog = (ij) (k{),alorsde méme

o3=(ijktm)oy(ijktm) oyt € H.

On vérifiequeos = (ijkfm)(jilkm) ! = (ikm{j),eton conclut comme
dans le cas ol le type est (5).
(1,1,1,1,1) Sioy =1d, o ety commutent, ce qui est faux puisque, par construction de c:

oy(a)=0(b) #c=v0(a).

Dans tous les cas possibles, on a bien trouvé un 3-cycle dans H. Ainsi H = 2,,.

COMMENTAIRES

Que se passe-t-il pourn < 57

« A3 = {Id,(123),(132)} =~ Z/3Zestsimple,

« 24 = {Id, 3-cycles, bi-transpositions} n’est pas simple, le groupe des bi-transpositions
étantdistingué dans®l,. De plus, les 3-cycles ne sont pas conjugués, sinon le cardinal de 2(4
serait divisible par 8, ce qui n’est pas le cas.
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SOUS-GROUPES DISTINGUES ET CARACTERES. TABLE DE G,

[Pey04, §VIII.1.4/VIII.2.1, p228-232]

ENONCE

, Xr Ses caracteres irréductibles.
V) de G. Alors

=x(D}.

Soit G un groupe fini. Soient x1, .. .

LEMME. Soit x associé a une représentation (p,

ker(p) = ker(x) = {g € G: x(9)

I PROPOSITION. Les sous-groupes distingués de G sont les ([, ker Xi)fc[u T

APPLICATION. Table des caractéres de G,.

DEVELOPPEMENT

« Commengons par le lemme. On procede par double inclusion :
- Sip(g) = p(1) =1id, alors x(g) = Tr(id) = dim(V') =

- Réciproquement, soit g € G tel que x(g) = x(1) = dim(V).
p(g) est diagonalisable, de valeurs propres des racines de l'unité (s, . ..

d
R(x(9) =D R(G) <d=R(x(1),

x(1). Doncker(p) C ker(x).

,Gaoud =
dim (V). Comme x(g) en est lasomme, on as’ilexiste: € [1;d] telque (; # 1:

ce qui est absurde. Donc p(g) est diagonalisable avec pour seule valeur propre 1 :

c’est donc l'identité et ainsi g € ker(p). D’ou Uinclusion réciproque.

« Passons a la proposition. Une intersection de groupes distingués étant distinguée, tout

sous-groupe de la forme (), ker x;, ol I est une partie [1; 7], est distingué.

Réciproquement, soit V distingué dans G. Notons CG/N = Vect((eg)gec), 0u g =

pour g € G, et considérons la représentation de G sur CG/N :
p:G— GL(CG/N),g+— (e
ker(p) = {9 € G:Vhe G,gh=h} ={g€ G:Vhe G,h"'ghe N} = N.

Décomposons CG/N en somme de représentations irréductibles ©3_, V;.

er —> e—) qui vérifie

gN

« Regardons maintenant la table de G, afin d’en déduire ses sous-groupes distingués.

Ily a 5 classes de conjugaison : l'identité, 6 transpositions, 8 3-cycles, 3 bi-transpositions
et 6 4-cycles. On sait donc qu’il y a 5 caractéres irréductibles. Parmi eux, les caractéres
irréductibles de degré 1 sont le caractére trivial x; et la signature ..

Deplus, |S4] =24 =1+ 1+4+ 9 + 9est la seule décomposition possible de |S4] en
somme de 5 carrés dont deux exactement valent 1, si bien que les caractéres irréductibles
restants sont de degré 2, 3 et 3. Déterminons-les.

Regardons la représentation par permutation pperm : 64 — GL4(C) qui posséde pour

sous-représentation Vect((l, 1,1, 1)).Ainsi, Xperm = X1 -+ X3 pour un characteére 3 et on
peut calculer, pour toute classe C':

Vo e C x3(0) = card(Fix(c)) — 1.

En vérifiant que (x3 | x3) = 1, on sait que 3 est irréductible.
Soit maintenant la représentation naturelle de &, dans Isom™ (C) le groupe des isomé-
tries positives du cube. Calculons son caractere . associé:
- lidentité est envoyée sur l’identité, de trace 3,
- une transposition est envoyée sur une rotation d’angle = d’axe passant par le milieu
d’une aréte, de trace —1,
- un4-cycle est envoyé sur une rotation d’angle 7 d’axe (O x) par exemple, de trace 1,
- une bi-transposition est envoyée sur une rotation d’angle 7 d’axe (O z) par exemple,

de trace —1,
- un 3-cycle est envoyé sur une rotation d angle d’axe passant par un sommet, de
trace 0.

Finalement, on a déterminé x. et on vérifie qu’il est irréductible.

En utilisant Porthogonalité sur les colonnes, on obtient x» le caractere irréductible de de-
gré 2, et on peut dresser la table des caractéres de & .

TABLE 20.1 - Table des caractére de &,

Notant 6; le caractére de V; pour] € [1;s], puisa; = card({j € [1;s]:60; = xi}) pour
i€ [1; rﬂ le caractére associé a p se décompose en x = > ., a;xi = ZZE] aix; ol
I={ie[l;r]:a; > 0}.Finalement:

N = ker(p

= ﬂ ker(x;) -

i€l

m ker( p‘V

[ Type [ (L,LLDLH [ L1 [ (31 | (4) | (2,2) |
X1 1 1 1 1 1
Xe 1 -1 1 -1 1
X3 3 1 0 -1 -1
Xe 3 -1 0 1 -1
X2 2 0 -1 0 2

En appliquant la proposition, les sous-groupes distingués de G4 non triviaux sont donc le

groupe alterné 24 ainsi que le groupe des bi-transpositions.
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[21] STRUCTURE DES GROUPES ABELIENS FINIS

[Col11, §1.2.4, p250-252]

ENONCE

Soit G un groupe abélien fini.

I DErvimion. On appelle exposant de G le PPCM des ordres de ses éléments.
THEOREME. [STRUCTURE DES GROUPES ABELIENS FINIS]

Il existe un unique entier £ et une unique suite d; > do > --- > dy, d’entiers supérieurs ou
égauxa2tels que dy estl’exposantde G, d;+1 | d; pourtouti € [1;0—1] etG ~ Hle 7/d; 7.

DEVELOPPEMENT

La preuve nécessite trois résultats préliminaires.

1. Lapplicationt: G — é,g — (x — x(g)) estun isomorphisme de groupes.

Pour g € G, on vérifie déja que 1(g) € G.En effet, pourg € Get x1,x2 € G,ona

g)xew) =1 et w(g)(xaxz) = (xax2)(9) = x1(9)x2(g9) = ¢(g9)(x1)e(9)(x2) -

Ensuite, ¢ est bien un morphisme de groupes puisque pour g, h € Getx € G:
we)(x) =x(e)=1 et u(gh)(x) = x(gh) = x(g)x(h) = (g)(x)e(h)(X) -

On sait que G, G puis G ont méme cardinal, donc il reste amontrer que ¢ est injective. Soit
doncg € G tel que «(g) = 1. Les caractéres de GG formant une base de I'ensemble des
fonctions centrales de G dans C?, écrivons :

1 ——  xl(g 1 N
@l > 1y (h)x(h) = |G|) = 1] POurX € G.

heG

]19: Z<]19|X>X7

xEG‘

ou(ly | x) =

Enévaluantence,ilvient Iy(e) = Y- ¢ 1grx(e) = X cq 167 = Lisoitg =e.

2. llexiste g € G tel que g est d’ordre égal a 'exposant de G.
Vérifions pour cela que ’'ensemble des ordres des éléments de G est stable par PPCM,
puisqu’alors en un nombre fini d’itérations (G est fini), on trouvera un élément satisfaisant.
Soient z, y € G d’ordre respectif a et b. Trouvons un élément d’ordre a \ b. Ecrivons

H H pvp(b) .

PEP 1vp(a)>vp(b) PEP 1vp(a)<vy(b)

k = pvp(a) et ‘€ =

de sorte que a vV b = kf et que k et £ sont premiers entre eux.
Posant 2’ = z%/% ety = y"/* d’ordre respectif k et ¢, le produit 2’y est d’ordre k¢ = a \V b.

1. en fait lensemble des fonctions de G dans C puisque G est abélien

3. GetGontméme exposant.
Soit en effet H un groupe commutatif fini, d’exposant d. Alors si y € H,ona

X (h) = x(h)? = x(h?) = x(e) = 1,

donc x4 = 1. Ainsi lexposant de H est plus petit que celui de H. Appliquanta H = G puis
aH =G, onad(G) <d(G) < d(G) et, puisque G ~ G, ce sont en fait des égalités.

Vh e H

Passons maintenant a la preuve du théoréme. On procéde par récurrence sur |G].

+ Avec la convention H?:1 = {e}, le résultat est évident si |G| = 1 en prenant ¢ = 0.

+ Supposons donc |G| > 1 et le résultat vrai pour tout groupe H tel que |H| < |G]|.
Soitd ’exposantde G. Onsait que d est aussi l'exposant de G, doncon peuttrouverx; € G
tel que x; estd’ordre d. Comme x(g) est une racine d-iéme de 'unité pour y € G etg € G,
on remarque que x1 (G) est un sous-groupe de U.

Par ailleurs, si |x1(G)| = @’ < d,alors x{ (g) = 1 pour tout g € G, donco(x1) < d’ < d,
ce qui est faux. Ainsi x1 (G) = Uy.
Choisissons g; € G tel que x1(g1) = e’ . Il sensuit que g; est d’ordre d (on savait déja
queo(gy) | d), etainsi H; = {g1) est cyclique d’ordre d donc isomorphe a Z/dZ.
Vérifions que G = G x Hy ou G = ker(x1).
- D’une part,onallisomorphisme x; (H1) ~ Ug, ce quiassure que HyNker(x1) = {e},
- D’autre part, si g € G, on peut choisir h € H; tel que x1(h) = x1(g) etalors

gh™' € ker(x1) = Gy d’ou g=(gh " h e G H,.

Ainsi G = GlHl.
En appliquant ’hypothése de récurrence a G4, de cardinal strictement inférieur a celui de
G, on obtient que G ~ Hf:g Z/d;Z pourun{etdy > --- > dy. En vérifiant que d | da,
C’est-a-dire que d, l'exposant de G divise d 'exposant de G (ce qui est clair), on obtient
lisomorphisme souhaité avec d; = d.

D’oU ’hypothése de récurrence au rang |G].

On conclut par principe de récurrence.

COMMENTAIRES

Ce développement un peu long peut étre raccourci en admettant le premier point dans le plan.

Attention, on ne fait que la preuve d’existence dans ce développement. On pourra trouver une
preuve de 'unicité dans [Rom17, §1.9, p29-30].
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22| SUITES DE POLYGONES

[Gou09, §4.2, p180]

ENONCE

LEMME. [DETERMINANT CIRCULANT] ‘
Soientn € N* puis ay, ..., a, € C. Enposant Q(X) = Y7l aiy1 XP etw = ¢, 0na:

ay a2 - an,
an a1 v Gpo1| L
¢
. : :HQ(M)'
: : =0
a9 as aq

PROPOSITION. [CONVERGENCE D’UNE SUITE DE POLYGONES VERS L'ISOBARYCENTRE]

On définit par récurrence une suite (P®), . par PO = (zf)), - z,(lo)) € C" et, pour
keN, Pt = (zik);zék) e Zi@l;zslk)v ng);rzi’“) >.Alors
p® g =1s © 20
k—>—+>oo (9797 ag)v oug 5obar(zl ) y*n )
DEVELOPPEMENT

Commencons par le lemme. Posons w = €2™/" puis :

0 1 o --- 0
0 0 1 .o ! UlJ wnl_l -

J=1: . 0 o] et Q= = (VDY i,
0 L1 1 wn.—l w(n.—l)Q 1<j<n

Remarquons que 2 est une matrice de VANDERMONDE de déterminant non nul puisque les
(w%)o<i<n—1 Sont tous distincts. On cherche le déterminant de A = Q(.J). Calculons:

Q"™

wnfl Q(wnfl)

Q) w1 Q) T
En utilisant la linéarité du déterminant par rapport a chaque colonne, on a donc:
det(AQ) = Q1) Q(w) -+ Q(w™ ') det().
Puisque det(€2) # 0, on obtient alors det(A) = [}—, Q(«w").

Passons a la proposition.
Remarquons que la relation de récurrence se réécrit P+ = A P ot A = 11, + 1 J. Il est

alors immédiat de vérifier que P**) = A* P() pour tout k& € N.
Etudions donc la matrice A en cherchant ses valeurs propres. Pour A € C, le lemme donne:

n—1 n—1
1 1 Iy 1, 14wt
Xa(A) = det(M,—A) = det<(A—2)I—2J) =11 ((A—Q)—Qw ) =11 ()\— . ) .
=0 =0
Les valeurs propres de A sont donc les (A\¢)o<r<n—1 = (14“2W£)0<[<n_1. Comme elles sont

toutes distinctes, A est diagonalisable. Ecrivons A = R- D - R~! ot D = diag(\o, ...
En remarquant que |\¢| < 1 pour? € [1;n — 1], on en déduit que :

7)\71—1)'

A¥=R.D". R

—  R-diag(1,0,...,0)- R, puis
k— 400

pP®  _—  R.diag(1,0,...,0)- R~1. PO
k— 400

P(e=)

P(>) est alors un point fixe de A, c’est-a-dire un vecteur propre associé a la valeur propre 1.
Comme le sous-espace propre de A associé a 1 est de dimension 1 et contient (1,...,1):

P =(g,....9).

Reste a remarquer que les isobarycentres des (P(’“))
barycentres, et donc que

JgeC

kEN sont tous égaux par associativité des

g= Isobar((g, . ,g)) = Isobar(P(Oo)) = lim Isobar(P(k)) = Isobar(P(O)) ,

k—+oco

le passage a la limite étant justifié par continuité de lapplication (z1, ..., 2,) —> = 31 | .

COMMENTAIRES

a une suite de

On pourra insister sur Uintuition géométrique, en assimilant la suite (P(’“))kEN

polygones définis par leurs sommets, via 'identification entre C et R2.

Bien que circulante, la matrice A utilisée pour démontrer la proposition est creuse : on peut
donc calculer son déterminant par un simple développement, sans connaitre la formule du
déterminant circulant. Toutefois, appliquer la formule ici a ’'avantage de fournir directement
une forme factorisée du déterminant, et redémontrer cette formule est aussi pertinent.

Attention, seul le lemme est dans le [Gou09]. La proposition n’est pas référencée, elle doit donc
étre bien maitrisée. Un exercice similaire est cependant proposé dans le [FGNO7b, §1.22, p45].
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23] THEOREME DE CARATHEODORY

[Gou08, §1.5, p54]

ENONCE

THEOREME. [THEOREME DE CARATHEODORY]
Soit X un espace affine de dimension finie n. Alors pour tout S C X, conv(S) est l'ensemble
des barycentres a coefficients positifs d’au plus n + 1 points de S. Autrement dit :

n+1
{Z Xi @i (T4, A

COHV 1<1<n+1 € (S X R+)n+1}.

I coroLLAIRE. Soit S un compact de X euclidien. Alors conv(S) est compact.

APPLICATION. Soit M € M,,(Z). Notons (C})1<;<, ses colonnes. L'équation diophantienne
M X = 0admet une solution non nulle dans N" si et seulement si 0 € conv ({C1,...,Cy}).

DEVELOPPEMENT

1. Soit S C X etz € conv(9). Ecrivonsz = P \; x; pour des (7;)1<i<p, € SP et des
(Ai)1<i<p € (R%)P tels que Y7, \; = 1, et de sorte que p soit minimal.

Supposons par 'absurde que p > n + 2. Les vecteurs {z1, ..., z,} étant liés dans X :

P
E o; x1205 =0.
i=2

> az,onaainsiy?_ a;x; =0et> Y | a; = 0. En particulier,

14
i=1

Considérons alors F = {t € R:Vi € [1;p],\; + to; > 0}. Lensemble F n'est pas vide
(il contient 0) et n’est pas R tout entier puisque 'un au moins des (;)1<i<, est non nul.
Ainsi, F' admet une borne inférieure et/ou® supérieure notée ¢, et de la forme —\;, /v,
pour un certainig € [1;p]. F étant fermé, il est clair que ¢y € F, ce qui implique que:

3(0[2, - 7O[p) € Rr—1 \ {O]Rpfl}

En posanta; =

p

T = Z()\l + tai) r; et

i=1

VteR

xTr = i()\1 - toai) xT; = i(Al - toai) X

i=1 =1
i#ig

avec Vi € [[1 ,pﬂ N —toay; > 0.

Ceci contredit la minimalité de p. On en déduit que p < n + 1, ce qui permet de conclure.

1. enfait et puisque la somme des (a;)1<i<p est nulle

2. Soit S un compact de X. Dé&finissons:

fio SPHlx { Ji<i<nt1 € Riﬂz Z"H A = 1} —  conv(S)
n+1

7)\n+1) [— Z)\Zil'l
=1

D’apres le théoréme de CARATHEODORY, cette application est bien définie et est surjective.
Comme elle est continue et définie sur un compact, son image conv(S) est compacte.
3. Soit M € M,,(Z).
« S’il existe X € N" non nultel que M X = 0, alors:

i=1

etdoncO € conv(Cy,...,Ch).
« Réciproquement, supposons que 0 € conv(C1,...,Cp).
Si Pune des colonnes est nulle, le résultat est évident.

(T1, 0y Tpg1, ALy e

ou encore

Sinon, soit p € N* minimal tel que 'on puisse écrire 0 =
(Aj)1i<j<p € (R% )P etp colonnes distinctes (Cy; )1<j<p-

Notons 7 = rg(C},,...,C;, ). D’'une part,onar < p puisque les colonnes sont liées.
D’autre part, conv(Cj,, ..., C;,) C Vect(Cy,, ..., C;,) espace de dimension r, donc
le théoréme de CARATHEODORY donne p < r + 1 par minimalité de p. D’our = p — 1.

Les sous-espaces kerg(Cj,,...,C;,) C kerr(Cj,...,C;,) sont donc de dimen-
sion? 1, dirigés par un vecteur A = (\q,..., \,) a coefficients réels. Ainsi,

et Z“J i, =0.
En multipliant par le produit d des dénominateurs de A, on a donc:
p
Z d[,bj Mij =0, ou
j=1

Autrementdit, si X
pouri ¢ {iq,...,

>F_1 Aj Ci; pour des

Ja€RL ah=

(/j/la"w/’[/;ﬂ) +

Vjel;p] dpjeN.

= (x1,...,z,)estdéfiniparx;, = dp;pourj € [1;p]etz; =0
ip},alors X € N™est non nul (puisque p > 1) et tel que M.X = 0.

COMMENTAIRES

Il faut étre a l’aise sur 'invariance du rang par extension de corps.

2. ladimension est la méme par invariance du rang par extension de corps
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THEOREME DE KRONECKER

[FGNO7a, §5.33, p213] [Gou09, §2.5, p89]

ENONCE

THEOREME. [THEOREME DE KRONECKER]
Soit P € Z[X] unitaire tel que ses racines sont toutes de module inférieur ou égal a 1 et tel
que P(0) # 0. Alors toutes les racines de P sont des racines de l'unité.

COROLLAIRE. [THEOREME DE KRONECKER]
Soit P € Z[X] unitaire etirréductible sur Q. Si toutes les racines de P sont de module inférieur
ouégal a1, alors P = X ou P est un polynéme cyclotomique : P = ®;, pour un k € N*,

DEVELOPPEMENT

Procédons a la démonstration du théoréme en 3 étapes.

1. Soit Q2 'ensemble des P € Z[X] de degré n unitaires dont toutes les racines sont de mo-

dule inférieur ou égal a 1 et tels que P(0) # 0.
Vérifions que Q est fini. Soit P € (Q et soient z1, ..., 2, ses racines comptées sans leur

multiplicité. Pourr € [1;n], on pose

UT(Zla s '7Zn) =

NI

IeP, ([1in]) i€l

le r-iéme polyndme symétrique élémentaire, de sorte que :
= X"+ Z
Z"))l<r<n sont dans Z. Comme |z;| < 1 pourtouti € [1;n]:
n
Z H |2i| < card(P,([1;n])) = (r) .

IeP([1;n]) i€l
Autrement dit, le nombre de polynémes appartenant a {2 est nécessairement fini.
2. Pour k entier naturel non nul, définissons le polynome

)anr .

O'r Zly++y”n
Notons que les (o, (21, . . .,
Vr e [1;n]

lor (21, 20)| <

n

P =][(x -=f).

i=1

Montrons que les (P )xen+ sont des éléments de Q.
Notons déja qu’ils sont tous de degré n, unitaires, et que leurs racines sont toutes de mo-
dule dans ]0, 1]. Reste donc a vérifier qu’ils sont des polynémes de Z[X].

Soit k € N*. Posant ot*) = &, (2F,...,2F) pourr € [1;n], on décompose P en

P,PX"+Z K xnor
Fixons r € [1;n].On remarque que:
oM =3 J]#F=0G1....m), ouQ(Xy,... . Xn)= > J[XF

IeP.([1;n]) i€l IeP.([1;n]) i€l

est un polyndme symétrique. Par le théoréme de décomposition en polynémes symé-
triques, il existe un polynéme T a coefficients dans Z tel que
TT(O'l(Xl, N ,AXvn)7 e ,(Tn(Xl, ey

Qr(Xlw"aXn): Xn)) :Tr(0§1)7..., 7(11))'
(k)

Les (a,()l)) L<p<n étant des entiers, il en découle que o,
lable pour tout r € [1; 7], on obtient que P, € Z[X].

€ Z. Finalement, ceci étant va-

Ainsi, tous les (P )ren+ sont des éléments de Q.

3. Lensemble 2 est fini et contient des polyndémes de degré n, donc ’'ensemble des racines
des polynomes de Q) est également fini. Par définition de 2, cet ensemble ne contient pas 0.
Soit: € [1;n] fixé. Les (z;
tiers strictement positifs k1 < ko tels que z;
Autrement dit, z; est une racine de l'unité.

) ken~ sont des éléments d’un ensemble fini, il existe deux en-
k1 — k2,soit zfr”“ = 1 puisque z; # 0.

Montrons alors le corollaire.

Si P(0) = 0, alors on obtient que P = X.

Sinon, en appliquant le théoréme et en gardant les notations de la démonstrations, on obtient
que les (2;)1<i<deg(p) SONt des racines de l'unité.

Ainsi, par exemple, il existe k € N* tel que 2; est une racine k-iéme de l'unité. Comme ®,, est le
polynéme minimal de 21, nécessairement ®;, | P. Les polynémes P et ®;, étant irréductibles
et unitaires, ceciimplique que P = ®y.

COMMENTAIRES

Il faut bien maitriser le théoréme de décomposition en polynémes symétriques élémentaires.
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[25] THEOREME DE SOPHIE GERMAIN

[FGNO7a, §4.39, p167]

ENONCE

THEOREME. [THEOREME DE SOPHIE GERMAIN]
Soit p un nombre premier impair tel que ¢ = 2p + 1 est premier. Alors il n’existe pas de triplet
(x,y,2) € Z3 tel que p t zyz et xP + yP + 2P = 0.

DEVELOPPEMENT

Supposons qu’il existe un triplet (x, y, z) solution.

Quitte a diviser par d = PGCD(z, y, 2), on peut supposer que PGCD(z, y, z) = 1.

1. Montrons que z, 7, z sont premiers deux a deux.
SiPGCD(z,y) > 1, soit pg un diviseur premier de ce PGCD.
Alors 2P = —(zP + yP) est divisible par pg, donc pg | z et PGCD(z,y, z) > po, ce qui est
contradictoire. Ainsi PGCD(x, y) = 1, et on obtient de méme que

PGCD(z,y) = PGCD(z, z) = PGCD(y, z) = 1.

2. Montrons le lemme suivant :

Ym e Z gtm = mP=+£1 modg.

En effet, soit m € Z tel que q ¥ m. D’apres le petit théoréme de FERMAT, on sait que

(mP)? =m?* =m4 ' =1 mod ¢, et donc mP =41 mod q.
3. Montrons qu’un (seul) des trois éléments z, y, z est divisible par g.
Si ¢ ne divise ni z, ni y, ni z, alors 2P, yP, 2 = &1 mod ¢ d’apres le lemme, et donc 0 =

xP + yP + 2P est congru a —3, —1, 1 ou 3 modulo g. Puisque ¢ > 7, ceci est absurde.

Dans la suite, quitte a intervertir les rles de z, y et z, on suppose que g | .
Comme PGCD(z,y) = PGCD(x, z) = 1, notons que ¢ { yz.

4. Comme p est impair, écrivons

3
)

(_Z)pflfkyk .
0

(mx)P =y’ + 2P =y’ = (=2)P = (y +2)

~
Il

T

Supposons que PGCD(y + z,7) > 1, et soit py un diviseur premier de ce PGCD.
Alors p3 | P, donc py | z puis, étantdonné quey = —z mod py :

0=r=py” ' mod po, ouencore  pg | pyPt.

D’aprés le lemme de GAuss, deux cas se présentent :
« soitpg | p, et alors py = p. Ce n’est pas possible puisque p 1 z,
+ soitpg | y, etalors pg | PGCD(z,y) = 1, ce qui estimpossible.

Par l'absurde, on vient de montrer que PGCD(y + z,7) = 1. Comme (y + z)r = P, on
en déduit! que

Jac€Z y+z=df et Ja€eZ r=aPf.
Le méme raisonnement assure que

beZ x+z=10 et de€eZ xz+y=-cP.

5. D’une part, on remarque, en utilisant que ¢ | x pour la premiére équation ainsi que le
lemme du second point pour les deux suivantes, que

P +cP—a? =2xr =0 mod g
c?=y=+41 modq
b =z=41 modq

D’autre part, si ¢ t a, alors a? = +1 mod ¢ par le lemme, si bien que b” + P — a? est
congrua —3, —1, 1 ou 3 modulo g, ce qui est a nouveau contradictoire.

Ainsiq | a,etalorsy = —z mod q. En raisonnant comme a 'étape 4, il en découle que
o =r=py?"' modq.
Or,commey = +1 mod g¢, il vient

o =p modq.

Mais aP est congru a —1,0 ou 1 d’apres le lemme, ce qui est contradictoire.

Finalement, il n’existe pas de triplet satisfaisant.

1. sile produit de deux entiers premiers entre eux est une puissance k-iéme pour un k € N*, alors ces deux entiers
sont aussi des puissances k-ieme, ce que I'on peut vérifier a partir des décompositions en produit de facteurs premiers
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THEOREME DE SYLOW

[Per96, §1.5, p18-19] [Szp09, §3.VIII.2, p273-274]

ENONCE

Soit G un groupe fini d’ordre n € N*. Soit p un nombre premier. On note n = p*m ol p { m.

I THEOREME. [THEOREME DE SYLow 1]
Il existe au moins un p-SYLOW, i.e., un sous-groupe d’ordre p*, dans G.

I coroLLAIRE. Il existe au moins un sous-groupe de G d’ordre p' pour tout i € [1;al.

DEVELOPPEMENT

Pour montrer le premier théoreme de SyLow, on va d’abord étudier 'exemple de G£,,(F,,), au-
quel on se raménera ensuite dans le cas général.

1. Lecasde G = GL,(F,). Commencons par calculer son cardinal :

card(GL,, (F,)) = card(bases de F,)

= (p"_1> X (pn_p) X o
:pn(n—l)/2,rn7

X (pn _ pnfl)

ollm € N* est tel que m A p = 1. Un p-SyLow de G a donc p™("—1)/2 éléments.

Regardons T l'ensemble des matrices triangulaires supérieures de coefficients diago-
naux 1. 0nvérifie que T est un sous-groupe de G dont le cardinal est p puissance le nombre
de coefficients strictement supérieurs, c’est-a-dire

card(T) = p"("=1)/2

Autrement dit, T" est un p-SyLow de G £, (F,,).

2. Soit maintenant GG un groupe quelconque d’ordre n.
Montrons que G est isomorphe a un sous-groupe de GL,, (F,,).

Par le théoréme de CAYLEY!, on sait que G est isomorphe & un sous-groupe de &,,.
De plus, 'application

S, — GL,(Fp)
o — P,

ou P, est la matrice de permutation associée a o, est un morphisme injectif.
On obtient ainsi que G est isomorphe a un sous-groupe de GL,,(F),).

1. on utilise l'action par translation a gauche pour le montrer

3. Pour achever la démonstration, montrons que si G est un sous-groupe d’un groupe H
possédant un p-SyLow S, alors G possede un p-SyLow.

Faisons agir H sur H/S par translation a gauche. On a

Ya € H Staby (aS) = aSa™*,

et, en restreignant l’action a G,

Ya € H Stabg(aS) = aSa ' NG.

Notons que les (aSa~! N GQ).ec i sont des p-groupes. Montrons que 'un d’entre eux est un
p-SyLow de G, c’est-a-dire qu’il existe a € H tel que |G|/|aSa~! N G| est premier avec p.
Supposons que ce n’est pas le cas, i.e., que p divise |G| /| Stabg(aS)| pour tout a € H.
D’apres ’équation aux classes

[H/S|= ) 0= )

0€e0g 0€0¢g

G
| Stabg(apS) |

ou, pour toute orbite O € Og, ap désigne un élément de H telque apS € O.
Alors |H /S| est divisible par p, ce qui est impossible puisque S est un p-SyLow de H.
Ainsi, le sous-groupe G admet un p-SyLow.

Montrons désormais le corollaire. Par le théoreme, on peut supposer que G est un p-groupe
d’ordre p®. On procede par récurrence sura € N:

« Sia=0o0ua=1,iln’yarien a montrer.

« Sia > 2, supposons le résultat vrai pour a — 1.
Le centre Z(G) est un p-groupe non trivial de G. Choisissons x # e € Z(G). LUordre de z
divisant l'ordre de Z(G), il existe b € [1;a] tel que o(x) = p°. En posanty = a?"'ona
o(y) = p et on peut considérer le sous-groupe H = G/{y) qui est d’ordre p®~1.

Soiti € [1;a]. Par hypothése de récurrence, H admet un sous-groupe H; 1 d’ordre p'~1.
Posant G; = 7~ 1(H;_1) ouw : G — G/H est la surjection canonique, il vient

G;/ker(m) ~ H;_q, donc |Gi| = p|Hi_1| = p".
Ainsi, on a trouvé un sous-groupe de G d’ordre p’ pouri € [1;a]. Bien sir, G posséde un

groupe d’ordre p°. Chypothése de récurrence est donc vraie au rang a.

On conclut par principe de récurrence.
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THEOREME DES DEUX CARRES

[Per96, §11.6, p56-58]

ENONCE

Onnote Z[i] = {a + ib:a,b € Z} ’'ensemble des entiers de GAuss, muni de la norme N définie
par N(a + ib) = a® + b?, et on définit

Y ={neN:3(a,b) e N> n=a®+0b*}.

| LemME. X eststable par produit.
| LemmE. Sipe P, alorspe Y < p=1,2 mod 4

I THEOREME. [THEOREME DES DEUX CARRES DE FERMAT]
n € X si et seulement si pour toutp € P tel quep | netp =3 mod 4, alors 2 | v,(n).

DEVELOPPEMENT

« Commencons par le premier lemme.
Remarquons d’abord que

ney = Jz e Z[i] n=N(z).
Soient donc n,n’ € X. Choisissons z = a + ib,2’ = ¢+ id € Z]i] telsque n = N(z) et
n' = N(z').Alorsnn’ = N(zz') € X puisque zz" € Z[i]. Ainsi, . est stable par produit.

Pour la suite, notons que 'on a obtenu que:

Y(a,b,c,d) € Z*  (a® +b?)(c® + d*) = (ac — bd)? + (ad + bc)?.

« Ce premier lemme invite a s’intéresser aux nombres premiers appartenant a X, ce qui est
l'objet du second. On sait déja que 2 = 12 + 12 € X. Considérons alors p premier impair.

S'ilexiste a, b € Ztels que p = a® +b?, alors a ou b (exclusivement) est impair égal a 2k + 1
pourunk € Z, et alors
p=(2k+1)?2=1 mod4.

Réciproquement, notons que p € X si et seulement si p est non irréductible dans Z[i].

En effet, d’'une partsip = a® + b? € %, alorsa # 0,b # Oetp = (a + ib)(a — ib) avec
a +ib ¢ Z[i]*. D’autre part, si maintenant p = zz’ avec z, z’ € Z[i] non inversibles, alors
nécessairement N(z) = N(2’') = p,doncp € X.

Soitp = 1 mod 4. On souhaite donc montrer que p est non irréductible dans l'anneau
principal Z[i], i.e., que (p) = pZ][i] est non premier ou encore que Z[i|/(p) est non intégre.
Or, on sait que Z[i] ~ Z[X]/(X? + 1). Il Sensuit que

Z[i)/(p) = ZIX]/(X? +1,p) = (Z[X]/(p)) /(X* + 1) = Fp[X]/(X* +1).

Ainsi, dire que (p) est non premier, cC’est dire que X2 + 1 nest pas irréductible sur F,,, i.e.,
que Xi+ 1 admet une racine dans F,, ou encore que —1 € (IF;;)Q, ce qui équivaut a
(-1)*zZ =1,so0itp =1 mod 4. Ceci conclut la preuve du lemme!.

« Venons-en alors au théoréme.
Ecrivons la décomposition de n en facteurs premiers :

n = H p"’p(n) .

pEP

Si vp(n) est pair pour tout p € Ptelp = 3 mod 4, alorsn € X en utilisant les deux
lemmes et le fait que tout carré est dans P.

Réciproquement, soitp = 3 mod 4. On sait par ce qui précéde que p est irréductible dans
Z[i]. Ainsi, si p divise n = a® + b? = (a + ib)(a — ib), alors p divise soit a + ib soit a — ib, ce
quiimplique que p | aetp | b, et donc que p? | n. On procéde de méme avec n’ = n/p?
tant que p | n/, et on obtient que v, (n) est pair.

COMMENTAIRES

Lors de la démonstration du second lemme, on a utilisé le résultat suivant, qu’il peut étre inté-
ressant d’écrire en fin de développement s’il reste un peu de place au tableau :

PROPOSITION. Soit A un anneau commutatifet I, J des idéaux de A. Alors

(A/D) /() = A/ + J) = (A} J)/ms(1),

ou 7y ety sont les projections de Adans A/I et A/ J.

La preuve de ce résultat consiste a montrer que po wy,oup : A/T — (A/I)/7;(J), estune
application surjective de noyau I + J.

1. notons que le raisonnement réciproque justifie en fait I'’équivalence
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THEOREME DES EXTREMA LIES

[Gou08, §5.2/3, p317/327]

ENONCE

THEOREME. [THEOREME DES EXTREMA LIES]

Soientr,n € N* et f,g1,...,g- : U — R des fonctions de classe C' définies sur un ouvert
U deR". NotonsT' = {x € U:gi(z) = --- = g,(x) = 0}. Si fir admet un extremum local
ena € I etsila famille de formes linéaires (dgy (a), ..., dgy(a)) est libre, alors

I (N)i<icr €RT df(a) = Nidgi(a).
=1

Les réels (\;)1<i<, Sont appelés multiplicateurs de LAGRANGE.

DEVELOPPEMENT

Soita € I" un extremum local de f|r tel que (dgl(a), .. ,dg,,(a)) soit libre.

Notons déja que, nécessairement, r < n, et qu’en cas d’égalité, la famille est une base du dual
de R™ et donc le résultat est évident.

Supposons doncr < n et posons s = n — r > 1. En identifiant R et R® x R", on écrira ses

éléments sous la forme (z,y) = (21, ..., %5, Y1, ..., yr). Onnote a = («, B). La matrice
Iz, 91(a) Oz.91(a) Oy 91(a) 9y, 91(a)
My=| : : :
0z,9-(a) 0z, 9r(a) Oy, gr(a) 8’_’/7*97'(0/)
est de rang r par hypothése de liberté de (d91 (a),..., dgr(a)). On peut en extraire une matrice
carrée de taille r inversible, qui, quitte a renommer les variables, est la matrice
9y, 91(a) 9y, 91(a)
Mz=| :
Oy, Gr (a) 0y, gr (a)

On peut appliquer le théoréme des fonctions implicites a g = (g1, - - - , g-) €n a puisque, par ce
qui précede, gestCt, g(a) = g((, B)) = 0etdag(av, B) estinversible. Il existe donc ¢ de classe
C* telle que g((z,y)) = 0au voisinage de a = («, 3) si et seulement siy = ¢(x), Cest-a-dire
localement (z,y) € I' <= y = ¢(z).

Posons h :  — f(x,p(x)) au voisinage de «. L'application h admet un extremum local en «
puisque (o, p(ar)) = aet (z,¢(z)) € I' au voisinage de ov. Siu :  — (2, p(x)), alors h est
différentiable en o par composition et 0 = dh(a) = df (u(«)) o du(a), soit matriciellement :

1
0= 0 f(@) -+ 0uf(@) 0,f@) -~ 9 F@) |y 0 o
5‘m1<p.7~(a) az.gSéT(a)

aw1 f(a) + E;:l 8$1 Py (a) 8yj f(a)

9z, f(a) + 25:1 O, 0j(a) Oy, f(a)
Ainsi, on obtient que 0 = 9, h(a) = 9, f(a) + 37—, Oz, ;() 9y, f(a) pour touti € [1;s].

Par ailleurs, comme g, (z, ¢(z)) = 0 pour tout k € [1;7], on ade méme:
Vk e 1;r] Vie([l;s] 0=y, 9x(a) + 3271 Ou,pj(c) Dy, gi(a) .

Considérons alors la matrice

9., f(a) Do, f(a) Oy f(a) 9y, 1(a)
Nowm(@ o Geml@) dunla) - ale)
O0igr(a) - Boge(a) Opgra) o Oyg0(a)

donton note les colonnes (C)1<k<x, et leslignes (L;)o<i<,. Par ce qui précéde, les s premiéres
colonnes de M sont des combinaisons linéaires des r dernieres (Cy, = 37, 9x,5(a) Csyj
pour k € [1;s]), donc M estde rangau plus r.

Les lignes de M sont alors liées. Comme par hypothése les r derniéres lignes sont libres, la pre-
miere est combinaison linéaire des autres et

T T

I(\i)i<i<r €R” Ly = Z AiL; ouencore df(a)= Z Aidgi(a) ,
=1 1=1

ce qui conclut l'existence des multiplicateurs de LAGRANGE. Par ailleurs, leur unicité est claire

puisque (dgi(a), .. .,dgr(a)) est une famille libre.

COMMENTAIRES

Il faut faire un joli dessin pour expliquer U'intuition, en prenant par exemple pour I la sphére
unité et pour f une application linéaire.
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Deuxiéme partie

Développements d’Analyse et de Probabilités



COUPLAGES

[ # ] Développement Lecons
29 Calcul d’'une intégrale par le théoreme des résidus 236, 245
30 Complétude de LP(E, A, p) 201,205,234
31 | Connexité des valeurs d’adhérence d’une suite et lemme de la grenouille 203,204
32 Densité des polynomes orthogonaux 202,213,250
33 Equation de BURGERS 222
34 Equation de la chaleur périodique 222,235
35 Espérance conditionnelle 234,260
36 Etude de deux suites récurrentes 223,224
37 Factorisations LU et de CHOLESKY 233
38 Formule d’EULER-MACLAURIN et application a la série harmonique 224,230
39 Inégalité de HOEFFDING 262
40 Injectivité de la fonction caractéristique et application 250, 265
41 Intégrale de DIRICHLET 228, 235,236,239
42 Lemme de MORSE 214,215
43 Méthode de NEWTON 223,226
44 Méthode du gradient a pas optimal 219, 229, 233, 253
45 Processus de branchement de GALTON-WATSON 226,229, 253,264
46 Projection sur un convexe fermé et théoréeme de RIESZ-FRECHET 208,213
47 Prolongement holomorphe de T" 207,239, 245, 265
48 Stabilité de LIAPOUNOV 220,221
49 Théoreme central limite et intervalle de confiance 261,262
50 Théoreme de BANACH-STEINHAUS et série de FOURIER divergente 205, 208, 246
51 Théoreme de BERNSTEIN 243
52 Théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ linéaire 221
53 Théoreme de CAUCHY-LIPSCHITZ (globalement lipschitzien) 220
54 Théoreme de FEJER 209, 241, 246
55 Théoreme de SARD 204
56 Théoréme de STONE-WEIERSTRASS 201,202,203
57 Théoréme de WEIERSTRASS 209, 228,241, 260,261, 264
58 Théoreme des extrema liés 214,215,219
59 Théorémes d’ABEL et taubérien faible 207, 230, 243
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CALCUL D’UNE INTEGRALE PAR LE THEOREME DES RESIDUS

[Tau06, §15.2, p192]

ENONCE
+oco L« 2
EXEMPLE. Soita €] —1,1[. Alors I, = / 2° In(x) dz = T
0 2 —1 4c082(ga)
DEVELOPPEMENT

Fixonsa €] — 1,1].

« Vérifions d’abord que I, est bien définie.
La fonction intégrande est, d’une part, intégrable en 0 puisque

e®In(z) 2*In(z) = o

1 N
J,‘2—1 x—0 x—0 (;)7 OUEG]—Q;l[,

et, d’autre part, intégrable en +oc puisque

z%In(z)

a—2
1 il In(x)

1 ~
;L'—>:+ooo<m)’ OUE€]071_a[_
Enfin, comme In(z) = In(1 + 2 — 1) ~;1 @ — 1, Vintégrande est continue en 1.

« Considérons Log une détermination du logarithme complexe sur U = C \ iR_ telle que
Log(1) = 0. Pour z € U, définissons

2% Log(z)

[e3 — L H
z* = exp(a Log(z)) puis o

fz) =

La fonction f est méromorphe et admet deux poles, —1 et 1, simples. D’apres le théoreme
des résidus, l'intégrale de f sur le chemin v ci-dessous, olie €]0; 2[ et R > 2 est nulle.

‘R

—e

e
—1 0

FIGURE 29.1 - Le chemin ~

Dans la suite, poura € Cetr € R%,onpose v, : t € [0;7] — a+ re'.

« Soitr € R%.Pourt € [0;7], onalesinégalités |Log(re)| = [In(r) +it| < |In(r)|+met,
d’aprés la seconde inégalité triangulaire, |r? e* —1| > |[r? &% | — | — 1|| = |r* — 1|, d’ou

L : ™ r®|Log(re")|
/0 |7”€|t (’I"elt) dt’ SA Tm dt

T ,r,aJrl 7,.a+1
< /0 ‘7(|ln(r)| +m)dt =7 ———(|In(r)| + 7).

1] 2 — 1]

f(z)dz

Yo,r

En faisant tendre r vers 0 et +00, on obtient que

lim f(z)dz=0 et lim / f(z)dz=0.
€ Yo,R

e—0 7o R—+00

« Remarquons que f est en fait holomorphe en 1, donc continue, puisque

. .. 2%Log(z) 1%Log(1) s . B
Res(f,l)—i;ml e 5 =0, d’ou Ly ,ﬂsf(z)dZ—O.
+ Calculons Log()  (-1) _ _
1y 2% Log(z D xim _im g,
ReS(f, 1) - zl_l}H_ll 24 1 - —9 - 9

Etant donné que l'application z — f(z) — %’fl)

-1 2.
Mdz =inRes(f,—1) = % e .

est holomorphe en —1, on obtient

lim f(z)dz = lim

=0 /., =0/, . z+1

—1,e 1,

« Enappliquant lethéoréme desrésidus, et enfaisanttendrec — 0et R — +oo, on obtient:

+oo .« 2
/ z* Log(z) dz — ¢ = .

(§
| 2
Comme
’ 2°Log() ° z|* In(|2|) 0 2
/ TR e = (f1)a/ 27dx+(—1)“|7r/ o de
o x¢—=1 oo T —1 oo T2 —1
. . +oo o
=™, +e7¢ i7r/ 5 dx,
0 x? —1
il vient ) N )
1+ '™ . o ge T
oira Ia—|—|71'/0 x2_1d$:?
En prenant la partie réelle dans cette derniere équation, il en découle que
2 2
s 1 s 1
Iy =——F——— soit finalement In=——7F%—
“ 2 Remima41) 7 “ 4 cos?(Za)’

puisque e +1 = e7'2* 2 cos(Za) etdonc R(e ™ +1) = 2 cos? (5 ).
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COMPLETUDE DE L”(E, A, ;1)

[Bre99, §IV.2, p57-58]

ENONCE

THEOREME. [THEOREME DE RIESZ-FICHER]
Soit (E, A, 1) un espace mesuré. Pour tout p € [1,+oc], l'espace (LP(E, A, ), || - ||») estun
espace de BANACH.

I coroLLAIRE. Toute suite convergente dans LP admet une sous-suite qui converge pi-p.p..

DEVELOPPEMENT

On admet que lespace (L?(E, A, 1), || - ||) est un espace vectoriel normé.
Pour la complétude, on distingue les cas p fini et infini :

+ Casp = 4o00. Soit (fy,)nen Une suite de CAUCHY dans L :
Ve>0 dN.eN Vm,n> N, 1fn = frnlloo < €.

Pourn,m € N, définissons
Ann = {7 € B:[£2(@) = funl@)| > fo = Funll |
et Av={reB:|fu@)] > | full)

U 4w U U4

(n,m)€eN2 neN

puis posons A=

L'ensemble A est un mesurable de A qui est de mesure nulle. De plus, pour tout z € A€,
la suite (fn(:c))neN est une suite de CaucHy de K complet (R ou C) donc converge vers
une limite notée f(x) € K. Posant f(z) = 0 pour x € A, on définit alors une application
f : E — Kmesurable (limite simple de fonctions mesurables).

Vérifions que f € L™, Soitxz € A, On sait que
Ainsi, en prenant n = N; et en faisant tendre m — +o0, il vient
|f(@)| < |f(@) = fao @) + [ (@)] < T+ 1w oo -

Comme p(A) = 0,onaobtenuque |f| < 1+ || fn, |loo p-p-p- et ainsi f € L.
Enfin, lim, 4 || f. — flloo = 0, puisque, par définition de A :

|[f(z) = fl2)] <e.

Ainsi, la suite (f,,)nen admet une limite f, et la convergence a lieu u-p.p..

VYm,n > Ny

Ve>0 IN.e€N Vn>N. VreA

+ Casp < +00. Soit (f,, )nen Une suite de CAUCHY dans LP.
Montrons que (£, )nen posséde une valeur d’adhérence.

Pour k € N, on pose €, = 2% puis on choisit N}, € N tel que

Vm,nZNk ||.fn*fm||P§€k'

Définissons une suite d’entiers (ny)ren par récurrence :

ng = Ny puis Vk e N* ny = max(Nk,nk,l + 1) R
puis posons f, = fne pour k € N. La suite (fk)keN est une suite extraite de (f,)nen

satisfaisant:

400 ~ N “+ o0
D Mfrsr = Frllp <D er <2< +oo.
k=0 k=0

Considérons alors la suite d’applications (g)¢cn définie par
E ~ ~
V¢ e N ge:Z|fk+1—fk‘-
k=0

La suite (g¢)sen est croissante u-p.p., on peut donc définir sa limite g. Comme ||g¢|, < 2
pour tout £ € N, le théoréme de convergence monotone assure que

lglly <2

En particulier g est finie u-p.p. : il existe A € A de mesure nulle tel que g est finie sur A°.
Soitx € A. Pouri,j € Ntelsquei < j,ona:

|fi(@) = fil@)] < Y| furi(@) = fu(@)] < g(2) = gima(z)  — 0.
k=i

11— 400

Ainsi la suite ( fi(z)), ., est de CAUCHY. Notons f(x) sa limite.

En posant f(x) = 0 pour z € A, on définit une fonction f mesurable.

Soiti € N. Faisanttendre j — +oc ci-dessus, f—f;| < gsur A, soit|f] < g+ |ﬁ| -P-p-.
Autrement dit, f € LP, et par convergence dominée on obtient

Jim [1f = felly = 0.

Ainsi (f,)nen est une suite de CAucHY admettant une valeur d’adhérence f € LP.

La preuve suivie assure que la sous-suite (fk) ey converge vers f u-p-p..
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31] CONNEXITE DES VALEURS D’ADHERENCE D’UNE SUITE ET LEMME DE LA GRENOUILLE

[Gou08, §1.4, pa6] [FGNO7, §2.19, p86]

ENONCE

PROPOSITION. Soient (E,d) un espace métrique compact et (u,,)nen € E telle que

— 0.

d(un’un+1) n—+oo—

Alors I'ensemble T des valeurs d’adhérence de (u,, ) nen €St connexe.

APPLICATION. [LEMME DE LA GRENOUILLE]
Soient f : [0,1] — [0, 1] une fonction continue et (x,,)nen € [0, 1]Y une suite définie par
xo € [0,1] et VneN z,11 = f(z,).

Alors (z,,)nen converge si et seulement silim,, 4 oo Tpy1 — x,, = 0.

DEVELOPPEMENT

Commencons par la proposition en raisonnant par l'absurde.

Supposons que 'ensemble fermé I" = Nyen{uy, :n > p} est non connexe. Il existe alors A, B
deux fermés non vides disjoints de I" telsque ' = A U B.

Les ensembles A et B sont compacts en tant que fermés dans des compacts. Puisqu’ils sont
disjoints, celaimplique que a = d(A, B) > 0. Considérons alors? :

A= {er:d(x,A) < %} :A+B(o,9) et

. B/:{er:d(x,BK%}

Etant donné que A’ et B’ sont ouverts, l'ensemble K = (4’ U B’)C est fermé, donc compact.

Construisons une sous-suite de (u, )nen a valeurs dans K.
Fixons No € Ntel que d(un, unq1) < § pourtoutn > Np.
Prenonsa € A etb € B.Comme a et b sont valeurs d’adhérence de (u,,),cn, les ensembles

va:{nzNo:d(umaK%} et Vb:{nZNo:d(un,b)<g}

3

sont infinis.
« Soit N, € V,. Comme V,, est infini, on peut choisir N, € Vj, tel que N, > N,.Alors
Hkoe[[Na—Fl;Nb—l]] UkOGK.

En effet, supposons que ce ne soit pas le cas : en choisissant n € [N, ; N, — 1] tel que
up € A etuyy1 € B',onad(un, uny1) > §, cequiest absurde puisque n > No.

1. on pourra faire dessiner la figure du [Gou08]

« Soitr € N. Supposons construits kg < ki < --- < k, tels que uy, € K pourj € [0;7].
En réitérant le processus précédent avec N, choisi tel que N, > k, (ce qui est possible

puisque V, estinfini), on obtient 'existencede k, 1 € Ntelque k, 1y >k, etuy, , € K.

Par récurrence, on crée ainsi une sous-suite (ug, )ren avaleursdans K.Comme K est compact,
cette sous-suite admet une valeur d’adhérence ¢ € K, qui est aussi une valeur d’adhérence de
la suite (uy, )nen- Ainsi:

leTNK=(AUB)NKC (AUB)NK=2.

Ce qui est absurde. Finalement, I est bien un ensemble connexe.

Passons a 'application.

— Le sens direct est évident.
<= Réciproquement, supposons que lim,, s 1 oo Tr, 11 — T = 0.

Notons I" ’ensemble des valeurs d’adhérence de (z,, ) nen-
D’apres la proposition précédente, lensemble T est un intervalle fermé de [0, 1].

Vérifions de plus que I est constitué de points fixes de f. Soienta € 'et o : N — Nune
fonction strictement croissante telle que x,(,,) —>n 400 a. Alors:

a = nll){[’}oo Is&(n) = ngg}oo CCLP(”)+1 puisque Tptl — T njoo 0
= Hm f(@em)
a= f(a) par continuité de f .

Supposons alors que (z,, )nen posséde au moins deux valeurs d’adhérences, disons ¢ < ¢'.
Dans cecas, [¢,¢'] C T, eton peutdonc? trouver N € Ntelquexy € [/, ¢']. Mais alors z
est un point fixe de f et la suite (z,, ),y est stationnaire en z, donc ne posséde qu’une
seule valeur d’adhérence, ce qui est absurde.

En conclusion, (z,,),en Na qu’une valeur d’adhérence, donc converge.

COMMENTAIRES

Les deux résultats peuvent étre illustrés par des dessins au tableau. S’il reste un peu de temps,
on peut égaleemnt expliquer 'appellation « lemme de la grenouille », en reprenant l'idée de la
proposition dans le cadre de l'application.

2. puisque par exemple e+Te’ est valeur d’adhérence
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[32] DENSITE DES POLYNOMES ORTHOGONAUX

[BMPO5, §3.4, p140]

ENONCE

THEOREME. [BASE HILBERTIENNE DE POLYNOMES ORTHOGONAUX]

Soit p : I — R une fonction de poids ou I est un intervalle de R. Soit (P,),en la famille
de polynémes unitaires, orthogonaux pour L?(I, p), et tels que deg(P,,) = n pourn € N. Si
[, e%l*! p(z) dz < +o0 pour un o > 0, alors (P,),en est une base hilbertienne de L?(1, p).

EXEMPLE. Contre-exemple si ’hypothese du théoréme n’est pas vérifiée : soit la fonction de
poids w : 2 — x~ (*) définie sur I = R, alors (P, ),cn ne forme pas une base de L?(I, w).

DEVELOPPEMENT

La famille (P, ),y est bien définie. En effet, comme z € T — |z|" e~ “I*l est bornée, on a®
x™ € LY(I, p) pour tout n € N. Notos que, pour la méme raison, z™ € L?(I, p) pourn € N.

Soitalors f € L?(I, p). Définissons la fonction ¢ : « € I — f(z) p(z). Comme on a la majo-
ration |o(z)| = | f(z)| p(z) < 1(14|f(2)[*) p(x) pourtout = € I, on déduit que

zW@WﬂS;(zP@N$+zUWM%mﬁu><+m.

Autrement dit ¢ € L'(I) et on peut définir sa transformée de FOURIER

$p:R—Cwr— /e_”“’f(x)p(x)dx.
I

On veut montrer que ¢ est prolongeable sur B, = {z e C: ]Im(z)] < %} en une application
holomorphe. Considérons pour cela la fonction g : B, x I — C,(z,2) — e~ f(z) p(x)
et vérifions qu’elle satisfait les hypothéses du théoréme d’holomorphie sous le signe intégral :
+ pourtout z € B, l'application g(z, - ) est mesurable,
« pourtoutz € I, lapplication g( -, ) est holomorphe,
« pourtout z € By, o0na |g(z,z)| < e/ | f(z)[ p(x) = h(x) pour z € I et on vérifie que
la dominatrice h est intégrable d’apres I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ :

[tz < ([ pio) dx)m ([ls@l e dx)l/

Ainsi F: z € By, —> /e_i” f(z) p(x) dz est holomorphe et coincide avec ¢ sur R.
I

2
< +00.

1. on fait 'abus de notation =™ pour désigner Uapplicationz € I —— z™

Supposons que f € (z™)* pourtoutn € N.
Etant donné que F est holomorphe, il vient, pour tout n € N :

FO0) = [[02(e7 1(0) p@) g do = (=0)" [ " 1(0) plo)do = (=0)" @ | 1), =0.

Ainsi ' = 0 au voisinage de 0, ce qui implique, par unicité du prolongement analytique, que
F est nulle sur B,. En particulier, = 0, et donc ¢ = 0 par injectivité de la transformée de
FOURIER sur L'. Comme p > 0 p.p., il Sensuit que f = 0 p.p..

Finalement, puisque (P,,),cn est une base de R[X]:
1 n 1
VeCt((Pn)nEN) = Vect((x )nEN) = {O} )

donc (Py,)nen est dense dans L2(I, p). Comme de plus (P,),cn est orthogonale, la famille
(P,)nen est une base hilbertienne de L2(I, p).

Passons au contre-exemple. On vérifie préalablement, par changement de variable y = In(z),
que z" € L*(I,w) pour toutn € N. Considérant f : z € Ry +— sin(27 In(z)), on calcule

Vn € N <f | $n>p — / " Sin(27r ln(x)) xfln(a:) dz
R

2 d
= / e(n ) n@) sin(27In(z)) e~ In(z)® CF
R, T

= / e DY gin(2my) eV dy par CDV y = In(x)
R

(n+1)2
—=¢ 14

/ sin(27y) e~ (="’ dy
R

n+1
2

(n+1)?2
—¢ 14

parCDVt =y —

/ sin(27t + m(n + 1)) et dt
i

= (—1)n+1 e (ntll)z

(f12"),=0

Ainsi, f € Vect((x”)n.gN)L = Vect ((P,)nen)

/ sin(27t) et dt
R
VYn e N par imparité

1

Puisque f # 0, la famille des polynémes orthogonaux n’est pas totale.

COMMENTAIRES

Pour ne pas perdre le jury, il faut prendre le temps d’expliquer le raisonnement que l’'on va
suivre. Il faut aussi connaitre des exemples de familles de polynémes orthogonaux!
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[33] EQUATION DE BURGERS

[BMPO5, §1.6, p36]

ENONCE

THEOREME. [EQUATION DE BURGERS GENERALISEE]
Soient a, ug : R — R des fonctions de classe C*, avec ug et uf, bornées. Il existe T €]0 ; +0c<]
tel que le systéme suivant admette une unique solution de classe C* sur|—T ; T[xR :

{atu +a(u) dyu =0

DEVELOPPEMENT

On va procéder par analyse/synthése.
Supposons qu’il existe une solution w sur |7 ; T[xR ou T’ €]0; +o0] est a déterminer.

1. Soitzg € R et soit le probléme de CAUCHY :

o' (t) = a(u(t, z(t)))

Lapplication a o u étant C!, le théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ assure l’existance d’une so-
lution maximale. Etant donné que la solution z n’explose pas sur tout compact (¢’ y étant
bornée), le lemme des bouts assure qu’elle est définie globalement sur |]—7"; T[. De plus,
comme u est solution de ’équation de BURGERS, on a pour tout ¢ €]—1 ;T :

vt €]-T;T| avec x(0) =z .

%u(t, 2(8)) = dpu(t, 2(t)) + dsu(t, 2(t)) /(1) = (Bu + a(u) yu) (£, 2(t)) = 0.

Ainsi, u est constante sur la courbe (¢, x(t))te]fT T En reprenant 'équation satisfaite par
la solution x, on observe que z’ est constante, égale a a(uo(xo)), dou:

vt €]-T;T] z(t) = xo + ta(uo(zo)) -
2. Onvoudrait trouver une fonction ¢ € C' (]-T'; T[xR, R) vérifiant*

Y(t,z) €]-T;T[xR u(t, ) = uo(p(t, ) et ¢(0,2)==x.

Posons ¢ = a o ug et considérons M = supy |¢/| < +oc. En effet, ¢’ est bornée puisque
¢ = a’(up) ufy avec par hypotheése u, uf, bornées et a’ continue.

Quitte a réduire T, on peut supposer T' < ﬁ €]0; +oc]. Etudions alors I'application

F: |-T;T[xR — |-T;T[xR
(t,x) — (L +tc(a)).

1. o(t, z) est le point d’origine d’une potentielle courbe caractéristique passant par un point (¢, z) €]—T ; T[xR

« Festsurjective. En effet, soitt €]-T ;T[etv¢, : x € R+—— x +tc(zx). Pourz € R,
[t (z)| < |¢|-M < 1,d’otuniformément); = 1+¢c¢ > 0, etainsiy; estd’imageR.

+ F estinjective. En effet si F'(t1,21) = F(t2,x2) pour (t1,21), (t2, 22) €]-T; T[XR,
alors t; = tg, puiszp — 21 = t1(c(z1) — c(x2)) = 1 ff;  (x)dz, d’ou l'on tire
|ze — 21| < |t1|- M -|zo — x| avec |ty |- M < 1, ce quin’est possible que si z; = x,.

« FestC!et,pourtout (t,2) €]-T; T[xR,comme |t (z)| < [t|- M < 1,0n saitque
1 0

DF(t,z) = (c(:c) 1+td(x)
D’aprés le théoréme d’inversion globale, justifié par les deux derniers points,

) estinversible.

V(t,z) €]-T;T[xR
V(t,y) €]-T; T[xR

GoF(t,x) = (t,x)

3G € C'(]-T; T[xR) { FoG(ty) = (t,y).

Pour (t,y) €]-T;T[xR, on remarque que G(t,y) est de la forme (t, @(t,y)) pour une
certaine fonction ¢ de classe C' et uniquement déterminée par a et ug. Comme pour
(t,z) €]-T;T[xR,onau(F(t,x)) = ug(),il vient:
(0,¢(0,2)) = G(0,2) = G(F(0,2)) = (0,z)
et u(t, ) =u(F(G(t,x)) =u(F(t ot x))) =uo (et x)) .

Ainsi u est uniquement déterminée sur |—T'; T[xR.

Réciproquement, fixons T' < -+ et définissons u = ug o ¢.
Notons que p vérifie o (F(t,x)) = ¢(t, = + tc(x)) = x pour (t,z) €]-T; T[xR, d’ol

Qup(F(t2)) + c(z) Onp(F(t,2)) =0,
soit, F' étant surjective, d,p(t, y) + c(p(t,y)) Ox0(t,y) = 0 pour (t,y) €]—T; T[xR. Ainsi :
Oru+ a(u) Opu = (ug 0 @) (8 + a(u) 9up) = (ug o ) (B + (co ) Dup) = 0.

Ainsi u vérifie ’équation de BURGERS généralisée, et clairement u(0, - ) = wuy.

COMMENTAIRES

L’équation de BURGERS (non visqueuse) est d;u + ud,u = 0. Ici on considére une équation
généralisée du type dyu + 9, A(u) = 0, qui se réécrit dyu + A’ (u) du = 0.

Il faut bien expliquer le raisonnement suivi pour 'unicité : 'idée consiste a chercher des courbes
(t, x(t))te]_T . Sur lesquelles u vérifie une équation différentielle ordinaire : si 'on impose a
x(t) de varier a la vitesse de la propagation, on s’attend a ce que u soit constante sur la courbe.

Il faut savoir ce qu’il se passe lorsque T' > ﬁ ou lorsque l'on se place uniquement surz € R,..
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EQUATION DE LA CHALEUR PERIODIQUE

[FGN12, §1.28, p49] [QZ13, §IV.VI.3, p105]

ENONCE

THEOREME. [EQUATION DE LA CHALEUR PERIODIQUE]
Soit ug : R — R non identiquement nulle, 2r-périodique continue et C,}m.
Il existe une unique solutionu € C°(Ry x R) NC>®(R%. x R) au systéme:

Opu = 02, u
(0, +) = wug .
DEVELOPPEMENT

Procédons par analyse-synthése. Supposons d’abord u solution. Pourt > O etz € T,on a:

. . 1 27 )
u(t, I) = Z C,L(t) eln® , ou cn(t) = — / u(t, I) e~ N Jp ’
nez 2m Jo
. . 1 27 )
atu(t, Z') = gzén(t) eln® , ou En(t) = % ; 8tu(t, I) e~ InT 1y — C;L(t) ’
6§Iu(t5 Z‘) = - Z nQCn(t) einz .
nez

En effet, les fonctions considérées sont de classe C* en la variable spatiale : leur série de Fou-
RIER converge donc en tout point. La relation &, = ¢/, entre coefficients de FOURIER découle du
théoréme de dérivation sous le signe intégral. Lexpression donnée pour 92, s'obtient soit par
une double intégration par parties des coefficients de FOURIER, soit par une double dérivation
terme a terme, les séries de fonctions de 9, u et 92, u convergeant normalement (fonctions de
classe C1). Ces trois séries convergent normalement en la variable spatiale.

Soitt > 0. Comme u est solution, lasomme S(z) = 3, ., (¢}, (t) +n?c, (t)) €™ est nulle pour
tout z € T, avec convergence normale de la série. Ainsi

1 2 )
WeL 0= - i ST (e (1) + nPen(t)) 7T da

neZ

1 2m )
= =S () nPent) [ P da = ¢ (1) + ey (1)
2m nez 0

Ceci étant vrai pour tout ¢ > 0, on en déduit que

VpeZ 3C,eC Vt>0  cp(t)=Che ",

Fixons ¢ €]0,1] et appliquons l’égalité de PARSEVAL a u(0, - ) — u(t, - ). En notant, pourn € Z,
¢n(0) le n-ieme coefficient de FOURIER de wy, il vient par convergence dominée

S en(0) — en(t)|* = %/O W‘u(O,ac) —u(t, )| do

neZ

— 0,
t—0

puisque |u(0, -) — u(t, - )| est bornée uniformément pour ¢ €]0, 1]. Ainsi, pour tout p € Z,
¢p(t) —r1—0 ¢(0), soit Cp, = ¢,(0). Une potentielle solution u est donc unique, donnée par

u(t,r) = Z C,e " tein

nez

VteR, VreT

Vérifions que u définie ainsi est solution de I'équation de la chaleur.

Soit (¢,z) € R} x T. Comme, pourn € Z, on a la majoration |C}, e*"Qtei"””| < |Chyl, et que
|C.,| est le terme général d’une série convergente puisque uy € Cgm, on sait que u conserge
normalement. En particulier u est bien définie et u € C°(R, x R).

De plus, u est clairement 27-périodique et satisfait la condition initiale u(0, - ) = uy.

Fixons k, £ € N. Pour toutn € Z et (t,x) € Ry x T, il vient
8k+£

Otkdxt (Cne
puis,sit > tgouty > 0:

—n?t einr) =C, (_1)k’ iZ n2k+€ e—n2t einm

)

or+t 2t ina 2k+£ —n? 2k+£ —n?
7(Cn e—n tel'rw) S |Cn‘ X |n‘ + e—n to S ||u0||1 . |n‘ + e—n to

1
Btkﬁxf 'rL—>:+oo 0(?) ’

Ainsi on obtient que u € C*°(R* x R) par convergence normale, avec:

8k:+€

2 *
Yk O €N V(o) ERXT oo

u(t,x) _ Z C, (71>k ity 2k+e efn% eln®
ne’

Enfin, lapplication u vérifie '’équation de la chaleur en prenant (k, £) = (0, 2) puis (1,0).

COMMENTAIRES

Il faut &tre clair sur les convergences normales (interversions série-intégrale) et sur les hypo-
théses de domination (vite vérifiées ici par périodicité et continuité). Il serait trop long d’écrire
toutes les hypotheses, donc il faut les mentionner a l'oral et montrer une certaine aisance.

Par ailleurs, on peut s’attendre a des questions autour de ’équation de la chaleur dans d’autres
contextes (par exemple sans la périodicité, voir [Gou08, p348]), ou autour des solutions faibles
dans le monde des distributions.
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35/ ESPERANCE CONDITIONNELLE

[BLO7, §VI.2, p156-157]

ENONCE

PROPOSITION. [ESPERANCE CONDITIONNELLE]
Soient (2, A, IP) un espace probabilisé et B une sous-tribu de A. Soitde plus X € L'(Q, A, P)
une variable aléatoire réelle intégrable. Alors il existe une unique (presque sirement) variable
aléatoire Z telle que :
(i) Z est B-mesurable,
(i) E[X 1] = E[Z 1] pour tout B € B.
De plus, Z est intégrable.
DEFINITION. [ESPERANCE CONDITIONNELLE]
Ainsi définie, Z est appelée espérance conditionnelle de X sachant B et notée E[ X | B].

DEVELOPPEMENT

Commencons par montrer ['unicité.

§oient 71 et Z, deux variables aléatoires satisfaisant les propriétés (i) et (ii).
Etant donné que Z; et Z, sont B-mesurables, W = 1z, - z, U'est aussi et alors
E[Zy W] =E[X W] =E[Z; W] soit E[(Zl — Z5) 121>Z2] =0.
Comme par ailleurs (Z; — Z3) 1 z,~z, > 0p.s., on en déduit que
(Z1 = Z2) 12,52, =0ps.

ou encore Z1 < Zyp.s..

En raisonnement de maniere symétrique, on obtient finalement Z; = Z; p.s., d’ou lunicité.

Passons a l’existence. On procéde en trois étapes selon l’'espace dans lequel X vit.

1. Supposons X € L2(Q, A, P).
Rappelons que L?(12, A, P) est un espace de HILBERT, dont L?(2, B, P) est un sous-espace
vectoriel convexe fermé (puisqu’une limite de fonctions B-mesurables est B-mesurable).
On peut donc considérer la projection Z de X sur L?(Q, B,P). Alors Z satisfait la pro-
priété (i) et comme 15 € L?(Q, B,P) pour B € B, ilvient:

VBeB E[X1p|=E[(X-2)15]+E[Z15]=E[Z15].
Ainsi, Z = E[X | B] satisfait les deux propriétés démandées, et Z est intégrable car L2.
Avant de poursuivre, notons que E[X | B] satisfait les propriétés suivantes sur L?(Q, A, P).
« Si X € L? est positive p.s.,alorsE[X | B] > 0p.s..
En effet, la propriété (i) avec B = {E[X | B] < 0} € Bdonnequelp = 0p.s..
o Si Xl,XQ € Lz, alors ]E[Xl + XQ |B] = ]E[Xl |B] +E[X2 ‘ B}
C’est une conséquence de la linéarité de la projection.

« SiX € L?,alors E[X] = E[E[X | B]] en prenant B = Q dans la propriété (ii).
2. Supposons X € L! et positive p.s..
Pour n € N, on définit la variable aléatoire X,, = min(X,n) € L2
Par le point précédent, les (E[Xn | lS’])neN existent et constituent une suite est croissante
puisque (X,,)nen l'est. Posons alors

7= lim 1E[X,|5].

La variable Z est B-mesurable et

vBeB E[X1g] = lirf TE[X, 15] par convergence monotone
n—-+0oo
= lirf T E[E[X, |B]1g] parla propriété (i) dans le cas L*
n—-+0o0
VB eB E[X 15] =E[Z15] par convergence monotone

Donc Z = E[X | B] vérifie les deux propriétés, et satisfait de plus E[X | B] > 0 p.s..
Prenant B = (2 ci-dessus, on obtient que E[X] = E[E[X | B]| € [0;+oc] dans ce cas.
3. Supposonsenfinque X € L'.

On décompose X sous laforme X = X+ — X~ avec X+, X~ desvariables aléatoires L'
etpositives p.s.. Parle cas précédent, on peut considérer la variable aléatoire B-mesurable

Z =E[XT|B]-E[X |B].
Remarquons que Z est intégrable puisque
E[|Z|]] =E[EX*|B]] +E[E[X ™ |B]] =EX*]|+E[X ]| =E[|X]] .

Un calcul similaire assure alors que E[Z] = E[X]. De plus, par linéarité de 'espérance et
par la propriété (i) dans le cas L! positif :

VBeB  E[X1p]=E[(X*-X)1g]
=E[XT15] - E[X 15
—E[E[X* |B]13] —E[E[X™ | B]15]
=E[(E[X"|B] - E[X™ |B]) 15]
VBeB E[X1p]=E[Z1p].

Finalement Z = E[X | B] satisfait les propriétés demandées, et on a aussi démontré que

E[E[X | B]] = E[X].
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ETUDE DE DEUX SUITES RECURRENTES

[FGNO7, §2.25, p99-103]

ENONCE

APPLICATION. Soit f une application continue définie au voisinage de 0™ admettant un dé-
veloppement asymptotique en 0 de la forme f(z) =, 0 * — az® + o(z%),0la > Oeta > 1.
Pour ug > 0 assez petit, la suite (u,, ) cn définie par la relation de récurrence u, 1 = f(u,)

pour n € N vérifie
1
Up ~ -
oo (na(a — 1)) a1

Exemplesde f = sinetde f =log(1 + -).

APPLICATION. Soit (uy,)nen la suite définie par la condition initiale ug € R et par la relation
de récurrence u,, 11 = u, + e %" pourn € N. On a le développement asymptotique d’ordre 2

Inn Inn
Uy = lnn+—+0(—>.
n—+o0 2n n

DEVELOPPEMENT

Commencons par la premiére application.
Par continuité de f, notons que f(0) = 0. Aussi, comme f(z) =, o+  — az® (1 + o(1))

flz) <.

Choisissons ug €]0; 7). La suite (uy, )nen est alors décroissante et minorée par 0 : elle converge
vers un point fixe de f sur [0; 1], C’est-a-dire vers 0. Ainsi u, —,— 400 0.

IneRY Vx€|0;n)

Afin d’appliquer le théoréme de CESARO, on voudrait trouver un réel 3 tel que (ufiJrl —uf)
converge vers une limite non nulle. Or

neN

f(x)P —azf = (x—aa:o‘—ko(x"‘))ﬁ—xﬁ = xﬁ((l —az®! —i—o(ajo‘_l))ﬁ —1)
z—0 z—0
_ B(_ a—1 a—1 ~ a+pB—1
ot ( afx + o(x )) ot afz .

Prenant 3 =1—a,ona f(z)! 7 — 217 — o+ a(a — 1). Comme u,, —, 100 0, il vient

11—« l-a l-a 11—«
U —u — ala—1 et donc U —u ~ nala—-1
n+1 n n—r+00 ( ) 9 n 0 n—+oo ( )
d’apres le théoreme de CESARO. Ainsi
j e g 1
Uy, ~ nala—1), soit finalement Up ~ @—.
n—-+oo

n—-+400 (na(a o 1))ﬁ

On peut appliquer cette formule avec, par exemple, les fonctions :

+ f(z) =sin(z) ot %3 + o(z®). En prenanta = § et = 3, il vient:

1 3

u. ~ = —

e (mys o Vo

)

o f(z) =In(1+ x) T “52—2 + o(z?). En prenanta = et = 2, on obtient :

Passons a la deuxiéme application.
Remarquons d’abord que la suite (u,, ),en est croissante et que, si elle converge vers une limite
finie £, alors par continuité ¢ = ¢ + e~*, ce qui est impossible. Ainsi (u,, ) ey diverge vers +oc.

Posons alors v,, = e"» pourn € N. On a que
Vn e N Upt1 = el = e"m exp(e™ ") = vy exp(l/vy,) .

Comme (v, )nen diverge aussi vers +oo, le développement limité en 0 de 'exponentielle donne

1 1 1 1 1
e O ”E*W“(ﬁ) nim”ﬁ”m“(a)’

etainsiv,41 — v, —> 1.D’apres le théoréme de CESARO,
n— oo

1 1

d’ou ~ ~ .
n—+oo 20, n—+oo 2N

~ n y

v —v, —1
n—-+o0o ntl n

Etant donné que 5 est le terme général de signe positif d’une série divergente, le théoréme de
sommation des équivalents permet d’écrire

n

n
1 1 Inn
Vptl — U —n:Zv. — o — ~ Zi ~ .
n+1 1 P k+1 k n_>+00k 12k notoo 2

Autrement dit, v, =100 1+ 1“7" + o(Inn). En passant au logarithme, on obtient que

Inn Inn
o 27 4o,
2n n

Inn Inn
Inn+In 1—1———&—0(—) ou encore Up =
2n n

u. =
" n—-+00

n——+oo

ou dans la derniére étape on a utilisé le développement limité de In(1 + - ) en 0.
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FACTORISATIONS LU ET DE CHOLESKY

[AKO02, §6.2/3, p113-124]

ENONCE

THEOREME. [FACTORISATION LU]

Soit A € M.,,(K) une matrice dont tous les mineurs principaux sont non nuls. Alors il existe
un unique couple (L, U) de matrices tel que L est triangulaire inférieure avec diagonale de 1,
U est triangulaire supérieure et A = L U.

THEOREME. [FACTORISATION DE CHOLESKY]

Soit A une matrice symétrique réelle définie positive. Alors il existe une unique matrice B tri-
angulaire inférieure telle que tous ses éléments diagonaux soient positifs et A = B B*.

DEVELOPPEMENT

Commencons par démontrer la factorisation LU. Soit A € M,,(K) satisfaisante.

« Existence. On effectue 'algorithme du pivot de GAuss sur A en vérifiant qu’aucune matrice
de permutation n’est nécessaire, i.e., que les pivots sont tous non nuls. Pour cela, on crée
par récurrence une suite (4%); <<, de matrices en posant A! = A puis A**! = EkAF
pourk € [1;n — 1], tant que “ﬁ,k # 0, avec:

1
1 ak
EF = 1 , oul; = a’?k pouri € [[1;n].
_ék-&-l,k 1 k.k

—lp i 1

Supposons tous les (a’,j,k)lgkgn non nuls?. Alors la suite (Ay)1<k<n est bien définie, et

aj; * *
k
Vk € [1;n] AP = A,k
* *
-
* * *

1. enfaitil n’y a besoin de cette hypothése que pour lesn — 1 premiers pivots

On peutalors poserU = A", L = (E*)~!... (E"~1)~! et vérifier, en obtenant

I— Uy 7
: . 0
En 1 gn,n—l 1

)

quelonabien A= LU,U € TS,(K) et L € TZ.(K).
Reste a voir que les pivots (aj’ ;) 1<k<n SONt tous non nuls. Procédons par récurrence forte::
- ah = A # 0 car le premier mineur principal est non nul.
- Soitk € [2;n — 1]. Supposons les k — 1 premiers pivots non nuls.
Cette hypothése assure que la formule A* = E*~!... E1 A est valable. En considé-
rant des produits par blocs on voit que A* la matrice extraite des k premiéres lignes et
colonnes de A se factorise en Ak = L¥ \UF, ou L} | € TZi(K) et Uf; € TSk(K).
AP et Ly | étantinversibles, U}, Uest aussi et donc aj; , # 0 puisque C’est le dernier
coefficient diagonal de U}, .
« Unicité. Soient (L1, Uy), (L2, Usz) deux couples convenants.

OnalL, € TT.(K)etdonc L,! € TZ:(K). Comme A est inversible, on en déduit que
U, € TS, (K) estinversible, d’'ou

Ly'Ly =U0U e TIL(K) N TS (K) = {I,,} .

Ainsi Ly = Ly et Uy = U,, d’ou lunicité.

Passons a la factorisation de CHOLESKY. Soit A satisfaisante.

« Existence. A est définie positive donc vérifie les hypothéses de factorisation LU : écrivons
A = LU etposons D = diag(1 SUT 1y -y /un,n), ce qui est possible puisque pour tout
ke [l;n],ona Hf:luiyi = det A* > 0 (les (u;.;)1<i<n SONt donc strictement positifs).
On pose B = LD et C = DU qui vérifient toujours A = BC.Comme A = A*,ilen
découle que C* B* = BC ou encore

B7lC* =C(B) ' e TZ,(K) N TS, (K),

qui est donc une matrice diagonale. Comme B et C' ont méme coefficients diagonaux, on
en déduit que c’est en fait l'identité eton a C = B*.

« Unicité. Si B; et B, conviennent,on a B; ' B; = Bj(B;) ™! et cette matrice, nommée
D, est diagonale par les mémes arguments que précédemment. Comme By = By D, on
remarque que A = By Bj = Bo(DD*)Bj,dol D? = I,, puisque B, est inversible. Les
coefficients diagonaux de la décomposition de CHOLESKY étant positifs, on a forcément
D =1, etdonc By = Bs.
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FORMULE D’EULER-MACLAURIN ET APPLICATION A LA SERIE HARMONIQUE

[Gou08, §4.7, p301]

ENONCE

Pour n € N*, soient B,, et b,, les n¢ polynéme et nombre de BERNOULLI.

THEOREME. [FORMULE D’EULER-MACLAURIN]
Soientm,n € Zavecm < n,r € N*et f : [m;n] — C une fonction de classe C". Alors :

+z £

:teR+— Br(t—

f /f dt+ — D (m)] + R,,

)r+1

[ B (t) " (t) dt, avec B,

£])-

APPLICATION. [SERIE HARMONIQUE]
Soitr € N*.Ona H,, =p—40c NN +7+ 5 —

o B + O

7)-

DEVELOPPEMENT

RAPPEL. Onrappelleque B; = X — % etquepourn € N*, B!, = nB,,_1, B,(0) = b, et
bon+1 = 0.De plus, B,,(0) = B, (1)sin > 2.

Soientm,n € Z avecm < n. Procédons par récurrence sur r € N*, en définissant la propriété

H. : «la formule est vraie pour toute fonction f : [m;n] — CdeclasseC" ».

« Initialisation. Soit f : [m ;n] — C une fonction de classe C*. Montrons que
/ oy LI

, on obtient en intégrant par parties pour k € [m;n — 1] :

k1 k1
[ e LI T

R, = /n Bi(t)f'(t)dt =

CommeB; =X — 1

k+1

Ensommantsur k € [m;n — 1], on obtient la formule ci-dessus et #; est vraie.
« Hérédité. Soitr > 2 et supposons H,._; vraie. Soit f : [m;n] — CdeclasseC".On a

/f pat+ L

par hypothese de récurrence. Vérifions que R,_1 =

r—1

)+f( )+be £V () = FED(m)] + Ry

(=2

B[ ) = Fr O )] + Ry

Enintégrant par parties pour k € [m ;n — 1], les propriétés de B, en préambule donnent

k+1 k+1
/ B0 (1) dt = [B,(6) 00 1) — / By ()£ (1) dt
k k
k+1 B
= b [fOVEk+1) = fO Y k)] -7 / By () U1 (1) dt,
k
d’oul R, = (_1)7ﬂ7‘!+1br [f(r—l)(n) o f(r—l)(m)] + R,y

ensommantsur k € [m;n — 1] et en multipliant par (712?1.
Finalement, comme b, = 0 si r estimpair,ona (—1)"b, = b, et H,. est vraie.

D’ou le résultat par récurrence.

Appliquons la formule a l'ordre 2r, ot r € N*, avec la fonction f : ¢ — % de classe C*° sur

[1;7n] pourunn > 2.0n calcule que f“~1(t) = M pour? € N*ett > 1,dou:
2r
A 1 (=1)"1b, (—1)2 [ (—1)%(2r)!
Hn = .t + 2 (1 + n) + Z 14 (n B 1) * (2r)! 1 Bar(t) 2+l d
=2
2r ~
1 (—1)Zbg Bz, 2 1bg Foo Bzr,-(t)
:lnn+§+277/1 t27"+1 +—+Z por de.
=2 =2 n

Cr

Comme d’une part | [ lffffl) At < ||Borlloo - [ 52t =400 O(n2

n
bornée, et d’autre part ¢, = lim,,_, y oo H,, — log(n) = 7, il vient

™) puisque By, est

2r
1 (=1)fby 1 1
H, = 1 - — ( )
n—s+oo nn+w+2n ; 1 nz—’—o n2r

Vu que by = 0 pour £ impair, on obtient la formule annoncée.

COMMENTAIRES

Ce développement calculatoire peut mener a des questions sur les propriétés et le calcul des
polyndmes et nombres de BERNOULLI et sur 'application de la formule a diverses fonctions,
comme retrouver, en utilisant In, la formule de STIRLING avec reste a un ordre donné, ou écrire
Z- enfonction des (b, ),en- en considérant la série 3°, .. 7= (voir notamment ce document).

Le calcul des premiers nombres de BERNOULLI donne :

1 1 1 n 1 1
12n2  120n*  252n8 ° 240n®  132n10

1 1
H, = 1 — - —).
WS mnt Y+ o n13)

+0(
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INEGALITE DE HOEFFDING

[Ouv09, Ch10, p132]

ENONCE

PROPOSITION. [INEGALITE DE HOEFFDING]
Soientn € N* et (X;)1<i<n des variables aléatoires réelles, indépendantes, centrées, et telles
que, pour tout i € [1;n], | X;| < ¢; p.s. pour une constante réelle c;. Alors si S, = > | X; :

t2
2 Z?:l sz) .

COROLLAIRE. Supposons maintenant qu’une suite (X;);cn infinie satisfasse les mémes hy-
pothéses. Si de plus il existe o, 3 > O tels que Y"1, ¢Z < n**~5 pour toutn € N*, alors

VieRy  P(ISn| >1t) < 2exp(—

S, s
oo PR,

ne n——+00

DEVELOPPEMENT

Commencons par l'inégalité de HOEFFDING. On procede en 3 étapes.

1. Soitd’abord X est une variable aléatoire centrée et bornée par 1 p.s.. Montrons que
2
VAeR  E[eM] <e¥

Soit en effet A € R. En remarquant que tout élément = € [—1;1] se décompose sous la
forme z = 15% x(—1) + £ x1, on obtient en utilisant la convexité de exp(X - ) que
~—~ ~—~

>0 >0
1-— 1
Ve e [—1;1] M < xe_)‘—kﬁe)‘ .
2 2
Comme X est centrée, il s’ensuit que
+oo 2n +to0 yon ;
1 A A A2
AX A2 _ oy
E[eM] < 5(6 +¢%) = cosh(\) = nE:O )l < 2 iz =e7,

ou l'on a utilisé que (2n)! > n! 2" pourtoutn € N (ce qui peut étre vérifié par récurrence).
q

2. Soiti € [1;n]. Comme =L est centrée et bornée par 1 p.s., on obtient

A2¢2

X4 i
cii|§e P}

VAER  E[*%] =E[

Autrement dit, pour tout ¢ € [1;n], X; est ¢;-sous-gaussienne.

3. Fixonst € R,. Pourtout A > 0, on calcule

=P(e* > eM) <e M E[e’\ D Xl} par 'inégalité de MARKOV

< ef)\t H E[e/\Xi]

2
P(S, >t) <e M He T =exp (—/\t + Z;U\Q) par le deuxiéme point.

P(Sn > 1)

par indépendance des (X;)1<i<n

> permet d’aboutir a la borne

=1 " tz
P(S, >t) <exp (n ) )
2> i Cz‘2
Les (—X;)1<i<n satisfaisant les mémes hypothéses que les (X;)1<;<n, il vient de méme

2
2 Z:’L:l 012) .

Le résultat en découle en écrivant que P(]S,,| > t) < P(S,, > t) + P(S, < —t).

Le choix optimal de \ =
P S

HD(ELQ < "t) <exp (

Passons au corollaire. Fixons & > 0. D’apres 'inégalité de HOEFFDING et ’hypothése énoncée :

+oo

Z]P’(|Sn\ > n%) §2+§exp( 50— ﬁ) QZeXp(
n=0

n=0

)<+oo

la convergence de la série ayant lieu carexp(—%nﬁ) =n—+o0 0 ).Ainsi, le lemme de BOREL-
CANTELLI assure que P(limsup,,_,, oo {|Sx| > n®e}) = 0. Par denombrablllte, il en découle

P U tmew {5l ) =0, o e {is <)) =1

keN*

et donc

En d’autres termes,

COMMENTAIRES

On rappelle qu’en probabilités, si (A,)ncn est une suite d’événements, limsup,, _, , . A,, dé-
signe ’événement « A, est réalisé pour une infinité de n » tandis que lim inf,,_, , o A,, est 'évé-
nement « A,, est réalisé pour tout n a partir d’un certain rang ».
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INJECTIVITE DE LA FONCTION CARACTERISTIQUE ET APPLICATION

[Ouv09, §12.2, p197]

ENONCE

I PROPOSITION. Soient d > 1 et X une variable aléatoire a valeurs dans R%, La fonction
caractéristique ¢x caractérise la loi Px.

APPLICATION. [LOI MULTINOMIALE POISSONNIFIEE]
Soientd > 1et(p;)1<;j<q desréels positifs tels quez -, pj = L.Soient (Y*);>1 desvariables
aléatoires discrétes, i.i.d., telles que P(Y'! = j) = p; pour j € [1;d]. Soit N ~ P(X), pour un

A > 0,indépendante des (Y*);>1. Posons enfin X* = (yx_y, ..., 1yx_g) pourk € N*.
Alors S = S | X* suitlaloi P(Ap1) @ - - - @ P(Apa).
DEVELOPPEMENT
o2¢2

I RAPPEL. Pouro > 0,0nadmet que g2y : ( ER+—s e 2

Faisons la preuve pourd = 1.
Soient X, X, des v.a. réelles telles que ¢ x,

= ¢x,.Pouro > 0, on pose

Jo :x € R+— t)ye = dt,

1 1 /
2mo? - V2ro? Jw g;(

puis,pourj € [1;2], fo; : 2 € R— [5 go(x —y) du;(y), etenfin pig ; = fo; Leb.
D’aprés le théoréme de FUBINI-LEBESGUE, puis comme ¢x, = ¢x, :

VeeR  foi(z) \/W (/ go(t e it(z—y) dt> dpa (y)
- (/ Wy (y )) T oite gy
/ ox, (t —T e gy
Vr eR for(z /<Z5X2 T I (= = foa(r).

Ainsi f151 = pig,2. Soit h € C.(R). Pour j € [1;2],0na:

[t o] | [ [
L ([

~ D)) s~ [ 1o) duj(y)‘

— 0,

ool = e ) dust) —

Uo (Y)

I'inégalité provenant du théoréme de FusINI-TONELLI et du fait que [, g, = 1, et la limite étant
obtenue par convergence dominée puisque

« pourtouto > 0,0n aladomination u, < 2||A|lo [; 9o = 2||h||« intégrable selon 1;;

s Uy —ro_0+ 0simplement: en effet, étant donné que (g, ),_.o+ est une approximation
de l'unité, on peut écrire, pour y € R, que u,(y) = £y * g5 (0) — 50+ £,(0) = 0, 0u
t, = |h(y + ) — h(y)| est continue & support compact.

On a ainsi obtenu que
z) for(z)de = hm /

Ceci assure que X et X, ont méme loi, cC’est-a-dire Px, = Pyx,.
Sid > 2, on procéde de méme avec g(d) (z1,...,2q) € R — T[T, go(2:).

tq) € R%. On calcule:

o)

XF
ot ]IN:p]

VheC(R)  E[h(X)) —hm/ ) f2(2) dz = E[h(X2)] .

Passons a 'application. Soit ¢t = (¢4, ...,

¢S<t>:E[ewz N
_ZE[

+oop

=S TIEEX TPV = p)

p=0k=1
+oo
=Y E[" PN =p) = gx (E [e‘f'X1]>
p=0
O E[e"X'] = E[oZom 1] = 38

j=1Pj

par théoréme de FUBINI-LEBESGUE
par indépendance
k) ..

ren+ sonti.i.d..

puisque les (X

e'ts, d’ou, en utilisant que ijl p;=1:

d
]._.[ s =1) _ H Dppy) (t)
j=1

Par injectivité de la fonction caractéristique, on obtient que S ~ P(Ap1) ® - - - ® P(Apa).

Qf)s(t) _ eA(ijlpj e'ti 71) _ e)\zj N e ti 71

COMMENTAIRES

Il faut s’attendre a des questions sur les arguments supplémentaires en dimension quelconque.

Attention, ce développement technique différe beaucoup de la référence. Il faut aussi étre vigi-
lant avec l'ordre des propriétés dans le plan : 'application utilise la fonction génératrice d’'une
loi de PoissoN ainsi que la caractérisation de 'indépendance par la fonction caractéristique.
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INTEGRALE DE DIRICHLET

[Far00, §VII.2, p98] [FGN14, §4.27, p214]

ENONCE
+o0o
APPLICATION. / sin(z) de = z.
0 T 2
DEVELOPPEMENT
Définissons les applications
fioRYZ — R F: R, —
sin@) o—tz gz > puis teo
(t,z) +— z . — / ft,x)d
1 sinon

Remarquons que F'(t) est bien défini pour tout ¢t € R* puisque f(t, - ) est continue sur R, et
intégrable comme | f (¢, z)| =4 400 O(e™").

Vérifions que l'intégrale de DIRICHLET F'(0) est semi-convergente. En intégrant par parties :

VACR, /A sin(x) dp — [l—cos(x)]A+/A1—0(2)s(x) dz.
0 x X 0 0 x

Faisant tendre A vers +oo, le crochet tend vers 0 tandis que U’intégrale de droite converge du
fait que l'intégrande continue soit un O (%) lorsque z — +oo. Ainsi, F(0) est bien définie.

Etudions l'application F afin de calculer 'intégrale de DIRICHLET.

1. Montrons que F' est continue et dérivable sur R*. . application f vérifie:
« pourtoutt > 0, f(t, - ) estintégrable (comme vu précédemment),
« pourtoutx > 0, f(-,x) est dérivable, de dérivée 9, f(-,z) = —sin(z)e™ 7,
« sia > 0, alors on a la domination intégrable suivante pour tout ¢ > «:

Ve e Ry 0, f(t, )| < |sin(z)|e™ " < e ™.

D’apres le théoréme de dérivabilité sous le signe intégral, il en découle que F est continue
et dérivable sur R’ , et pour toutt > 0

“+o00 +oo +oo
F'(t) = / O f(t,x)der = f/ sin(r) e dr = —Im (/ eli—t)® da;)
0 0 0

(i—t)x ] t+oo
=—Im [e. } :Im<,1):—1.
i—t ], i—t 1+1¢2

2. Il découle de l’expression de F” et de la continuité de F' sur R*. que

JCeR VteRL F(t) = arctan(t) + C'.

Pour déterminer C, calculons la limite de F' en +o00. D’apreés le théoréme de convergence

dominée (appliqué avec la domination | f(¢, - )| < e~ pourtoutt > aol « > 0), on ob-

tient, du fait que f(t, -) — ¢ 400 0simplement, que lim;_, | o F'(t) = 0.Ainsi,C' = 7.
3. Pour conclure il suffit de montrer que F' est continue en 0, puisqu’on aura alors

/+OO sin(z) dz = F(0) = — arctan(0) +
0

T
x 2"

B

Ona:

/ftxdxi/ £(0,2)dz — ()‘
[Tt | e By,

X
Majorons la premiére intégrale. Pour B > A,ona:

B ; . B _(i—t)z (i—t)z
/ emsm(l)dxlm</ ¢ d:c)Im({ } /
A x A x | — t
e(ift)B (| t)A (i—t)z
= 1Im " —_
((I—t)B (|—t)A |—t:v2 )
d’ou, en passant a la limite lorsque B tend vers +oo :

+oo X (i—t)A +oo iz—tx
4 Sin(z) e e
< I _ —_—
/A ¢ T dx‘—‘m( <'—t>A+ <i—t>x2d“>’

+oo
1
fdaﬁ<—

Soientt € R} et A € R}.

F(0) - FO) = |F0)

_|_

_|_

[ g

A x

eli—t
|—t

<

carli—t| > 1.

- ||—t\A ||—t|

Soite > 0. Choisissons A € R telque 5 < £ et UJFOO sin(z) dz| < £.Parcequiprécede:

2¢e A

|F(t) — F(0)| < 3 +

(e_m —1) sin(z) dz|.

vt € R .

Par convergence dominée, cette derniére integrale tend vers O lorsque t — 0, et ainsi
|F(t) — F(0)| < e pourt assez petit.
Finalement, F" est continue en 0, et on a bien obtenu que

Foo ;
/ sin(z) do —
0

T
x 2"
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LEMME DE MORSE

[Rou99, §5.5, p327]

ENONCE

THEOREME. [LEMME DE MORSE]

Soit f : U — R une fonction de classe C? définie sur un ouvert U de R™ contenant 0. On
suppose que df (0) = 0 et d* f(0) est non dégénérée, de signature (p,n — p).

Alors il existe un C*-difféomorphisme ¢ entre deux voisinages de 'origine de R™ tel que ¢(0) =
0 et, au voisinage de 0,

F@) = £(0) = 1(2) + - + 9p(2)? = pp1(2)® — - = ().

DEVELOPPEMENT

La fonction f est de classe C3. La formule de TAYLOR avec reste intégral donne, pourxz € U :
1 1
f(z) = f(0) = / (1 —t)d*f(tx)(z,z)dt = xT/ (1—-t)d®f(tz)dtz =2 Q(z) z,
0 0

ouQ:zelUr— f01(1 — t)d? f (tz) dt. Par dérivation sous le signe intégral, on a que Q est de

classe C'. Par ailleurs, Q(0) = $D?f(0) est symétrique inversible de signature (p,n — p).
LEMME. Soit Ay € S,,(R) NGL,(R). Alors il existe un voisinage V- € V(Ap) N S, (R) et une
application g € C* (V,GL,(R)) telles que

VAeV A=g(A)T Agg(A).

En effet, soit
©: Mp(R) — S,(R), M — M T AgM .
On a que o est différentiable et

VM € M, (R)

d’ou, en particulier,

VH € M,(R)
VH € M,(R)

dp(M)(H) = H' AgM + M " AgH
dp(I,)(H) = H" Ag + AgH = (AoH) " + AoH .

On adoncker(dp(1,,)) = Ay ' A, (R) ob A, (R) est 'ensemble des matrices antisymétriques.
De plus dg(I,,) est surjective dans S,,(R) puisque

dgo(fn)(lAO—lA) —A.

VA € S, (R) :

Soit F = A; 'S, (R). Notons que F' & ker (dp(1,)) = M, (R) et, € F.Siy = ¢r,0naque
di(I,,) est bijective. Le théoréme d’inversion locale donne que v est un C!-difféomorphisme
local d’un voisinage W de I,, dans! G£,,(R) sur un voisinage V de Ag = (1,,) dans S,,(R).

Pour A € V, il existe donc une unique matrice inversible M € W telleque A = M T AqM.On
aque M = v¢~1(A),etdoncg = ¢~ convient.

Revenons a la preuve du lemme de MORSE.
Appliquons le résultat du lemme précédent a Q(0) € S,,(R).
Si M(z) = g(Q(z)) pour z € U, on a, au voisinage de 0,

Qz) = (M(2)) Q(0) M(x),
etdonc  f(z) — f(0) =2  Q(z)x = (M(z) ) " Q(0) M(x)z = 4T Q(0) y.
——

=Y

Comme Q(0) = 3D?f(0) est de signature (p,n — p), il existe, par classification des formes
quadratiques, une matrice A € GL,,(R) telle que

ATQ(0)A = diag(1,...,1,-1,...,—-1),
N—— N ———
p termes n—p termes

et le changement linéaire de coordonnées y = Awu donne alors :
yTQ(O)y:uTATQ(O)Au:u%+~-~+u§—u12,+1 — =l
Posonsdoncp : x € U — A~*M (x) z. Lapplication ¢ est de classe C! eton a:
Vh e R"  dp(0)(h) = A7" (dM(0)(h) x 0+ M(0) x h) = A~ M(0)(h).
Donc dp(0) = A1 M(0) estinversible.

Par le théoréme d’inversion locale, on a que ¢ est un C!-difféomorphisme local entre deux voi-
sinages de 0 car ¢(0) = 0, ce qui conclut puisqu’alors dans ce voisinage de 0 :

F@) = £(0) = p1(2)* + - + 9p(2)* = ppa1(2)* = - = ().

COMMENTAIRES

Que se passe-t-il sans ’hypothése que f est C3? On n’a plus l'assurance que p est C!
En effet, si f est de classe C3, alors M est C! et on calcule:

VeeU YheR" do(x)(h) = A7 (dM (z)(h) x 0+ M(z) x h),

et l'on voit que 2 —— dp(x) ne serait pas continue si M n’était pas C'.

1. quitte a restreindre, GL,, (R) étant ouvert
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METHODE DE NEWTON

[Rou99, Ch4, p140]

ENONCE

THEOREME. [METHODE DE NEWTON]

Soient deux réels ¢ < d et une fonction f : [c;d] — R de classe C?, telle que f(c) < 0 <
f(d) et f' > 0sur|c;d]. On considére la suite récurrente définie, lorsque c’est possible, par
xo € [c;d] puis

Vn €N Pl

Tn4l = T —

Alors en notant a l'unique 0 de f,ona:
(i) il existe un réel o > 0 tel que [a £ «] C [c;d] et, pour zg € [a £ a, la suite (x,)nen €5t
bien définie et converge vers a de maniére quadratique :

JCeR, VneN |Tni1 —a| <C - |z, —al?.

(i) side plus f"” > Osur [a;d], alors pour xy €)a;d], la suite (x,,)nen décroit strictement et

1 f"(a)
Tntl =0 N 5f%0@"7®?
DEVELOPPEMENT

La définition de a découle de la stricte croissance de f et du théoréme des valeurs intermé-
diaires. Dans la suite, soit

v: [e;d — R
r  — x— f,((“;)) ,
qui est de classe C* vérifie p(a) = a et ¢'(a) = 0.
(i) Soitz € [c;d]. Ecrivons
S )= fle)  fla) = f(z) = (a—x)f(x)
e 6 R 1) )
En appliquant la formule de TAYLOR-LAGRANGE & 'ordre 23 f, il vient?!
Scleid  f(@) = f@)+ £ @)a-a)+ L0 a2,

etainsi L ()

2z

90(‘:6) —a= 5 f/(l‘) (QC - (L)2 .

1. enfait z, est entre x et a, mais cela ne sera pas utile

On a obtenu que

_ lmaxp q f’

= 0.
2 min[cyd] f/’ >

Vz € [c;d] |o(z) —a| < C(z —a)? ou

Choisissant o > 0 assez petit de sorte que I, = [a + o] C [c;d] et < &, il vient que I,
est p-stable puisque

Vx eI, ‘@(m)—a’SC’aQSa.

Ainsi, si zo € I,, la suite (x,,),cn est bien définie et a valeurs dans I,,, d’ou
Vn €N |21 —a| <C-|x, —al?.
Par récurrence, il en découle que, pour toutn € N,

Cln—al < (C-lzg—a)” <(Ca)*  — 0

n—-+oo

puisque a < % On a donc obtenu la convergence quadratique de (z,,),en Vers a.

(ii) Siz €la;d],ona f(x) > 0,doncy(x) < z, et par ce qui précéde :
1 [ (22)
T2 @)
Ainsi Iy =|a ; d] est p-stable et, pourzg € Iy, lasuite (z, —a),cn est décroissante positive,

donc converge vers une limite £ € [a; d] satisfaisant ¢(¢) = ¢, c’est-a-dire f(¢) = 0, soit
donc ¢ = a. Par stabilité de I, ce que 'on a vu précédemment s’applique et

p(z) —a (x—a)>0.

Vn e N 0§xn+1fa§C(xnfa)2.
Comme x,, €]a;d] pourtoutn € N, il vient alors

a1/
(zn — a)? 2 f(wn)

ce qui donne l’équivalent annoncé.

1f"(a)
2 f'(a)’

n—-+oo

COMMENTAIRES

On peut faire des graphiques pour expliquer les deux cas : pour le premier, avec une fonction
qui nécessite xq tres proche de I, pour que la méthode de NEWTON converge, et pour le second,
avec une fonction pour laquelle il n’y a pas de contrainte sur z du fait que f” > 0.

On peut aussi lire [Dem96, §IV.2.3, p98-100].
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METHODE DU GRADIENT A PAS OPTIMAL

[FGN12, §1.21, p39-41]

ENONCE

THEOREME. [METHODE DE GRADIENT A PAS OPTIMAL]
Soit p € N*. Soit f : R? — R elliptique, c’est-a-dire une application de classe C* telle que

JaeRy Y(z,y) e (RP)?  (Vf(x)=Vi@) |z—y)>a-|z—y|>.

Alors la suite (x,,)nen définie par zo € RP et la relation de récurrence

Vn € N Tpt1 = Tp — puVf(zn) o0 p, =argmin, fzn — pV fan)),

converge vers l'unique minimum global de f.

DEVELOPPEMENT

Soit f satisfaisant les hypothéses du théoréme. On procéde en plusieurs étapes.

1. Montrons d’abord que

V(oy) € (R) fly) = f@) 2 (Vf@) ly—a)+ 5 o=yl

En effet, soient z, y € RP. D’apres la formule de TAYLOR avec reste intégral :
1
F6) = £@) = [ (Vi(a+tty=o) [y -a)ar
1 1
:/0 (Vf(z) | y—x>dt—|—/0 (Vi(z+tly—=2)) = Vf(x)|y—z)dt
1
— (Vf@) ly-a)+ [

0

(Vf(a+tly — o)) — V() |ty — ) dt

H.‘Q S

> (Vi) |y — )+ / ey — )|t

) = f@) = (VF@) |y —a)+ 5 - lly = 2l

2. Lapplication f est continue et coercive puisque, pour x € RP

b

—
ll]|—+o0

F(@) 2 F(O)+(VFO) |2) + 5 - la]* =

[|z|| =400

«
O(lall) + 3 - llal?

Ainsi f atteint son minimum global en un point z, vérifiant V f(z,) = 0.
Siz},2? € RP sontdeux minimums locauxde f,alors0 > (0 | 2} — %) + § - ||} — =1 ||,
ce quiimplique z1 = 22. Ainsi, x, est le seul minimum global et local de f.

Par ailleurs, si z € R? est tel que V f(z) = 0, alors

ozfug—f@)z%-ma—ﬂﬁzo, etdonc  z=u,.
3. Soitx € RP tel que V f(x) # 0. Notons qu’alors x # x,. Soit la fonction de classe C!

P - R+ — R
p— flz—pVf(z)),
qui tend vers +oo en +oco. Son minimum est donc atteint en un point p,, vérifiant:
0= ¢(pa) = —(VI(w+ V(@) | V(@)
Donc, pour tout p # p,. :
«
P2 (p) = Pul(pa) > <Vf(x + V(@) | (p— px)Vf(fv)> +5 [l - )V F@)||* > 0.

=0

On en déduit que p,, est 'unique minimum de ¢,..

4. Lasuite (z,)nen estainsi bien définie, stationnaire en z, si elle l'atteint. Supposons qu’elle
n’atteigne pas ., et montrons que (x,, ) ,en converge tout de méme vers z,.
La suite (f(xn))neN est strictement décroissante et minorée, donc converge.
Soit n € N. Par ce qui a été démontré a 'étape précédente, remarquons que V f(x,,) et
V f(x,+1) sontorthogonaux, et comme V f(z,,) et x,, 1 —x,, sont colinéaires, on obtient :

@) = f@an) 2 5 - lwnsr = @l

Ilen découle que ||zp11 — Zn | - 0.
n—-—+0oQ

Or, par coercivité de f, la suite (x,, ) nen Vit dans un compact de R?, donc admet une valeur

d’adhérence z. Soit 1) une extractrice telle que Tap(n) —Pn—too T. PAr continuité de V£,

et puisque (. (n)41)nen CONVerge aussi vers x puisque ||z, 11 — Zn| —n— 100 0,0na
V f(@y(n)) WS Vi(x) et Vi(@ym+1) — Vf(x).

n—-+o0o
D’ou )
0=(Vf(@ym)) | VI (@pm)+1)) notho V)],

de sorte que nécessairement V f(z) = O etdonc z = z,.

COMMENTAIRES

Bien penser a faire un dessin en annexe de la legon concernée.

Notons que ce résultat est vérifié quelque soit le produit scalaire munissant RP.
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PROCESSUS DE BRANCHEMENT DE GALTON-WATSON

[CDGM16, Chlil, p68-72]

ENONCE

PROPOSITION. Soient (X s, _jen~ des variables aléatoires i.i.d. a valeurs dans N, de loi p et
d’espérance m. On définit le processus (Z,,)nen par Zo = 1etlarelation Z,, 11 = ZZ 1 X"Jrl
pourn € N, puison s’intéressead p=P(In e N Z, =0).Siu # d1,0na:

« soitm < 1, etalors p = 1 etil a extinction du processus presque slirement,
« soitm > 1, etalors p < 1etily a une probabilité strictement positive de survie.

DEVELOPPEMENT

1. Intéressons-nous d’abord aux propriétés de la fonction génératrice g,,.
Posons pr, = ({k}) pour k € N. Les (py,)ren étant positifs, g, est croissante sur [0; 1].
Comme g,, est une série entiere convergente en 1, elle est de classe C*>° sur [0; 1] et

—+o0
Vse 051 g"(s) =D k(k—1pes* >0,
k=2

ainsi g, est convexe sur [0; 1]. De plus, cette inégalité est stricte pour s # 0 des que p;, > 0
pourun k > 2, et donc g, est strictement convexe sur [0; 1] si 1([2; +o0[) > 0.

2. Montrons par récurrence que gz, = g," sur [—1;1] pour tout entiern € N.
1

+ Initialisation. Ona gz,(s) = s' = spours € [-1;1] donc gz, = id.
« Hérédite. Supposons que gz, = g, pourunn € N. Alors pour tout s € [—1;1]:

Zn n+1
(o) = B[S

—+oo
=E Z §2im Xi/“]lzn—j

_ZE[
—Z(HE[ X"“D P2y
:;gu(S)zP’

= E_[gu(s)zn}
92,11 (8) = gz, © gu(s) = g7 (s)

n+1
’ par le thm. de FUBINI-LEBESGUE

]lZn:z}
par indépendance

(Zn = 2)

par hypothese de récurrence

3. Puisque (Z,, = 0),,¢n est une suite croissante d’événements, remarquons que

p= lim 1TP(Z,=0).

n—-+oo
Etant donné que P(Z,, = 0) = gz, (0) = g7"(0), il vient :
— 1 on — on+1 _ _
p= dim g7 0) =t g7 0) = g Jim 47 (0)) = gu(o).

la troisieme égalité provenant de la continuité de g,,. Ainsi, p est un point fixe de g,,.
Si z est un autre point fixe de g,, sur [0; 1], alors par croissance de g,, :

p= lim gon(0) <

on _
n—+o0o < Jim I ( )_ Z

n—-+oo

et donc p est le plus petit point fixe de g, sur [0; 1].

4. Pour conclure, distinguons plusieurs cas selon la valeur de m = g;,(1) :
m >1 Commeg,(1) =1letg, (1) >1

Iel0;1] Vsen;l[  guls) <s.

Vu que g,,(0) > 0, le théoreme des valeurs intermédiaires assure l'existence
d’un point fixe de g, sur [0; n[. Autrement dit, p < 1.

m < 1 L'application génératrice g,, est convexe donc reste au dessus de sa tangente
en1,cequiimplique que 1 estle seul point fixe de g, sur [0; 1], C’est-a-dire p = 1.

m =1 Puisque p # &, et m = 1, on sait que x([2;+o0[) > 0, et donc que g,, est
strictement convexe. Ainsi, g, reste au dessus de satangenteen 1 etnelatouche
gu’en 1. Comme dans le cas précédent, p = 1.

COMMENTAIRES

Il est utile de faire un dessin représentant chacun des trois cas. Il faut étre a l’aise avec (et savoir
démontrer) les propriétés de convexité : fonction au dessus (strictement) de sa tangente, ... La
convexité ne sert pas a conclure dans le cas m > 1, cependant elle permet d’assurer dans ce
cas que p est 'unique point fixe de g, sur [0; 1.

Le résultat ne suppose pas que la loi 4 admette une espérance finie : sim = +oo, 'argument
du premier cas considéré ci-dessus reste valable.
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PROJECTION SUR UN CONVEXE FERME ET THEOREME DE RIESZ-FRECHET

[Bre99, Ch5, p79-82]

ENONCE

THEOREME. [PROJECTION SUR UN CONVEXE FERME]
Soit C un convexe fermé d’un espace de HILBERT H sur K = R ou C. Alors :

Vee H 3peC  |z—p|=dC).

De plus, p est 'unique élément de C satisfaisant

Vee C R((@—p|c—p)) <0.

I corovLLaIRE. Soit Fun sous-espace vectoriel fermé de H. Alors H = F & F*.

THEOREME. [THEOREME DE RIESZ-FRECHET]
Soit H un espace de HILBERT. Alors pour toute application ¢ € H' :

P(v) = (fo | v)-

Deplus ¢ € H' — f, € H estune isométrie: || f4||m = ||¢||u pour tout ¢ € H'.

Nfpe H YveH

DEVELOPPEMENT

Commencons par montrer le théoréme de projection. Fixons x € H et notonsd = d(z, C).

« Existence. Considérons une suite (¢, ),cn de C' telle que d,, = ||z — ¢ || —n— 100 d-
On va montrer que c’est une suite de CAUCHY. Pourp, g € N,ona:

[(ep — @) = (cq — )|
d§+d2) - || cpfx)+(cqfo:)||2

¢, +c¢ 2

Hcp_CqH2

par l’in. du parallélogramme

2(
2 (d2+d2) — 4| 2
(d5

cp + ¢ s
— 0 car £——% ¢ (C par convexité.

—col? <2(d?+d?) —4d?
lep — cqll” < + q) P, qrtoo 2

Ainsi, (¢, )nen est une suite de CAucHy. Comme C est complet, elle converge vers un point
p € Cet|z — p|| = d par continuité de la norme.

« Unicité. Soient ¢, co € C satisfaisants. Alors en posant ¢ = % eC:

e e e R e D e e |
2 2 2

)

2

si bien que ¢; = co.

+ Soita € C.Pource Cett e [0,1],ona(l —¢t)a+tce Cdonc:

Vee C Vtel0;1] flo—((1—t)a+te)|* > |lo—al?
— VYeeC Vte€]0;1] Hx—a—t(c—a)H22||m—aH2
— VeeC Vte€)0;1] |z—al’-2tR((x—a|c—a))+t|c—al®> > |z —al]?
— VeeC Vte)0;l] —2R((z—alc—a))+tfc—al*>0.

Sia = p, alors en faisant tendre ¢ vers 0 dans la derniere inégalité, on obtient bien

VeeC R((z—plc—p)) <0.

Réciproguement, sia € C satisfait R((z — a | ¢ — a)) < 0, alors on peut remonter dans
les équivalences et en prenant ¢ = p et t = 1 dans la premiére inégalité, il vient

d=l|lz—p|>|z—ad|, soit a=p.

Passons au corollaire. Soit z € H. Par le théoréme, la projection p sur F' de x vérifie

Yee C VieK R((z—p|tc—p)) <0.

En prenantt € R (puis aussit € iR si K = C), on obtient (x — p | ¢) = 0. Ainsi,on a la

décompositionz =p+ (zr —p) € F + F-.Dou H = F @ F*.

Reste a montrer le théoréme de RIESZ-FRECHET.

« Existence. Soit ¢ € H'. Remarquons d’abord que f, = 0 convient pour ¢ = 0.

Sinon, on peut considérer F' = ker(¢) = ¢~ 1({0}). C’estun hyperplan strict de H puisque

dim(F+) = 1, du fait que ¢ estlinéaire, injective et non nulle.

On peut alors considérer f € F* telque ¢(f) = 1. En posant f, = T J‘tlz
H

,ilvient

VAeK o(A-f)=A=(fo[A-f) et VoeF ¢v)=0=(fs]v).

Etant donné que ¢ est continue, F est fermé, donc H = F @ F'* d’aprés le corollaire, ce
qui assure finalementque ¢ = (f, | -).
« Unicité. Il suffit de remarquer que f € H — (f | -) est linéaire et de noyau nul.

Soit ¢ € H'. De 'inégalité de CAUCHY-SCHWARzZ, on tire ||¢||u+ < || f4|| puis (cas d’égalité)

[1{fs | fo)ll
1/l

Il >

= [1fsll-

Ainsi, || follzr = [[0]lrr-
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PROLONGEMENT HOLOMORPHE DE I

[BMPO5, §2.7, p82] [QZ13, §IX.II.1, p312]

ENONCE

Pour z € C, on définit, si celaaun sens,T'(z) = f0+°° t*~let dt.

| PropPosiTiON. Lapplication T est holomorphe sur {z € C:R(z) > 0}.

APPLICATION. T’ admet un unique prolongement méromorphe, et holomorphe surC\ Z_.

APPLICATION. [FORMULE DE GAUSS]

z

VzeQy T(z)= lim nin
& 0 z Cnotooz(z 4+ 1) (24n)
DEVELOPPEMENT

Commencons par montrer que I" est définie et holomorphe sur Qy = {z e C:R(2) > 0}.
Soit la fonction

fi Qo xRy
(2,t)
« Pourtout z € g, l'application f(z, - ) est mesurable (car continue) sur R,

« Pourtoutt € Ry, l'application f( -, t) est holomorphe sur Q,
« Soite, M € R* avece < M.Pour z € )y tel que (z) € [¢; M], on ala domination

— C
— e(z—l)ln(t) et

6(571) In(t) — %

1—e

sit<1

vVt eR )| = (R(2)-1)In(t) ,—t
+ |f(z )| ¢ ¢ = sit>1.

e(]w—l) In(t) et = tM—l et

Ainsi, on a une domination par une fonction intégrable sur tout compact de Q.

D’aprés le théoréme d’holomorphie sous le signe intégral, I" est holomorphe sur .

Passons a 'application en prolongeant T'sur C \ Z_.
Soit z € . Une intégration par parties donne :

+oo 400 400
['(z+1) = / tPe t dt = [t e_t];roo—i—/ 277 te t dt = z/ 27 le7t dt = 2T(2).
0 0 0

Fixons n € N. Par une récurrence immédiate, il vient :
FNz+n)=C+n-1DIT(z4+n-1)=---=(z4+n-1) - 2T(2).
Définissons alors
I(z+n) N

r,:z—» ——————~ ol

(z+n—-1)--z Q, ={2€C:Re(z) > —n}\{0;-1;...;—(n—1)}.

Lapplication T',, est bien définie et holomorphe sur €),,. Comme de plusT",, coincide avec I" sur
Qo, c’est un prolongement holomorphe deT.

Notons, d’apres le théoréme de prolongementanalxtique, quel’,, etI', coincident sur,, N,
pour toutm, n € N. En posant, pour z € C\ Z_,T'(z) = T',(2) oun € Nesttel que z € Qy,
on définit ainsi un unique prolongement analytique I' de I sur C \ Z_. Il vient alors

N P(z+n+1) (1) (—1)»
Q, )= ———"" = :
VneN Vze Q11 (z+n)T(2) (z+tn—1)-2z z25-n (=1)nnl n
et I" est méromorphe, de poles les (—n),,cx tous simples (Res(f, —n) = (_nl,)n pourn € N).

Passons a la formule de GAusS.

Soit 2 € Q. Par le théoreme de convergence dominée :

N " t\"
ou I, = / tz_l(l — —) dt.
0 n

Soitn € N. En intégrant n fois par parties :

I'(z) =

lim 1,
n—-+o0o "

t? t\n]" n t\n—1 ,— 1 n t\n—2
I, = {(1—-) } + t2(1—-—) dtZAfégllgggi/‘t”“(l—-—) dt
z n/ Jo nzjy n nzn(z+1) J, n
I n S /"tz+n_1dt:£ not 1
nzn(z+1) n(z+n-1)J nzn(z+1) n(z+n—-1)z+n
n!n?

n

20z2+1)--(z+n)

Le résultat en découle.

COMMENTAIRES

Attention, ce développement differe beaucoup de la référence.

Ilest conseillé de faire un dessin de §2,,. Le jury insiste particulierement sur la longueur de ce dé-
veloppement : il faut démontrer tout ce qui est annoncé en gérant bien le temps. Par ailleurs, il
faut maitriser les questions autour de la convergence de séries holomorphes et méromorphes.

Une application possible de la formule de Gauss consiste & montrer que le prolongement I ne
s’annule pas et que de plus % est une fonction entiére.
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STABILITE DE LIAPOUNOV

[Ber17, §6.2, p239] [Rou99, §3.3, p127]

ENONCE

THEOREME. [STABILITE DE LIAPOUNOV]
Soientn € N* et f € C1(R",R") telle que f(0) = 0. Si les valeurs propres de D f(0) ont leur
partie réelle strictement négative, 0 est un point d’équilibre attractif du systeme y' = f(y).

DEVELOPPEMENT

Posons A = D f(0). On procede en trois étapes.
1. Soit z une solution de 2z’ = Az. En posant a = minjyegp(4) — Re(A) > 0, montrons que
ICeRL VteR 21| < Ce2]2(0)] -

D’aprés le lemme des noyaux, C" = ®)\€Sp(A) E,, ou, pour une valeur propre A € Sp(4),
Ey = ker(A — \I,,)™* avecm lamultiplicité de A dans A. Le vecteur z(0) se décompose
donc de maniére unique en z(0) = >, cg,(4) 22 OU 2x € L) pour A € Sp(A). Alors:

VieER  z(t)=ez(0)= Y eta= Y etrelAAM gy
A€Sp(4) AESp(A)
mx tp
= Z eM<2p!(A—Mn)p>Z,\ carzy € F\ .
AESP(A) p=0

Fixons A € Sp(A). Il est facile de vérifier que ' 2z € E) pourtoutt € R, puis que
30y eR, VEeR el || et RN O (1 +1e)™ T <em (1)
Par l'inégalité triangulaire, il en découle, si C' = maxcgp(a) Ca, que pour toutt € R
ol < X letal< X b ll-lal <o+ e ¥ fal.
AESP(A) AESP(A) AESP(A)

Le résultat en découle, quitte a modifier la valeur de C, par équivalence des normes
(z € R™ — >\ cop(a)ll2a ]| étant une norme). Ainsi, les solutions de 2" = Az convergent
vers 0, point d’équilibre attractif du systéme linéaire.

2. Montrons le méme comportement localement pour le systéme non linéaire. Posons

+o0
Y(u,v) € (C")2 b(u,v) = /0 (e u|eo)dt puis q(u) = b(u,u).

Les applications b et u sont bien définies puisque, d’apres l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,
Y(u,v) € (€M) (e u e o) < ||l ul|-[let o] < C2 e |lu]| - o]l

ce qui assure l'absolue convergence de l'intégrale.

Ainsi définies, b est une forme bilinéaire symétrique et ¢ une forme quadratique définie
positive. Il en découle que b est donc un produit scalaire sur R™. Remarquons également
que q est différentiable, telle que dgq(u)(v) = 2 b(u,v) pouru,v € C".

Soit y une solution de 'équation différentielle y' = f(y). Posons r(u) = f(u) — Au pour
u € R™. Puisque f est de classe C* et f(0) = 0,0nar(u) =40 o(||ul]).

Montrons qu’il existe € R, telle que q(y)’ < —S3q(y) dés que y est assez proche de 0.
Par bilinéarité de b, on a:

a(y) =dq(y)(y') =2b(y,y') =2b(y, f(y)) = 2b(y, Ay) + 2b(y.r(y)) .

Or, pour toutu € R™:

+o0 4o
2b(u, Au) = (Vq(u) | Au) = / 2<etAu | et Au)dt = [Hemuﬂz]o = —|lull?.
0
Comme /g est une norme sur R", elle est équivalentea || - || et
C'q(y) < [lyll> dot q(y)' < —C'aly) +2b(y, r(y)) -

Par ailleurs, ’équivalence des normes donne aussi que 7(u) =40 0(1/q(u)), et donc:

Vaw) <n = y/a(r(w)) <eva(u).

Fixons ¢ > 0, et soit > 0 associé. L'inégalité de CAUCHY-SCHWARz donne :

¢’ e RL

Vee Ry dneR, VYueR"

VueR"  qu)<n® = |b(u,r(w))] < Vau) \/q(r(u)) <eq(u),
donc  q(y) <n* = quy) =—(C"—2¢)q(y) = —Baly),

ou j est strictement positif dés que ¢ assez petit (rappelons que C’ ne dépend par de ¢).
3. Pour finir, notons que ¢(y) < n? sur R, siq(y(0)) < n?.

En effet, si ce nest pas le cas, il existe tg, § > 0 tels que g(y) < n? sur[0;to] et q(y) > n?

surJto s to + 6], dot g (y(to)) = n* etq(y) (to) < —Bq(y(to)) < 0, ce qui est absurde.

Ainsi, si ¢(y(0)) < 7% onaq(y) < —Bq(y),soit (¢’ q(y)) < 0surR,,etalors

a(y(t)) < e P q(y(0))

La solution y converge donc vers 0. Ainsi 0 est stable.

— 0.
t—+4oc0

COMMENTAIRES

La preuve consiste a construire une norme N telle que N(y(t)) < Ce Pt pourt > 0.

C’est un développement assez long, dont la fin technique requiert de ne pas étre trop pressé.
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THEOREME CENTRAL LIMITE ET INTERVALLE DE CONFIANCE

[BLO7, §V.5, p136-137] [RS12, §3.4, p25]

ENONCE

THEOREME. [THEOREME CENTRAL LIMITE]
Soient (X;);en~ des variables aléatoires i.i.d. réelles de carré intégrable, de moyenne m et de
variance 2. Alors

n

3\

APPLICATION. [INTERVALLE DE CONFIANCE ASYMPTOTIQUE]
Soient (X;);en- des réalisations i.i.d. de B(p) pour un p € [0;1] inconnu. Soient o €]0;1] et
n € N.Sip, = 237" | X; etsig, estle quantile d’ordre ¢ € [0;1] de N(0, 1), alors

1C(Xy,..., X,) = [ iq;f}

est un intervalle de confiance asymptotique de niveau « pour p.

DEVELOPPEMENT

Siles (X;);en+ sont constantes p.s., le résultat est clair (avec la convention A/(0, 0) = d).

X;—m

Sinon, supposons, quitte a considérer ( ) iene plutot que (X;)ien+,quem = 0eto = 1.
EnposantS, =Y, X, pourn € N*, montrons que

¢% (t)

i)ien~ sonti.id.:

] T[] = on ()"

Comme X estde carréintégrable, les théorémes de dérivation (appliqué deux fois) et de conti-
nuité sous le signe intégral assurent que ¢ x, est de classe C? sur R, avec
¢, (0)=iE[X]=0 et  ¢% (0)=-E[X?]=-1.

En appliquant a ¢ x, la formule de TAYLOR-YOUNG a 'ordre 2 en 0, il vient

VteR —

n—-+oo

O (t) =e 7 .

Fixons ¢t € R. Puisque les (X

65 (1) :E[ei

2

1-— %—Fo(uZ), d’ou

¢x,(u) =

G5y (1) = 1—ﬁ+o(1) - (1+Z—")” oliz, = —i(l-i-o(l))e(c
ST% - 2n n n——+oo n ’ " n—too 2 '

LEMME. Vz e C

() s 5)
n n

En effet, on obtient en posanta* =1 — m €[0;1] pourk,n € Ntelsquek <n:

2\" X " (n 2R "2k
LD IR I EED ot
k=0 k=0 =
O e et (o5

N . s g 2
Revenons a la suite de complexes (z, )nen : elle vérifieel*»| —, ., e7 et

<1 n Z”') eXp(nln(l + |Z")> = eXp(|Zn| (1 —|—0(1))>

D’apres le lemme, il vient alors que

L () ~ e
¢5§%()

n—-+oo

d’ou

2

el

—

n——+o0o

— ez .
n—-+oo

Le théoréme de LEvy permet de conclure la convergence en loi annoncée.

Passons a 'application. Comme les (X;);en- satisfont les hypothéeses du théoréme central li-
mite avecm = E[X;] = peto = Var(X;) = p(1 — p),on ala convergence :

v Z
p(1-p) NG \/1——

La fonction de répartition de A/(0, 1) est continue donc, d’aprés le théoréme de PORTMANTEAU :
\/ﬁ

p(1-p)

Prenanta = gs etb=¢q;_a,0nab= —a > 0 par symétrie de N(0, 1), d’ou:

)

Commep (1l —p) < i, on en déduit intervalle de confiance asymptotique annoncé.

£ Z~N(0,1).

n——+o0o

(ﬁn -

Va<beR ]P(a< (ﬁn—p)<b> —+> Pla<Z <D).
n—-+0oo

P(pe[ﬁniql_g (ﬁn—p)‘éql_g) WS 1-a.

COMMENTAIRES

Attention, le lemme est nécessaire du fait que le petit o définissant z,, est complexe.

On peut trouver un meilleur intervalle de confiance en utilisant le lemme de SLUTSKY a la fin.
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THEOREME DE BANACH-STEINHAUS ET SERIE DE FOURIER DIVERGENTE

[Bre99,Il.1, p16-17] [Gou08, An. A, p404-405]

ENONCE

THEOREME. [THEOREME DE BANACH-STEINHAUS]

Soient E un espace de BANACH et F' un espace vectoriel normé. Soit (u;);c 1 une famille, indicée
par un ensemble I quelconque, d’applications de L.(E, F') simplement bornées (c’est-a-dire
telles que sup;¢ ;||ui(z)|| < -+oo pour tout z € E). Alors

sup [[|lui]] < +oo.
icl

APPLICATION. Il existe f continue, 2m-périodique et dont la série de FOURIER diverge en 0.

DEVELOPPEMENT

Commencons par démontrer le théoréme. Introduisons, pour k € N,

E; = ﬂ{x cE: ||u1(33)HF < k} = ﬂ||ui|\;1([0;k;])

iel i€l

qui est fermé en tant qu’intersection de fermés, les (u;);cs étant continues.

Par hypothése, chaque élément de E appartient a l'un des (Fy )ren, SOit E = UgenEk.
Luniondes (Ey)ren estdonc d’intérieure non vide. Dapres le théoreme de BAIRE, cela implique
que 'un au moins des (E} ) xen est d’intérieur non vide, notons-le Ek .

Soit B(a, r) une boule incluse dans E et supposée (quitte a réduire r) fermée.

Soitz € E.Commea € B(a,r) ety = a +r-2— € B(a,r),ilvient:

)H sy — @)

Wl + ||ui<a>||F) < 2 lalls.

HJH

(e -

r

Viel [|ui(z) |xHE

HF:’

Le théoreme de BANACH-STEINHAUS en découle par définition de la norme d’opérateur :

sup [|usf| = sup  sup
il [E415 r

i€l xe E\{0}

Passons a 'application. Soit T = R/2x7Z. Etudions, pour N € N*, 'application

— C

Sn(£)(0)

C(T)

f — Z cn(f) =

Iy :

= DN *f(O)

« Déja, £ est linéaire par linéarité des coefficients de FOURIER, et

Wrec  |en(|=|Dy+sO] < 5 [ DN F0]de < 1l 1Dx ],

si bien que £y est continue et vérifie ||¢x || < || Dnll1-
+ Poure > 0,soit f. = € C(T). Alors {n(fe) —>e—o0 || Dn||1 puisque

ID |+s

Dy * f:(0) = /0

par parité de Dy puis par convergence dominée (avec la domination | Dy ).
Comme || fc]loo < 1 pourtoute > 0,on obtientainsi ||{x|| = | Dn|l1-
« Montrons alors que || Dy |1 — N 400 +00.0na:

1 (27 sin(2EL¢ 1 /™
Il = e [ a2z L
2 Jo sin % 0

2 o
linégalité s’obtenant par w-périodicité puis puisque |sm ‘ < ]2| ourt € [0; ], tandis

27 |DN(t)|2

—_— —
DN(t)2 +e€

e—0

27
|Dn(t)] dt,
0

. (2N+1 (2N+1)Z
sin( 5=t 2 sm u
T 0 u

2

que la derniére égalité provenant du changement de varlable u = w . Ils’ensuit que
oo |sin(u)| (D™ | sin(u)|
Dyl — du = P qu
N—+oo 0 u - u

neN
1 4 2 1

> sin(u)|du = — — =4

_nEN(n+1)7T/ ‘ ( )’ g %"n

« Pour conclure, rappelons que C(T) est complet puisque fermé dans B(R, C) complet.
D’aprés le théoréme de BANACH-STEINHAUS, puisque sup ycy [|[{n ]| = +o0

3f e C(T) sup [(n (f)] = +o0  soit 0)| = +oo0,

sup [ S (f)(
NeN NeN

Autrement dit, la série de FOuRIER de f diverge en 0. En particulier, la série de FOURIER
de f différe de f.

COMMENTAIRES

Attention a introduire la bonne fonction ¢y, a valeurs dans C et non dans C(T) : elle égale a
Sn(f)évaluée en 0. Attention également a la constante - dans les calculs, et a ne pas omettre
que C(T) est complet afin d’appliquer le théoreme.
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[51] THEOREME DE BERNSTEIN

[Gou08, §4.4, p250-251]

ENONCE

THEOREME. [THEOREME DE BERNSTEIN]
Soita > 0Oet f :] — a;a[— R une fonction de classe C telle que, pour tout entier k,
f@R) > 0sur] — a;al. Alors f admet un développement en série entiére sur] — a; al.

APPLICATION. Lapplication tan est développement en série entiere sur] —

553l

DEVELOPPEMENT

Notons d’abord qu’il suffit de montrer le résultat sur tout intervalle de la forme | — b;b[ ou
b €]0; a[ (par unicité du développement en série entiére sur un voisinage de 0, les coefficients
du développement ne dépendront alors pas de b).

Fixons alors b €]0; a[ et introduisons® F' : x € [—b;b] — f(z) + f(—=x).
Montrons que F est développable en série entiére sur] — b; b[. La fonction f étant paire, ses
dérivées d’ordre impairs s’annulent en 0. Par ailleurs,

F(Qn)(.%') — f(2n)($)+f(2n)(—l‘

VneN Ve [-b;l] )>0 et F(2")(0):2f(2n)(0)-

Soitn € N. Comme F est de classe C>"*2, la formule de TAYLOR avec reste intégral donne

T — t)2n+1

b Fla 2k R, (2) = “( FCH2) (1) qt
v € [0:4] ;} ) LR (2) ot Ry (a) /O e ()
Par positivité des dérivées d’ordre pair de F, on sait que 0 < R,,(b) < F'(b).
Remarquons que R,, — 400 0 simplement sur [0; b[, puisque
x (1, _ t)2n+1 (b _ t)2n+1 9
Ve e [0;b)  0< Ry(z) = FE 2 (1) dt
z € [0;0] < () /0 (b— )2+ (2n+1)! ®)
x\2n+1l (% (b _ t)2n+1
< (Z (2n+2)
<(3) /0 Gy L Bt
T 2n+1 T 2n+1
; < < (- < (-
Ve e0:b]  0< Ru(z) < (b) R,(b) < (b) Fb)  — 0,
la premiére inégalité provenant de la décroissance de t — £=£ sur [0; z].

En utilisant la parité de I, on obtient donc le developpement en série entiere

S FCR(0)

Vo €] —b:b| ol

F(z) =
k=0

1. travailler sur [—b; b] permet de s’assurer que F'(b) est fini, alors que F'(a) n’est pas défini a priori

Procédons de méme pour f. Fixons z €] — b; b[. On écrit, pourn € N,

2n+1 f(k)

=2

Comme f(2n+2) (t) < f(2n+2)(t) + f(2n+2)(7t

FEHD () de.

. T (.13 —¢ 2n+1
x F e (z) ourn(a:):/o (%le)'

) < FCn+2)(¢) pourt € [~b;b], il vient que

0 <rp(x) < Ry(zx) n_>—+>oo 0, et donc Son+1(x) n_>—+>00 f(z)
f
ou l'on a posé S, (z Z :1: pourp € N.
k=0
FCR(0) o

Pour conclure, il reste a montrer que Sa, (*) —>n— 400 f (). Puisque la série Z
est convergeante (de somme F'(z)): keN

FEM0) 5,  LFCM(0) o,
el © T2 2ay

(2k)!

5277,( ) S2n 1( ) 0.

n—-+oo

Ainsi, (S2,)nen et (S2n+1)nen sont adjacentes, ce qui implique que Sz, () —n— 400 f(2).

Finalement, S,,(z) — -+ f(2), etl'onaobtenu que

“+o0
_ -~ ()
=> - k
k=0

Vo €] —b;b]

Appliquons ce résultat a l'application f = tan’, en vérifiant que les dérivées d’ordre pair de f

sont positives sur I =] — 7 ; [. Pour cela, montrons par récurrence sur k € N que
P eRy[X] Voel  f®(z) = Py(tan’(z)) > 0.

« Pourk = 0, le polyndme Py = 1 + X convient puisque f = 1 + tan?.
« Soit k € Ntel qu’il existe un polynéme P, € R[X] satisfaisant la propriété. Soitz € I.
Comme () (z) = Py (tan?(x)), on obtient en dérivant deux fois, si v = tan(z),
f(2k+1)(1‘) _
f(2/c+2) (SC) _

2(1+0*) v P(v?) = 2 (v +0°) Py(v?),
2(1+0 +3(1+vH)0?) PL(v?) +2(w+v¥) x 2(1 +v

Prt1(v?)

?)v B (v?)

Le polynéme Py estbien a coefficients positifs (P] et P’ 'étant), ce qui justifie ’hérédité.

Par principe de récurrence, tan’, et donc tan, sont développables en série entieresur|— 7 ; 7.
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[52] THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ LINEAIRE

[Ber17]

ENONCE

THEOREME. [THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ (CAS LINEAIRE)]
Soient I un intervalle de R, A € C(I, M,,(K)) et B € C(I,K"),0un € N*etK = RouC.
A (to,y0) € I x K" fixé, il existe une unique solution y globale au probléme de CAUCHY

{Vtel

y'(t) = A(t) y(t) + B(t)
y(to) = yo -

DEVELOPPEMENT

Dans un premier temps, supposons que [ est un intervalle compact de R.

Soient £ = C(I,K") et - || une norme quelconque sur K". Notons d’une part, par compacité
de I et par continuité de A, que o = sup, ¢ ||| A(t)||| est fini, et, d’autre part, que lespace E est
complet pour la norme infinie || - || associée a || - ||. Considérons l'application :

®: E — E
Yy <tEI»—>yo+/tA(s)y(s)+B(s)d5).

to

et montrons qu’une itérée de ® est contractante. Vérifions par récurrence surp € N que:

V(yr,y2) € B> Vel  ||®P(y)( il U] R TIO
« Pourp = 0,iln’y arien a montrer.

+ Supposons le résultat vrai au rang p € N. Pour y1, 92 € E, il vient:

) [®7(y1)(s) — P (y2)(s)] ds

veel [T (y)(t) — 2P () (1)]| = H/

< [

aPls — talP
S/aX%Hmfyzllmds

to

||ds

)| |97 (y1)(s) — @P(y2)(s

IN

aPtt t

o el [ s = tap s
b: to
p+L ¢ _ ¢, |21

Viel Hq)zﬂrl(yl)(t) p+1 H < al)o

Hyl y2||oov

ou l’on a utilisé inégalité triangulaire dans la premiére inégalité et ’hypothése d’hérédité
dans la seconde. On obtient ainsi la propriété au rang p + 1, ce qui justifie ’hérédité.

Le résultat en découle par principe de récurrence, et on en déduit immédiatement :

p (I)P

aPf
VpeN V(yi,y2) € E? HW@Q—W@M&S*ﬁT*MVWﬁw

ou £(I) est la longueur (supposée finie) de I.

Comme QPM) —po+oo 0, il existe p € N* tel que ®P est strictement contractante. Comme

F est compziet un théoréme de point fixe assure que ® admet un unique point fixe, ou encore
que le probleme de CAUCHY admet une unique solution globale.

Supposons maintenant I quelconque. On sépare la preuve de l’'existence et de 'unicité.

- Existence. Pour toutintervalle J C I compact et contenant g, il existe, par ce qui précéde,
une unique solution y; au probléme de CAUCHY sur J. De plus, si J; et J; sont deux tels
intervalles, alors y 5, ety, sont solutions du probléme de CAucHY sur l'intervalle compact
J1 N Jy contenant ty, donc coincident par unicité sur J; N Js.

On peut alors définir une applicationy : I — Ken posant y(t) = y,(t) pourt € I, ou
J est un intervalle compact contenant ¢ et ¢, (le choix de .J étant arbitraire). La fonction y
est solutiondey’ = Ay + B sur I (puisqu’elle coincide localement avec une solution) et
est telle que y(to) = yo.

Ceci assure l’existence d’une solution au probleme de CAUCHY.

« Unicité. Supposons que y; et y, soient deux solutions du probleme de CAUCHY sur I. Soit
t € R. Choisissant un intervalle J C I compact et contenant ¢ et ¢, les fonctions y; et yo
sont solutions du probléme de CAucHY sur J, donc y; (t) = y2(¢) par unicité de la solution
sur J. Finalement, y; = y2 et on conclut Punicité de la solution sur 1.

COMMENTAIRES

Il faut savoir ce qu’il se passe dans des cas plus généraux ol y est solution de /() = f (¢, y(t))
pourtoutt € I,avec f : I x K® — K" une fonction continue, et globalement ou localement
lipschitzienne par rapport a la seconde variable. Dans le cas global, le résultat persiste, tandis
que dans le cas local, il n’y a plus existence d’une solution globale, mais juste locale, et cette
solution locale reste unique.
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53] THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ (GLOBALEMENT LIPSCHITZIEN)

[Ber17, §3.2, p84]

ENONCE

THEOREME. [THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ (CAS GLOBALEMENT LIPSCHITZIEN)]
Soient I un intervalle de Ret f : I x K* — K" oun € N une fonction continue, et
globalement lipchitzienne par rapport a la seconde variable pour une norme || - || sur K™.
A(to,y0) € I x K™ fixé, il existe une unique solution y globale au probléme de CAUCHY

{Vt el y'(t)=f(t.y)

y(to) = yo -
DEVELOPPEMENT

Dans un premier temps, supposons que I est un intervalle compact de R.
Soit E = C(I,K"). Notons que E est complet pour la norme infinie || - ||, associée a
k > 0 la constante de lipschitziannité de f :

-||- Soit

Viel Y(yy) € (K"  |[f(ty) — Fty2)|| <K llvn — voll.

Enfin, soit IV la norme définie par N (y) = sup,¢||y(t)|| e **=*l poury € E. Lespace E reste
complet pour la norme N par équivalence de N et || - ||, puisque si £(T) est la longueur de I :

VyeE e MDyle < N(y) < [9lloo
Considérons l'application :

d: E —» E
t
y (tGI'—>yo+/f(5,y(S))dS>,

to

et montrons qu’elle est contractante pour V. Soient y1,y> € Eett € I.Onasit > tg:

| @(y1)(t) — (y2) (t)]| e PPl < ) £ (s,91(5)) — f(s,92(s)) || ds e Mol
< k:/t |y1(s) — y2(s)|| ds e~ Flt=tol

t
< kN(y1 _ y2)/ ekls—tol—klt—to| g4

to

t
<kN(y; — yg)/ e k(t=5) g

to

[2(y2) (1) = @(y2) ()] e 710! < N(ys = o) (1 — oM7)

On obtient le méme résultat si t < tg. Il en découle que:
N(d(y) = d(y2)) < (1 —e MD)N(y1 —y2) < Ny — v2) -

Ainsi, ® est strictement contractante pour (E, N).

Par un théoréme de point fixe, ® admet alors un unique point fixe.
En d’autres termes, le probléme de CAUCHY admet une unique solution sur I.

V(y17y2) € E2

Supposons maintenant I quelconque. On sépare la preuve de l’existence et de 'unicité.

« Existence. Pour toutintervalle J C I compact et contenant g, il existe, par ce qui précede,
une unique solution y; au probléme de CAuCHY sur J. De plus, si J; et J, sont deux tels
intervalles, alors y 7, ety , sont solutions du probleme de CAUCHY sur 'intervalle compact
J1 N Jy contenant ¢y, donc coincident par unicité sur J; N Js.

On peut alors définir une application y : I — Ken posant y(t) = y;(¢) pourt € I, ou
J est un intervalle compact contenant ¢ et ¢, (le choix de .J étant arbitraire). La fonction
y est solution de ¢/ (t) = f(t, y(t)) pour tout ¢t € I (puisqu’elle coincide localement avec
une solution) et est telle que y(to) = yo.

Ceci assure l’existence d’une solution au probleme de CAUCHY.

« Unicité. Supposons que 7 et y5 soient deux solutions du probleme de CAucHYy sur I. Soit
t € R. Choisissant un intervalle J C I compact et contenant ¢ et ¢, les fonctions y; et yo
sont solutions du probléme de CAucHyY sur J, donc y () = yo(¢) par unicité de la solution
sur J. Finalement, y; = y» et on conclut Punicité de la solution sur I.

COMMENTAIRES

Il faut savoir ce qu’il se passe dans le cas plus général d’une fonction f localement lipschit-
zienne en la seconde variable. Dans ce cadre, on doit introduire la notion de cylindre de sécu-
rité pour montrer 'existence locale de solutions. Lexistence d’une solution globale n’est plus
garantie, mais 'unicité de la solution perdure : grace au résultat local, on vérifie que deux so-
lutions définies sur un méme intervalle coincident sur cet intervalle.
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THEOREME DE FEJER

[QZ13, §IV.111.3, p84-85]

ENONCE

Soit T = R/27Z. Pour n € N, on pose D,, le noyau de DIRICHLET d’ordre n. Puis pour N € N*,
on définit Ky = % Zf:;o D, le noyau de FEJER d’ordre N, et enfin on considéren, pour une
fonction f : T — Cetlorsque celaaunsens,on(f) = fx Kn.

THEOREME. [THEOREME DE FEJER]

« Sif € C(T), alors |lon ()], < Ifllec pour N € N*etlimy oo |lon(f) = f]| =
« Si f € LP(T) pourunp € [1;+oc, alors ||ch(f)||p < |Ifll, pour N € N* et on a que
imy s toollon(f) = fll, = 0.

DEVELOPPEMENT

Soit f € C(T).Pour N € N*,ona |lon (f)|

1
Exh=— | K
K l1 27r/T ~(t)

ou 'on a utilisé la positivité de K et les propriétés des noyaux de DIRICHLET.

= [[f*ENlloo < Iflloc-1EN[1 = [[f]loc comme

S DO AR

n=0

Introduisons lapplication, appelée module de continuité de f, définie par
w:dERL — sup{|f(u) — f(v)| (u,v) € R%et|v —u| < 5}.

Lapplication w est a valeurs dans R par uniforme continuité de f.

Soitd > 0.Pourz € Tet N € N* on a, en utilisant 'égalité [ Kn(t
triangulaire et le fait que supy; c(s ., Kn (t)

)dt = 1, linégalité
1 .
< Nsinz(%) .

G =ont)@)| = | [ 100 - 12— 0) vty

g%(/ﬂi{(m) flxz—1) ‘KN dt+/6<|’tf§($)_

fla—t)| Kn(t) dt)

g21<ww> Kn(t)dt + 2| f ] KN@)&)
a [t] <6 s<|t|<m
(= o)) < wto) +2 e
Il vient finalement I
| f—on(H)||, <w(d) +2m-

Ce raisonnement étant valable pour tout § > 0, on obtient en passant a la limite supérieure :

e T~
N—+oo

<
ol )

Ils’ensuit que imy—s || f — o (f) | o = 0 puisquew(0) = 0 et que, par uniforme continuité

de f,w est continue en 0. En effet! :

Ve>0 39>0 w(d)<e etdonc w<esur]0;6], dol w(0h)<e

Soit désormais f € LP(T). Soit N € N*.

D’aprés 'inégalité de JENSEN appliquée a la densité de probabilité 2 :
1 27

A T —
x € o

lon (f)(2)]” = f(z—t) Kn(t)dt gé%/ﬂﬁu—ﬂfKMﬂ&.
0

Le théoreme de FUBINI-TONELLI assure alors que :

1
P
e

2 2 27
( / o — t)!”dw) Kn(tydi=|fI2 2 [ Kytyde= | I
0 0 27 Jo

lon ()|

Enposantg:t € R+ || f —7f|}, ol 7; est lopération translatée par ¢, on obtient de méme:

2 27
Hf—UN Hp_ 472 (/0 ‘f(x)_ﬂx—t)‘pdx)KN(t)dt
= o 02” Kn(t)g(t)dt = on(g)(0) par parité de K.

En admettant que g est continue, le premier point donne limpy _, oo |[[on (f) —

f”p:O-

COMMENTAIRES

Pour prouver la continuité de 'application g, on procede en trois étapes :

« d’abord, on justifie qu’il suffit de montrer la continuité 0,
« ensuite, on utilise le théoréme de convergence dominée pour le montrer pour f € C(T),
« enfin, on invoque la densité de C(T) dans L? pour conclure?.

1. w(0T) est bien définie puisque w est croissante
2. plus généralement, le résultat est vrai sur LP (R%) et on passe alors par des fonctions C.(R%)
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55| THEOREME DE SARD

[FGNO7, §4.28, p253]

ENONCE

LEMME 1. Pour tout ouvert U de R, il existe une famille dénombrable d’intervalles ouverts
(Uy)ier disjoints et tels que
v=JU;.

el

THEOREME. [THEOREME DE SARD]
Soit f : R — R une fonction de classe C*.
Si C désigne l’ensemble des zéros de f’, alors f(C') est de mesure nulle.

DEVELOPPEMENT

Commencons par le lemme.
Soit U un ouvert de R. On peut considérer la décomposition de U en composante connexes : il
existe un ensemble I et des ensembles connexes (U;);¢r tels que

v=Ju.

iel

Vérifions que la famille (U;) ;< convient.

« Déja, pourtouti € I, ’ensemble U; est connexe donc est un intervalle de R.

+ Ensuite, comme U est ouvert, les (U;);cs sont ouverts.
En effet, soient I € Tetx € U;. Ilexistee > Otelque]z — ;2 + £[C U. Lensemble
U;Ulz — €;x + ¢] est un connexe (non vide) de U contenant U;. Etant donné que U; est
le plus grand connexe de U contenant z, cet ensemble est inclus dans U;, ou encore |z —
e;x 4 €[C U;. Ainsi, U; est ouvert.

« Enfin,sii € I, alors U; ouvert non vide contient un rationnel ¢;. Uapplicationi € I — ¢;
étant injective puisque les (U; )< sont disjoints, 'ensemble I est (au plus) dénombrable.

Ceci prouve le lemme.

Passons au théoreme de SARD. On procéde en deux étapes.

1. Fixons N € N* et posons Iy = [-N; N|.
Etudions f sur Iy en montrant que f(C N Iy) est de mesure nulle.
Soit e > 0. On définit :

A={zely:|f(z) <e}.
Par continuité de f/, ’ensemble A est un ouvert de I;. On peut donc considérer la décom-
position en intervalles ouverts disjoints, notée (4; ) :

A=A

el

Soiti € I.D’aprés 'inégalité des accroissements finis, Uapplication f est e-lipschitzienne
sur A;, si bien que f(A;) estun intervalle de longueur au plus € Leb(4;).
CommeC NIy C AC Iy,ilvientalors:

<) "Leb(f(4;)) < cLeb(A) < eLeb(Iy).
el

Leb(f(C N Iy)) <1@b<f(LJAJ)

i€l

Faisant tendre ¢ vers 0, on obtient que f(C N Iy) est de mesure nulle.

2. Reste a en déduire que f(C') est de mesure nulle.
La suite de mesurables (C'N Iy)yen~ étant une suite croissante, il en est de méme de
(f(C N IN))NGN* , et on obtient par continuité croissante de la mesure de LEBESGUE :

LdﬂfKU)=Ld(NgngfU7mIND:=N£%m¢def«7mL@)=o.

COMMENTAIRES

Ce développement est un peu court, il laisse le temps pour faire des dessins explicatifs au ta-
bleau, notamment pour I'idée principale du développement qui consiste a montrer qu’une dé-
rivée nulle en un point aplatit tout voisinage de ce point lorsque 'on prend son image par f.

On peut conclure en annongant que le résultat est vrai lorsque f’ n’est pas continue, mais c’est
plus difficile a montrer (voir [GT98]).
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THEOREME DE STONE-WEIERSTRASS

[HLO9, Ch1, p26-30]

ENONCE

Soit (X, d) un compact non vide.

I THEOREME. [THEOREME DE STONE-WEIERSTRASS]
Soit H une sous-algébre de C(X, R) séparante et unitaire. Alors H est dense dans C(X,R).

DEVELOPPEMENT

On élimine directement le cas ol X ne possede qu’un élément, le résultat étant alors clair
puisque H contient les fonctions constantes (H étant unitaire). Supposons donc | X| > 2.

1. Commengons par montrer que

I(Pu)nen € RIX]N P, — |-|uniformémentsur[—1;1].

n—-+oo

En effet, définissons (P, ),en par récurrence par

1
Py=0 et VneN Pn+1:P’I’L+§<X2_PT2L)'

Vérifions par récurrence que pour tout entiern,0 < P, < P41 < |- |sur[-1;1].
« Initialisation. Pourn = 0,ona P; = XTZ donc0=Py <P <|-].
+ Hérédité. Si le résultat vrai au rang n,de P,y < |- |ontire P, 4o — P,4q1 > 0Oet

|| = Prya(2) = (|x\ - Pn+1($)) - %(|$\2 — Pn+1(x)2)
= (Jol = Pusa(@)) (1 = 3 (|12l + Pasa(@)) 2 0.

La suite (P,,),en est ainsi croissante et majorée. Elle converge et sa limite h vérifie, pour

Vo e [-1;1]

Vo e [-1;1] 0<h(z)<|z|] et h(z)=h(x)+ %(:f — h(z)?),

soit en fait h = | - |. On a obtenu que (P, )nen converge vers | - | sur [—1;1], et de plus
cette convergence est uniforme d’apres le théoréme de DiINI.

2. Montrons quesi f,g € H, alorsmin(f, g) et max(f, g) sont dans H.
Déja,si h € H, alors |h| € H.En effet,si h # 0, alors P, (1;/—) € H pour toutn €

4l . Al /™~ )
N puisque H (et donc H) est une sous-algebre. Par la convergence uniforme obtenue ci-
dessus, on en déduit que ﬁ € H,puis |h| € H.
Revenonsa f, g € H. Le résultat découle alors de lécriture
max(f,g) = 7f-2|-g +7|f;g| €H et min(f,g) = 7f—2|—g — |f;g| €H.

3. Montrons ensuite que pour z1, 2o € X distincts et oy, s € R fixés

Jue H

u(zy) =a1 et u(zg) =as.

En effet, comme H est séparante, il existe uy € H tel que up(x1) # uo(z2). Le systéme
Aug(z1) +p =01
Aug(w2) + p = az

est donc de CRAMER : il admet une solution (A, ) et u = A, ug + px € H convient.
4. Montrons finalement que H est dense dans C(X, R).

Soit f € C(X,R). Soite > 0. Montrons qu’il existe v € H tel que |[v — flloo < &.

Soitx € X. D’apres le point précédent

Vye X Juy € H

uy(z) = f(z) et uy(y) = f(y).
Considérons alors, pour y € X, l'ouvert (par continuité de u, et de f)
O, ={a' € X:uy(a') > f(z') — €}

contenant z et y. On peut ainsi écrire que X = | 0,, d’ou, par compacité de X,

yeX
IreN <X X=[]O,.
i=1
Posonsalors v, = maxj<;<, Uy, quiestun élément de H par le second point, satisfaisant
vy (z) = f(z) etug(a) > f(2') — e pour tout 2’ € X. Soit alors l'ouvert
Qp = {2’ € X:v,(a) < f(a') + ¢}

contenant z. On en déduit, toujours par compacité et comme X = U,cx ., que

ImeN 3(w)icjcm € X X =[], .
j=1

Reste a poser v = min; <<, vz, qui est encore un élément de H et qui vérifie:
VeeX |u(x) - f(z)|<e v = flls <e.

Le raisonnement étant valable pour tout ¢ > 0, on en déduit que f € H.
Autrement dit, H = C(X,R) et H est dense.

ou encore

COMMENTAIRES

Dans la premiere partie, on utilise le théoréeme de DInI, qu’il faut donc savoir démontrer.

Une extension de ce résultat dans le cas complexe se trouve dans [HL09].
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THEOREME DE WEIERSTRASS

[QZ13, §XIILII.1, p518-519]

ENONCE

THEOREME. [THEOREME DE WEIERSTRASS]
Soient a,b € R avec a < b. Alors R[X] est dense dans C([a; b],C, || - [|so).

DEVELOPPEMENT

[0;1], quitte a dilaterpar¢ € [0;1] — a + (b — a) t.
ntroduisons w le module de continuité de f défini par:

On suppose que [a;b] =
Soit f € C([0;1],R).1
wy:oeRy »—>sup{‘f(u) — f)]: (u,v) € R®et|v —u| < (5}.

L'application wy est a valeurs dans Ry par uniforme continuité de f, et vérifie les propriétés :

(i) wy estcroissante, vérifie w;(0) = 0 et est continue en 0;
(ii) Pourtout A > Oettoutd > 0,onaws(Ad) < (A+1)ws(d).

Utilisons ces propriétés pour montrer le résultat. Pour 2 € [0;1], soit (X; ,);en des variables
aléatoires i.i.d. de loi B(z), puis posons S,, , = > . | X; , pour n € N*. D’aprés le lemme de
transfert, on peut définir, pour n € N*, le ne polynéme de BERNSTEIN par

V€ [0;1] l%xfﬂx)::E[f(sz@)}::;§%<Z)a$(l—qﬂ"_kf(z)7

Montrons que By, (f) —#n—+o0 f uniformément sur [0;1] en majorant || f — B,(f)|| 0:1]
par le module de continuité w. Soientz € [0; 1] etn € N*. Il vient d’abord

- Bl = [0 - 1(2)]| < 8[| 0 - 1(222) | < B (Jo - 222 )]

<21l S o ()] = (o viele - S ()

par les propriétés de wy. Or, d’apres I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ :
n,xr

o Sox] <t ce[(eo- S2e)] —uf(e- S22)'

puis, étantdonnéquex — % estcentrée etqueles (X

i.z)ien sontindépendantes, on calcule:

el R R

si bien que finalement || f — B,.(f)||

3w (\f) Le résultat en découle par la pro-
priété (ii), avec également un controlede[l

a V|tesse de convergence par le module de continuité.

Vérifions les propriétés de wy.
(i) Lalimitewy(0T) est bien définie puisque wy est croissante. De plus:

Ve>0 36>0 ws(d)<e etdonc wy<esur]0;d8], dol ws(0F)<e.

(i) Soient A > 0etd > 0.Siu,v € Rsonttelsque |v —u| < Adetu < v, alors il existe?
m < A+ 1etunesubdivisionu = 2o < 71 < --- < ,, = vde pasinférieurad, et il vient

F0) — f)] < 3 |Flisn) -
1=0

Notons que si f est k- lipschitzienne alorswy < id et la vitesse de convergence des polynémes
de BERNSTEIN est au pire en f Vérifions que cette vitesse est optimale en toute généralité.

()] <mws(8) < (LA +1)ws(8) < (A+1)

wr(d).

Considérons l'application 1-lipschitzienne f : x € [0;1] — |:£ qui vérifiew; =id.Ona:

2l

Sn,l E ’25'”7% —n’
o4 - Eoe

1 1
I5-BulDle oy 2 1801 (3) = B0 (3)| -
—1=31 e;,0U,pouri € N*,; = 2X; 1 —1 ~ R(3).

Notonsque2S,, 1+ —n =371, 2X; 1 5
DefmlssantlavarlablealeatoweY H7 1(14—|\7) on calcule commee? = 1pour] € 1;n]:

Y|:<m>n§( e%)ng\/é n}~|Y|]'

Or, comme les (g;) je[1 ;] SONti.id,

—n)Y| = nE{el(Hu) ﬁ(m)] n <]E[51]+i]E§;L]) ﬁ(m%) .

Jj=2

E“QS 1
Ve

d’ou

E[[25,3—nl] =

E[(an’%
Les (€5) e ;n) étant centrées et de carré 1, ilvient]E{(2Sn’% — n)Y} = iy/n, puis finalement
1 n 1 1 1
- By, 00, [051] = 54/ = = =— — -
I = BulDlleo 2 /2 = 52= = sz ()

COMMENTAIRES

Le résultat ne peut étre étendu a unintervalle non borné: en effet si (P, ),en € R[X]N converge
uniformément sur R vers f continue, alors c’est une suite de CAUCHY pour la norme infinie, donc
ae > 0fixé, il existe unrang Ny telque || P11 — Prlloo < € pourn > Ny, etalors P, — P, est
un polyndme constant. Il s’ensuite que f = Py, + ZZONO P, 11 — P, estaussi un polynéme.

1. faire un graphique au tableau
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THEOREME DES EXTREMA LIES

[Gou08, §5.2/3, p317/327]

ENONCE

THEOREME. [THEOREME DES EXTREMA LIES]

Soientr,n € N* et f,g1,...,g- : U — R des fonctions de classe C' définies sur un ouvert
U deR". NotonsT' = {x € U:gi(z) = --- = g,(x) = 0}. Si fir admet un extremum local
ena € I etsila famille de formes linéaires (dgy (a), ..., dgy(a)) est libre, alors

I (N)i<icr €RT df(a) = Nidgi(a).
=1

Les réels (\;)1<i<, Sont appelés multiplicateurs de LAGRANGE.

DEVELOPPEMENT

Soita € I" un extremum local de f|r tel que (dgl(a), .. ,dg,,(a)) soit libre.

Notons déja que, nécessairement, r < n, et qu’en cas d’égalité, la famille est une base du dual
de R™ et donc le résultat est évident.

Supposons doncr < n et posons s = n — r > 1. En identifiant R et R® x R", on écrira ses

éléments sous la forme (z,y) = (21, ..., %5, Y1, ..., yr). Onnote a = («, B). La matrice
Iz, 91(a) Oz.91(a) Oy 91(a) 9y, 91(a)
My=| : : :
0z,9-(a) 0z, 9r(a) Oy, gr(a) 8’_’/7*97'(0/)
est de rang r par hypothése de liberté de (d91 (a),..., dgr(a)). On peut en extraire une matrice
carrée de taille r inversible, qui, quitte a renommer les variables, est la matrice
9y, 91(a) 9y, 91(a)
Mz=| :
Oy, Gr (a) 0y, gr (a)

On peut appliquer le théoréme des fonctions implicites a g = (g1, - - - , g-) €n a puisque, par ce
qui précede, gestCt, g(a) = g((, B)) = 0etdag(av, B) estinversible. Il existe donc ¢ de classe
C* telle que g((z,y)) = 0au voisinage de a = («, 3) si et seulement siy = ¢(x), Cest-a-dire
localement (z,y) € I' <= y = ¢(z).

Posons h :  — f(x,p(x)) au voisinage de «. L'application h admet un extremum local en «
puisque (o, p(ar)) = aet (z,¢(z)) € I' au voisinage de ov. Siu :  — (2, p(x)), alors h est
différentiable en o par composition et 0 = dh(a) = df (u(«)) o du(a), soit matriciellement :

1
0= 0 f(@) -+ 0uf(@) 0,f@) -~ 9 F@) |y 0 o
5‘m1<p.7~(a) az.gSéT(a)

aw1 f(a) + E;:l 8$1 Py (a) 8yj f(a)

9z, f(a) + 25:1 O, 0j(a) Oy, f(a)
Ainsi, on obtient que 0 = 9, h(a) = 9, f(a) + 37—, Oz, ;() 9y, f(a) pour touti € [1;s].

Par ailleurs, comme g, (z, ¢(z)) = 0 pour tout k € [1;7], on ade méme:
Vk e 1;r] Vie([l;s] 0=y, 9x(a) + 3271 Ou,pj(c) Dy, gi(a) .

Considérons alors la matrice

9., f(a) Do, f(a) Oy f(a) 9y, 1(a)
Nowm(@ o Geml@) dunla) - ale)
O0igr(a) - Boge(a) Opgra) o Oyg0(a)

donton note les colonnes (C)1<k<x, et leslignes (L;)o<i<,. Par ce qui précéde, les s premiéres
colonnes de M sont des combinaisons linéaires des r dernieres (Cy, = 37, 9x,5(a) Csyj
pour k € [1;s]), donc M estde rangau plus r.

Les lignes de M sont alors liées. Comme par hypothése les r derniéres lignes sont libres, la pre-
miere est combinaison linéaire des autres et

T T

I(\i)i<i<r €R” Ly = Z AiL; ouencore df(a)= Z Aidgi(a) ,
=1 1=1

ce qui conclut l'existence des multiplicateurs de LAGRANGE. Par ailleurs, leur unicité est claire

puisque (dgi(a), .. .,dgr(a)) est une famille libre.

COMMENTAIRES

Il faut faire un joli dessin pour expliquer U'intuition, en prenant par exemple pour I la sphére
unité et pour f une application linéaire.
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THEOREMES D’ABEL ET TAUBERIEN FAIBLE

[Gou08, §4.4, p252-254]

ENONCE

Soit (an)neN S (CN.

THEOREME. [THEOREME D’ABEL]
Soitla série entiére f : z — > ., anz™. Onsuppose que le rayon de convergence de f est 1
et que la série de terme général a,, converge. Alors, pour tout o € [0; % |,

—+oo
:E an o A,

li :{1— 0 cD(0,1):p>0,0 € [—a: }
L pm 2 pe” eD(0,1):p>0,0 € [—a;a]
THEOREME. [THEOREME TAUBERIEN FAIBLE]

Soitla série entiére f : z — Zn>0 a,2™. On suppose que le rayon de convergence de f est 1,
que an =n—+o0 o(L) etquiilexiste S € C tel que f(x ) oe1— S.
Alors la série de terme général a,, convergeet S = 57 % a,,.

DEVELOPPEMENT

Commencons par montrer le théoréme d’ABeL. Notons S = 5" a,, et fixons o € [0;%2].
Pourn € N,onpose S, = >, _,aretR, =S —S,.Soit z € D(0, 1). Alors pour tout N € N*

N N N-1 N
Z anz" — Sy = Z(R” 1— Ry —1) = Z R,(z"T —1) — Z R.(z"-1)
n=0 n=1 n=0 n=1
N-1 N-1
=S R (" =) —Ry(N = 1) =(2—1) Y Ruz" — Ry(zY — 1)
n=0 n=0

d’otl ’'on obtient en passant a la limite f(z) —

(z—1) Zan

Fixons alorse > 0 puis N € Ntel que |R,,| < ¢ pourn > N

N “+o0

n=0 n=N+1

- 2= 1|
<Ja=1l Y | Ral+eT—

n=0 | |
Prenons désormais z = 1 — pe'? € A, avec p < cos(a)?!. Puisque |z|?2 = 1 — 2pcos(f) + p?,

[z — 1]
1|z

|z —1] 2p 2 2 2
1— |22 ~ 2cos(f) —p ~

= (1+]2])

2pcos(8) — p? 2 cos(a) — cos(a) ~ cos(a)

1. larestriction a A, estici cruciale : on naurait pas cette majoration dans tout D(0, 1) entier (prendre § — +3)

Choisissons p. > 0 tel que p. ZnN:o |R,| <e.Sip < p,onobtient |f(z) —
Autrement dit, on a obtenu que

|<6+6

cos(a)*

Vz e A, lz -1 <p. = |f(2)_

S|<e+e 2
C

os(a)

Le raisonnement étant valable pour tout ¢ > 0, le résultat en découle.

Passons au théoréme taubérien faible. On note encore S, = >~}'_, ai pourn € N.
Remarquons que pour k € Netz €]0;1[,ona (1 — 2*) = (1 — 2) Zf Olmz < k(1 —z),dou
en posant M = sup, k|ax| (fini par hypothese) :

z) = Zak(l — ") —

“+oo
> ot

VneN Vze€l0;1]

k=n+41
n “+ o0
1S, — f( Z lak|k(1 — z) Z ~|ag|z*
k=1 k=n-+1
SUDsn Klax| X
<(1-2)Mn+ ———— Z x
k=n+1
VneN Vz€]0;1] |Sn—f(x)|§(1—x)Mn+w

n(l —x)

Fixonse €]0;1[. En appliquantenz = 1 — £ an € N* fixé, il vient

k
¥n € N* S,L—f(1_5)’gM€+w
n €

)
d’ou il découle, puisque a, =p— 400 0(%),

dNy € N* ¥n > Ny

Su—f(1-2)| e +1),

or, f(z) —,—1- S donc on peut choisir Ny € N* telque |5 — f(1— £)| < epourn > Ny.
Ainsi, d’apres l'inégalité triangulaire,
Vn > max(No, N1) |Sn — S| <e(M+2).

Ceci étant valable pour tout e €]0; 1], on obtient que (S,,)nen converge et que sa limite est S.

COMMENTAIRES

Penser a faire un dessin de A, en début de développement pour expliquer les passages impor-
tants de la démonstration du théoreme d’ABEL.
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