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Ce document regroupe mes plans de lecons élaborés pendant mon année de préparation de ’Agrégation
de Mathématiques (master M2 FESup de ’ENS Paris-Saclay).

Bien que de nombreux plans soient terminés, il reste beaucoup de travail et certains d’entre eux ne sont
pas détaillés. Par ailleurs, il y a certainement bon nombre d’erreurs et d’imprécisions. A chaque fin de
lecon j’ai essayé de rajouter différents commentaires sur la lecon ainsi que des questions types, qui ont
souvent été prises a la volées et peuvent donc étre imprécises. Certains commentaires concernent des
plans de lecon présentés par d’autres étudiants en classe et sont donc dénués de sens vis-a-vis du plan
associé dans ce document.

En utilisant ce document, veillez a garder a U'esprit que la liste et les intitulés des lecons ont évolué. N’hé-
sitez pas a me signaler toute erreur.
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Premiére partie

Lecons de Mathématiques Générales



GROUPE OPERANT SUR UN ENSEMBLE. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

Soit (G, .) un groupe et X un ensemble.

I. Action d’un groupe sur un ensemble [Rom17, §1.6-1.7, p19-25]

I.A. Action de groupe : double approche et vocabulaire
DEfiNITION 1. [ACTION D’UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE]

On dit que G opére a gauche sur X si on a une application G x X — X, (g,x) — g.x
tellequeVg,h € G,Vx € X, g.(h.x) = (gh).xetVe € X, 1.x = x.

REMARQUE 2.
+ Ilrevient au méme de se donner un morphisme de groupes ¢ : G — &(X) en posant
P(9)(x) = g.x.

« Lorsque Vg, h € G,Vz € X, g.(h.z) = (hg).z, on parle d’action a droite.

EXEMPLE 3.

« G opere sur lui-méme par translation a gauche : g.h = gh.

« G opére sur lui-méme par conjugaison : g.h = ghg~!. On note Int(G) = {Int(g),g € G}
oluInt(g) : h — ghg~!.Onremarque alors que G agit sur tout sous-groupe distingué H
de G par cette opération.

+ G(X) opere naturellement sur X : 0.z = o(z).

I THEOREME 4. [THEOREME DE CAYLEY] G est isomorphe a un sous-groupe de G(G).

DEfiNITION 5. [ORBITES, TRANSITIVITE, fiDELITE]
Soit G opérant sur X.
+ Pourz € X, on appelle orbite de x et on note O(x) l'ensemble G.2 = {g.x |z € X}.
On note O l'ensemble des orbites de X . C’est une partition de X.
« Ondit que l'action est transitive s’il n’y a qu’une seule orbite pour l'action de G sur X,
C’est-a-diresivz € X,0(z) = X.
+ On dit que l'action est fidele si ¢(g) = Id <=

g=ce.

EXEMPLE 6.
« Laction de G sur lui-méme par translation a gauche est transitive et fidele.
« Si H < G agit sur G par translation a droite h.g = gh™!, alors O(g) = gH est la classe a
gauche de gdans G/H.Onnote [G : H] le cardinal des orbites lorsqu’il est fini.
+ G(X) opere transitivement sur X.
+ Restreignons l'action de &,, sur [1,n] a (¢), ol 0 € &,,. Chaque orbite correspond aux
éléments d’un des cycles de la décomposition en cycles disjoints de o.

APPLICATION 7. Soit G un groupe infini et H un sous-groupe de G, distinct de GG et d’indice
fini. Alors G n’est pas simple.

I.B. Les orbites comme outil de dénombrement

On considére . une action de G sur X.

DEfiNITION 8. [STABILISATEUR, ACTION LIBRE, fiXATEUR]

On appelle stabilisateur de z € X le groupe Stab(z) = {g € G| g.x = z}.
On dit que G opére librement sur X si Stab(z) = {e} pourtoutz € X.
Pour g € G,onnote Fix(g) = {x € X | g.x = x}.

PrRoOPOSITION 9. Soitz € X. L'application g € G — g.x € O(x)
L’application quotient est alors une bijection de G/ Stab(z) dans O(x

En particulier, si |G| < 400, 0naVz € X, |O(z)| = [G : Stab(z)] = 5

a pour noyau Stab(x).
)-

|G|
tab(z)|*

Dans la suite de cette partie on suppose G et X finis.

COROLLAIRE 10. [EQUATION AUX CLASSES]
Si |G| < 400, choisissons pour chaque orbite O un représentant x. Alorson a :

> lo1=>

0oe0o 0ec0

el

X| =
X |Stab(zo)|

[Rom17, 85.6, p148-151]
1) lensemble des matrices diagonalisables

APPLICATION 11. [cARDINAL DE D, (F,)]
Soitn € N, q = p" ouppremier,r # 0.Soit D, (F
de[F,. Alors en posant |GLy(F,)| = 1,ona:

>

ni+-+ng=n

GLn(Fy)|

D, (F,)| = I, 1GLn. (F)]
Dn(Fq)l L 1GLn, (Fy)

[AcTION PAR CONJUGAISON] Si G agit par conjugaison sur lui-méme, notons

zol+ Y A9

oed o2 [Zwo(G)l

EXEMPLE 12.
Zn(G) = {g € G|ghg™ = h}.Alors |G| =
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COROLLAIRE 13. [FORMULE DE BURNSIDE]

ﬁ S [Fix(g)|

geG

[Rom17,§1.10, p37]

0] =

APPLICATION 14. On peut colorier les 6 faces (toutes identiques) d’un cube avec 3 couleurs de
57 manieres différentes.

Il. Actions sur les groupes finis

On suppose toujours G de cardinal fini dans cette partie. On pose |G| = n.

Il.A. Résultats généraux [Rom17, §1.1/1.7, p2/25]

THEOREME 15. [THEOREME DE LAGRANGE]
L'ordre de tout sous-groupe de G divise n. En particulier, Uordre d’un élément de G divise n.

THEOREME 16. [THEOREME DE CAUCHY]
Si p est un diviseur premier de n, alors il existe un élément d’ordre p dans G.

Soit p un nombre premier diviseur de n. On noteran = p®m ol p { m.

Cas particulier des p-groupes [Per96, §1.5, p18-20]

DEfiNITION 17. [p-GROUPE, p-SOUS-GROUPE DE SYLOW]

Sin est une puissance de p (m = 1), on dit que G est un p-groupe.

Plus généralement, on appelle p-sous-groupe de SyLow (ou p-SyLow) un sous-groupe de G
de cardinal p®.

APPLICATION 18. [DE LEXEMPLE 12] Le centre d’un p-groupe non trivial est non trivial.

I THEOREME 19. [THEOREME DE SYLOW 1] /l existe au moins un p-SyLow dans G.

I COROLLAIRE 20. /[ existe au moins un sous-groupe de G d’ordre p' pour tout i € [1, a].

THEOREME 21. [THEOREME DE SYLOW 2]
(i) Si H < G estun p-groupe, alors il existe un p-SyLow S tel que H < S,
(i) Les p-SyLow de G sont tous conjugués,

(iii) Notons X le nombre de p-SyLow de G. Alors ¥ | met¥. =1 mod p.

I COROLLAIRE 22. Soit .S un p-SyLow de G. Alors S <1 G <> S est l'unique p-SyLow de G.

APPLICATION 23. Tout groupe d’ordre 63 ou 255 n’est pas simple.

. C.
Lien entre orbites de l'action naturelle et support, décompositions en produits de cycles a sup-
port disjoints

Action par conjugaison : caractérisations des orbites par leur type.

Action sur le groupe G, [Rom17, Ch2, p39]

lll. Applications des actions de groupes en algébre linéaire et

en géométrie

III.A. Actions sur des ensembles matriciels [CG13, Chl/lIl, p2/83]

Soient m,n € N*, K un corps.

DEfiNITION 24. [ACTION DE STEINITZ]
Posons G = GL,,,(K) x GL,(K). On appelle action de STEINITZ l'action :

G X My n(K)
((P,Q), 4)

Les orbites pour cette action sont appelées classes d’équivalence.

— My (K)
— PAQ_l

THEOREME 25. Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang.
Ainsi O = {0, |0 < r <min(m,n)} ot O, = {A € M, »,(K) | rg(A) =r}.

DEfiNITION 26. [ACTION PAR CONJUGAISON]
Les orbites de l’action de G£,,(K) sur M,,(K) sont appelées classes de similitude.

ProposiTION27. DansK = C, M € M,,(K) estdiagonalisable si et seulement si sa classe
de similitude est fermée dans M., (K).

Soit G un groupe et E un C-espace vectoriel de dimension finie.

Actions sur un espace vectoriel [Rom17, Ch6, p179]

DEfiNITION 28. [REPRESENTATION]
Une représentation (linéaire) de G dans E est un morphisme de groupes p : G — GL(E).
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REMARQUE 29. Se donner une représentation de G dans E revient a se donner une action
de groupes de G sur E en posant p(g)(z) = g.z.

EXEMPLE 30. [REPRESENTATION TRIVIALE] p : ¢ — Id g est une représentation de G sur E.

EXEMPLE 31. Si F est de dimension1:
« lesreprésentationsde &,, dans Esontp: o0 — Idgetp: o — (o) ldg.
+ lesreprésentations de Z/27Z dans E sont p : T — Id g et p définie par p(1) = — Idg.
Si E est de dimension 2, les représentations de Z/27Z dans E sont p : T — Idg et p définie

par p(1) = diag(+1, £1) dans une certaine base.

EXEMPLE 32. [REPRESENTATIONS DE PERMUTATIONS]

S, — GL,(C),oc — P, estune représentation de G,, sur C".

Plus généralement, si G est fini de cardinal n et E est de dimension n, soit (e¢4) 4e une base de
E. Alors l'application linéaire p(g) définie par p(g)(e) = e4n pour h € G définit une représen-
tation de G dans F.

lll.C. Applications en géométrie
[Aud06, Chlll/V, p111/360] [Rom17, §3.4.3/6.1, p87/180]

EXEMPLE 33.
Id lidentité,
p larotation d’angle 7 et de centre O,
s lasymétrie d’axe (AB),
sp la symétrie d’axe la droite orthogonale a (AB) passant par O.
On vérifie que ces isométries forment un groupe isomorphe au groupe de KLEIN (Z/27Z)2.

Isométries du plan conservant un segment [A, B] de centre O :

DEfiNITION 34. [DEPLACEMENT, ANTIDEPLACEMENT]
Un déplacement (resp. antidéplacement) est un isomorphisme dont la partie linéaire est
de déterminant 1 (resp. -1).

Soit G groupe fini d’isométries. On note G ses déplacements et G~ ses antidéplacements.

PROPOSITION 35.
« Il existe un point fixe a toutes les isométries de G,
« G7 est cyclique, engendré par une rotation p.
« Si G contient un antidéplacement o, alors [G : Gt] = 2et G~ = oG™*. o est une
réflexion dont ['axe contient le centre de p. Ona G = (o, p).

EXEMPLE 36. Le groupe des isométries du plan préservant un polygone régulier a n sommets
de centre O contient les rotations d’ordre n autour du centre et les n réflexions par rapport aux
droites joignant :

i) nrotations de centre O et d’angle 2™ pour k € [0, n — 1],
ii) msymétries d’axe 2 sommets opposés ou 2 milieux de cotés opposés sin est pair, 1 sommet
et le milieu du c6té opposé si n est impair.

C’est le groupe diédral Ds,,.

APPLICATION 37. D5, s’injecte naturellementdans GL,(C), envoyantlarotation d’angle 27 /n

et la symétrie sur
1 0
) «o=(6 %)

=

On a donc une représentation naturelle de Ds,, dans C2.

cos(27/n)
sin(27/n)

—sin(27/n)
cos(27m/n)
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SPEECH

La théorie des actions de groupes permet d’étudier les interactions entre ensembles et ainsi
d’obtenir des propriétés sur le groupe agissant ou l'ensemble sur lequel il agit.
Historiquement, les premiéres opérations apparaissent naturellement en géométrie des l'anti-
quité (rotations, symétries, ...).
Dans la premiére partie, on définit de deux manieres différentes mais équivalentes les actions
de groupes, ce qui offre deux visions différentes. On parle du théoreme de CAYLEY, du vocabu-
laire associé aux actions de groupes. La notion de partitionnement en orbites amene I’équation
aux classes qui posséde de nombreuses applications notamment en dénombrement : on peut
par exemple dénombrer le nombre de matrices inversibles diagonalisables a coefficients dans
un corps fini, proposé en développement, ou encore utiliser la formule de BURNSIDE.
Ensuite, on introduit des résultats généraux des actions sur des groupes finis, avec notamment
le tres utile théoréme de LAGRANGE, et le théoreme de CAUCHY qui constitue une forme de réci-
proque. Puis on parle de lathéorie des p-SyLow, dont le premier théoréme constituera le second
développement.
Enfin la derniére partie se consacre aux nombreux domaines d’applications des actions de
groupes:
« notions de classes d’équivalences et de classes de similitudes dans le cas d’ensembles ma-
triciels,
« représentations de groupes dans le cas d’espaces vectoriels (avec toujours 2 définitions
comme au début),
« groupes isomorphes au groupe d’isométries préservant des figures (polygone a n c6tés et
tétraedre) en géométrie.

COMMENTAIRES

Le produit semi-direct est hors programme, mais trés rentable si on est a 'aise dessus (pour les
groupes diédraux, la géométrie, ...)

Dans la troisiéme partie, il n’y a pas vraiment de lien entre les applications, mais ce n’est pas
grave car les actions de groupes sont des outils. On peut aller plus loin dans la théorie des
représentations : application, transformée de FOURIER (le jury insiste dessus, voir [Pey04]).

QUESTIONS

Q Mise a part les matrices a coefficients réels ou complexes, y a-t-il des exemples naturels de
groupes topologiques?
Q Soit G fini tel que Aut(G) agit transitivement sur G \ {1}. Montrer que Z(G) # {1}.

R La transitivité de l'action implique que les ordres de tous les éléments distinct de 1 sont
égaux, notons o cette ordre commun. Pour p diviseur premier de n = |G|, on a qu’il existe
un élément d’ordre p (théoréme de CAUCHY), donc o = p puis n = p. Ainsi G est un groupe
d’ordre p et on conclut avec 'exemple 12.

Q Calculer |GL,,(F,)|, puis le nombre de sous-espaces vectoriels de dimension r de (F,)™.

R Cela revient a dénombrer le nombre de bases?! de (F,)". En effetsi B = (eq,...,e,) est
une base de (F,)", alors GL,,(F,) — B,M +~— (Mey,...,Me,) ol B est 'ensemble
des bases de ()™ est une bijection.

On a g™ — 1 choix pour le premier vecteur de la base, puis ¢ — ¢ pour le deuxiéme, ..., puis

q" — ¢"~! pour le k-iéme. Finalement: |GL,,(F,)| = [,_, ¢" — ¢* .

Considérons ensuite l'action G£,,(F,) x A, — A, (M,V) — M.V ou A, est l'en-

semble des sous-espaces vectoriels de dimension r. L'action est transitive (penser aux ma-

trices de passage, ...). Calculons Stab(V). En se placant dans la bonne base, on voit que

M € Stab(V) si et seulement si M = ( MOV ]\;U ) oUMy € GL,, My € GL,,_,.
Donc [Stab(V)| = |GL(F)| |G L (F,)| """ et léquation aux classes donne |A,| =
GL.(F,)| / [Stab(V).

BIBLIOGRAPHIE

[Aud06] M. AUDIN : Géométrie. EDP Sciences, 2006.
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1. comptées avec l'ordre des éléments
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GROUPE DES NOMBRES COMPLEXES DE MODULE 1. SOUS-GROUPES DES RACINES DE L’UNITE.
APPLICATIONS.

I. De l’exponentielle complexe au groupe U
I.A. Autour de ’exponentielle [Rud98, Prologue, p1-4] [AF93, §VI.7, p226]

DEfiNITION 1. [EXPONENTIELLE, COSINUS ET SINUS]
On définit les séries entiéres suivantes :

z 2" —1)x2n . —1)ny2n+l

neN

PROPOSITION 2.
(i) exp, sin, cos sont des séries entieres de rayon de convergence infini et sont donc définies
et holomorphes sur C. De plus exp est sa propre dérivée,
(i) Pourtout z € C, on aexp(iz) = cos(z) + isin(z),
(iii) Pour§ € R, cos(6) et sin(0) sont réels et |e?| = 1.
(iv) exp est un morphisme surjectif de (C, +) dans (C*, x) de noyau iaZ pourun a € R,.
(v) Pour zy, zo € C, exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(z2),

REMARQUE 3. Onnotealors& : R — C*,t — el et m = a/2 (ainsie'™ +1 = 0).
Cette application associe a un angle ¢ 'unique point u de module 1 dont 'angle entre [Ox)
et [Ou) est . On le précisera dans la partie Il A. .

COROLLAIRE 4. [FORMULE DE MOIVRE ET D’EULER]
* Pourn € Netf € R, ona (cos(f) +isin(0))" = cos(nf) + isin(nd).

0 4 o0 0 _  —i

« Pourf € R, onacos(f) = 5= etsin(f) = i

APPLICATION 5. Développement de cos(nf) etsin(nf) par laformule de MoIvRE. Linéarisation
de cos™(0) et sin™(0) par les formules d’EULER. Exemples de cos® (6) et sin(56).

APPLICATION 6. Polyn6me de TCHEBYCHEV.

APPLICATION 7. Calcul des noyaux de DIRICHLET et FEJER :

_ in. _ sin (255) _ 1 gy _ al In|\  sin®(N./2)
Pv= 3 = Tam ¢ Keey = X (0R)e ="ty

n=0 =—

I.B. Legroupe des nombres complexes de module 1 [AF93, §VI1.7/8, p226]

OnnoteraU = {z € C| |z| = 1} le groupe des racines de l'unité, Uy = {e*?™ |p € Q}. Pour
n € N*,on pose U, = {e%'% | k € N*} le sous-groupe des racines n-iémes de l'unité.

EXeMPLE 8. U, U,, Uz, Uy et représentation sur le plan. [VOIR ANNEXE]

PROPOSITION 9.
+ Pourn € N*,U,, C Ug C U sont des sous-groupes de (C*, x) et U, est fini d’ordre n.
« £ : R — U est un morphisme surjectif et induit un isomorphisme R /277 ~ U.
¢ R%Y xU:C* —, (r,u) — r&(u) est un isomorphisme de groupes.

APPLICATION 10. Pourn >2,0na)_ .y w=0.

APPLICATION 11. Résolution de 2™ = 2, pourun zg € C.

PROPOSITION 12.
(i) Tout sous-groupe de U est soit discret, soit dense dans U. De plus les seuls sous-groupes
discrets sont les (Uy, ) nen.
(ii) Ugq est dense et £q induit un isomorphisme Q/Z ~ Uy.
(i) Les sous-groupes compacts de (C*, x) sont U et les (U, )nen-
(iv) Chaque U, est cyclique et isomorphe a Z/nZ. Les générateurs de U,, sont les racines
n-iémes primitives de [unité : UX = {e2F |k € Zetk An =1},
(V) ¢n U —

. n est un morphisme de groupe continu pourn € Z*, de noyau U,,.

EXEMPLE 13. Racines primitives 2, 3,4, 8-émes de l'unité.

PROPOSITION 14. On note p(n) le cardinal de UX.
« Uy C U, sietseulementsid | n,
° Un = Ud|nU(>j<;

c =2 g P(d):

I REMARQUE 15. u € U, estd’ordre n si et seulement si u? # 1 pourtoutd < ntelqued | n.
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Il. Angles orientés et argument

Il.A. Angles orientés et rotations du plan [Audos, 5111, p73] [Rom17, §4.6, p112]

Notion d’angles orientés, lien avec 'argument d’un nombre complexe

DEfiNITION 16. [ROTATION]
La rotation autour de 0 d’angle 6 est U'application ry : C — C, z — 2E(6).
La rotation autour de @ € C d’angle 6 est 'application g, , : C — C, 2z — a + 19(z — a).

PROPOSITION 17.
rotation autour de 0.

Les rotations sont des isométries. En particulier U est stable par toute

APPLICATION 18. [ROTATIONS PRESERVANT UN POLYGONE A . COTES]

Les rotations du plan préservant un polygone régulier a n c6tés de centre O est un groupe
constitué des n rotations de centre O et d’angle ’“27” pour k € [0,n — 1]. Autrement dit c’est
{z+— 2w|w e Uy,}.

REMARQUE 19. Sil’on rajoute les n symétries d’axe 2 sommets ou 2 milieux de c6tés opposés
sin est pair, 1 sommet et le milieu du c6té opposé si n est impair, on obtient le groupe des
isométries du plan préservant le polygone régulier a n cOtés : c’est le groupe diédral D,,,.

Il. B. Argument continu et logarithme continu sur les ouverts de C*

[Tau06, §5.3, p62]

DEfiNITION 20.  Soit Q un ouvert de C*.
+ Un argument continu sur 2 est une application continue © : 2 — R telle que pour
toutz € Q, 5 =CEo0 O(z).
+ Un logarithme continu sur 2 est une application continue ¢ : @ — C telle que pour
tout z € Q, z = exp of(2).

PropPosITION 21. SoitQ? =C\ R_.
« Il existe un argument continu © sur Q. Si on suppose de plus © a valeurs dans | — m, 7|,
on a alors unicité et on appelle © la détermination principale de 'argument,
« Il existe un logarithme continu sur €.

PROPOSITION 22. Soit Q un ouvert connexe de C et £ : Q — C. Alors on a équivalence :
s Il existe C € C tel que C + ¢ est un logarithme continu sur <),
« (estune primitive de z — 1/z sur Q.

En particulier, tout logarithme continu sur S est holomorphe.

Ill. Polynomes cyclotomiques

lll.A. Définitions et propriétés
Soit n € N*.

[Per96, §3.4, p80]

DEfiNITION 23. [POLYNOMES CYCLOTOMIQUES]
On définit le n-iéme polynéme cyclotomique ®,, € C,,[X] par @, (X) =[] cyx (X — {).

Exemples, ...
PROPOSITION 24,

(i) @, estunitaire de degré p(n) = card({k € [1,n] |k An = 1}).
(i) X™"—-1= ®y. En particulier, sin est premier : ®,, = X™ — 1.
d|n

I PrROPOSITION 25. &, € Z[X].
I THEOREME 26. ®,, estirréductible sur Z et donc sur Q.

I COROLLAIRE 27. Ona [Q[e?7/"] : Q] = ¢(n).

lll. B. Applications [Gou09, p89/93] [FGNO7, p213]

THEOREME 28. [THEOREME DE WEDDERBURN]
Toute algébre a division finie est un corps.

THEOREME 29. [THEOREME DE KRONECKER]
Soit P € Z[X] unitaire tel que toutes les racines de P sont de module inférieur ou égal a 1
et P(0) # 0, alors toutes les racines de P sont des racines primitives de l'unité.

COROLLAIRE 30. [THEOREME DE KRONECKER]
Soit P € Z[X] unitaire et irréductible sur Q. Si toutes les racines de P sont de module
inférieur ou égal a 1, alors P = X ou P = ®;, pour un k € N*,
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IV. Autres applications

IV.A. Représentations linéaires complexes | caractéres d’un groupe abé-

lien fini ? [Rom17, che, p179] [Ser98, Ch2, p23]

Soit G un groupe et E un C-espace vectoriel de dimension finie.

DEfiNITION 31. [REPRESENTATION]
Une représentation (linéaire) de G dans F est un morphisme de groupes p : G — GL(FE).

REMARQUE 32. Se donner une représentation de G dans E revient a se donner une action
de groupes de G sur E en posant p(g)(z) = g.z.

PROPOSITION 33. Lorsque dim(E) = 1 et G estfini, E ~ Cetona p(g)y : U — U pour
toutg € G.

EXEMPLE 34. [REPRESENTATION TRIVIALE] p : ¢ — Id g est une représentation de G sur E.

EXEMPLE 35. Si F estde dimension1:
« lesreprésentationsde &,, dans Esontp: 0 — Idgetp: 0 — (o) Idg.
« les représentations de Z /27 dans E sont p : T — Id g et p définie par p(1) = — Idg.

EXEMPLE 36. [REPRESENTATIONS DE PERMUTATIONS]

S, — GL,(C),0 — P, est une représentation de &,, sur C".

Plus généralement, si G est fini de cardinal n et E est de dimension n, soit (¢,) e une base de
E. Alors l'application linéaire p(g) définie par p(g)(ep) = ey, pour h € G définit une représen-
tation de G dans E.

Caracteres : propriétés des caracteres : somme de racines de 'unité, etc
Table des caractéres irréductibles de Z/nZ : on retrouve des racines n-iemes de 'unité ...

IV.B. Transformée de FOURIER discréte et interpolation polynomiale

[Pey04, §l11.2, p65]
Soit N € N* etw = exp(2inw/N).

DEfiNITION 37. [TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE]
Soit f = (fo,..., fxv—1) € CNTL. On définit la transformée de FOURIER discréte de f par le

vecteur f tel que:

N-1
A 1 ki
\V’k'E[[O,N—l]], fk:ﬁ]g:o fjw !

I PropoOsITION 38. Lapplication f — f est un isomorphisme d’espaces vectoriels de C"
dans lui-méme.

REMARQUE 39. Autrement dit, pour tout (co, . ..,cny—1) € C", il existe un unique polynéme
P=LSN e, X! e Cyn_1[X]tel que pourtoutk € [0, N — 1], 0na P(w) = ;.

COROLLAIRE 40. La transformée de FOURIER inverse discréte de f est le vecteur de j-iéme
< N-1 ¢ 1
coordonnée ", frw"I.

APPLICATION 41. [TRANSFORMEE DE FOURIER RAPIDE]
On peut calculer la transformée de FOuRIER discrete d’un N-échantillon en O(N log(N)) (alors
que la formule initiale donne un O(N?)).
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ANNEXE BIBLIOGRAPHIE
Dessin du cercle unité et racines primitives, polygones réguliers. [AF93]  J.M. ARNAUDIES et H. FRAYSSE : Cours de mathématiques, Tome 1, Algébre. Dunod,
Table de caractéres 1993.

SPEECH [Aud06] M. AuDIN : Géométrie. EDP Sciences, 2006.

Les nombres complexes sont un outil puissant, en géométrie comme en algebre. Leur richesse [FGNOT] S.FRANCINOU, H. GIANELLA €t S. NICOLAS : Oraux X-ENS - Algebre 1. Cassini, 2007.

est en grande partie déterminée par la sphére unité et les propriétés de ses éléments, notam- [Gou09] X.GOURDON : Les maths en téte - Algébre. Ellipses, 2éme &dition, 2009.
ment de ses sous-groupes, interviennent donc fréquemment.
Dans une premiére partie, on reconstruit C a partir de Uexponentielle complexe, cela méne aux | [Per96] D. PERRIN : Cours d’algebre. Ellipses, 1996.
propriétés de linéarisation et aux propriétés de U.

Dans un second temps, on s’intéresse aux déterminations continues d’argument et de loga- [Pey04]  G. PEYRE: Lalgebre discrete de la transformée de FOURIER. Ellipses, 2004.

rithme. o . . ) [Rom17] J.-E. ROMBALDI : Mathématiques pour 'agrégation : Algébre et géométrie. De Boeck,
Ensuite, on regarde les applications en algebre avec les polynomes cyclotomiques et leurs pro- 2017.
priétés.

Enfin, il y a de nombreuses autres applications du groupe des racines de l'unité, nous regar- [ [Rud98] W. RUDIN : Analyse réelle et complexe. Dunod, 2¢me édition, 1998.
dons leur réle dans les représentations linéaires complexes, puis dans les questions autour de

la transformée de FOURIER discréte, qui permet des multiplications rapides. [Ser98] J.-P. SERRE : Représentations linéaires des groupes finis. Hermann, 1998.

QUESTIONS [Tau06] P. TAUVEL: Analyse complexe pour la Licence 3. Dunod, 2006.

Q Pourquoi sait-on qu’il n’y a pas d’argument continu sur C*?

R Pour le logarithme, on sait que c’est une primitive de z — 1/z, et en intégrant sur un
chemin fermé on ne trouve pas 0.

Q Donner des applications des polynémes cyclotomiques?

Q Soita € [0, 7/2[. Partantde zy = 1, 0n génére x; comme le point d’intersection distinct de
xo du cercle trigonométrique avec la droite passant par z et d’angle « avec la droite (Ox1).
Puis les points zo, x3, . . . sont générés itérativement de maniére similaire : x; 1 est obtenu
comme le point d’intersection distinct de x; du cercle trigonométrique avec la droite pas-
sant par z; et telle que (Ox;) est la bissectrice de x; 1x;T;41. Calculer zy, s, . ... Montrer
que {x;},.y est fini ou dense dans U.

o)

Distinguer selon que «/7 soit commensurable ou non.

Q Peut-on trouver deux dés de lois indépendantes p et v telle que la somme des deux dés
suive une loi uniforme sur [2, 12].

R Supposons que ce soit le cas. On calcule la fonction génératrice de la somme des deux dés
eton obtient g1 o(s) = trs?1=5 = g1(s)ga(s). Ainsi g2 a 0 pour racine double et les
10 autres racines sont Uy, \ {1}, g1 a 0 pour racine simple et des éléments de Uy; \ {1}
conjugués, tout comme g,. C’est absurde puisqu’alors soit g1 a 7 racines et g, en a 5, mais
elles ne peuvent pas avoir chacune 6 racines.
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EXEMPLES DE SOUS-GROUPES DISTINGUES ET DE GROUPES QUOTIENTS. APPLICATIONS.

Soit G un groupe et H un sous-groupe de G.

I. Définitions et premiéres propriétés [Per96, Chi, p9]

l. A.

Définition d’une classe a gauche, ensemble quotient, indice, théoréme de LAGRANGE.

Classes a gauche

Définition groupe distingué, exemples (noyau d’un morphisme....)

Cas des groupes abéliens (réciproque fausse, cf quaternions), sous-groupe distingué équivaut
aréunion de classes de conjugaison

Exemple des sous-groupes d’indice 2 qui sont toujours distingués

Notion de groupe quotient, exemple de Z/nZ

Bijections entre sous-groupes de G contenant H et sous-groupes de G/ H. Exemple des sous-
groupes de Z/nZ.

Sous-groupes distingués [Rom17, §10.1, p277]

I. C.

Groupe caractéristique, caractéristique implique distingué

centre d’un groupe : caractéristique

Commutateurs, groupe dérivé : c’est un groupe caractéristique et G/ D(G) est abélien. C’est le
plus petit sous-groupe distingué pour lequel G/ H est abélien.

Exemples de groupes dérivés pour le groupe symétrique

Normalisateur de H : plus grand sous-groupe de G dans lequel H est distingué.

Liens avec d’autres sous-groupes

l. D.

Propriété universelle du groupe quotient, isomorphisme G/ ker(f) ~ Im(f).
Application au groupe cycliques d’ordre n : isomorphes a Z /nZ, isomorphisme R/27Z ~ U de
’exponentielle, déterminant
Théorémes d’isomorphismes :
+ si H estdistingué dans G, H' est distinguédans G’ et f : G — G’ telsque f(H) C H’,
alorsilexiste f : G/H — G'/H' unique telquen’ o f = fo.
Exemple de u € L(FE) possédant un sous-espace vectoriel F stable : endomorphisme
quotientuy,» [MM16, §11.6, p18]. Exemple de 'opérateur par translation dans L7 laissant
stable les fcts cstes pp : passage au quotient dans L?,
« si H C K sontdistingués dans G : H est distingué dans K, K/H est distingué dans G/H
etG/K ~ (G/H)/(H/K),
« si H est distingué dans G, K < G. Alors H est distingué dans K H, H N K est distingué
dans K et HK/H ~ K/(K N H).

Passage au quotient [Lan14, Ch1.3, p17]

Il. Utilisation des sous-groupes distingués

Il.A. Groupessimples [Per96, Ch1, p9]

Groupes simples. Exemple si G simple non abélien: D(G) = G.

I PropPOSITION 1. Pourn > 5,2, estsimple.

Application : sous-groupes distingués de &,, pourn # 4: {id} , Ay, GS,,.
Un groupe infini possédant un sous-groupe strict d’indice fini n’est pas simple.

II.B. Théorémes de SyLow

On suppose G finid’ordre n.
Soit p un nombre premier diviseur de n. On noteran = p%m ol p { m.

[Per96, §1.5, p18-20]

DEfiNITION 2. [p-GROUPE, p-SOUS-GROUPE DE SYLOW]

Sin est une puissance de p (m = 1), on dit que G est un p-groupe.

Plus généralement, on appelle p-sous-groupe de SyLow (ou p-SyLow) un sous-groupe de G
de cardinal p®.

I THEOREME 3. [THEOREME DE SYLOW 1] / existe au moins un p-SyLow dans G.
I COROLLAIRE 4. [l existe au moins un sous-groupe de G d’ordre p' pour touti € [1,a].

THEOREME 5. [THEOREME DE SYLOW 2]
(i) Si H < G estun p-groupe, alors il existe un p-SyLow S tel que H < S,
(i) Les p-SyLow de G sont tous conjugués,

(iii) Notons Y. le nombre de p-SyLow de G. Alors Y | metX =1 mod p.

I COROLLAIRE 6. Soit S un p-SyLow de G. Alors S <1 G < S est 'unique p-SyLow de G.

APPLICATION 7. Tout groupe d’ordre 63 ou 255 n’est pas simple.
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II.C. Produits direct et semi-direct [Per96, §1.6, p20]

DEfiNITION 8. [PRODUIT DIRECT]
+ Soit G un groupeet N, H < G telsque N, H commutent, NN H = {1} etG = NH.
Alors on dit que G est le produit direct de N par H.
« Soit N et H des groupes. Le produit direct de N et H est le produit cartésien G =
N x H,munidelaloi (n,h).(n', ') = (nn/, hh').

LEMME 9. [LEMME CHINOIS]
Z]mnZ ~7./mZ x Z/nZsi et seulementsim A n = 1.

DEfiNITION 10. [PRODUIT SEMI-DIRECT]
+ SoitGungroupe, N < Get H < Gtelque NNH = {1} etG = NH.Alorsonditque
G est le produit semi-direct de NV par H.
« Soit N et H des groupes et ¢ : H — Aut(N). On définit le produit (n, h).(n/,h') =
(ng(h)(n'), hh')surG = N x H.(G,.) estalors une groupe appelé produit semi-direct
de N par H.OnnoteG = N x4 H.

EXEMPLE1l. &, =2, x Z/27Z et le produit n’est pas direct.
EXEMPLE 12. Groupe diédral

EXEMPLE 13. Contre-exemple : Z/8Z et le groupe des quaternions Hg ne peuvent étre écrits
comme un produit semi-direct non trivial.

PROPOSITION 14. N x4 H est bien un groupe dont N = N x {1y} est un sous-groupe
distingué et H = {15} x H est un sous-groupe, distingué si et seulement si ¢ = 1.

Il.D. Théorie des représentations
[Rom17, Ché, p182] [Ser98, Ch2, p23] [Pey04, §VIII.1.4/VIII.2.1, p228-232]

Caracteres de degré 1. Isomorphisme GTDTG) ~ Gviala projection (par passage au quotient)
Représentation, caractére associé, produit scalaire sur les fonction centrales, caractéres irré-
ductibles : famille orthonormée puis base orthonormée, exemple des groupes abéliens

Cas de la représentation naturelle de G/N par permutation

p représentation de G/N implique p = p o 7 représentation de méme degré, irréductible
si et seulement si p l'est.

Table de caracteres, exemple

Soit G un groupe fini. Soient x1, . . ., X, Ses caracteres irréductibles.

{9 € Glx(g) =x(1)}

[1,7].

APPLICATION 17. Table des caractéres de G,.

LEMME 15.  Soit x associé a une représentation (p, V') de G. Alors ker(p) = ker(x) =

I PROPOSITION 16. Les sous-groupes distingués de G sont de la forme N;cy ker x; ot I C

lll. Legroupe linéaire

FE est un K-espace vectoriel de dimension finie n.

[Per96, ChiV, p95]

Les transvections engendrent SL(E'), sont conjuguées deux a deux dans SL(E) pourn > 3

Centre de GL(F), de SL(E), groupe (spécial) projectif
PSL,,(K) est simple pourn > 3

Suite exacte de PGL,, (K)

Quelques isomorphismes simples

ENS Paris-Saclay - 2018/2019 Antoine BARRIER - https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Page 11 sur 238


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Agrégation - Lecons

103 - Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications.

ANNEXE

Treillis de quelques groupes en soulignant les groupes distingués

QUESTIONS

Q Décomposer GL, (K) en un produit (semi-)direct.

R GL,(K) ~ SL,(K) x K* eton a la suite exacte 1 — SL,,(K) — GL,(K) R+ 1.

Q EtpourZ?

R1—-2Z 575 Z/nZ — 10o01:m+— nm

Q Soit £ un espace affine contenant 0. Décomposer GA ().

R Onmontrequel — T'(£) - GA(E) — GL(E) — 1.

Q Pour les isométries du cube?

R On vérifie que Isom™ (C) x (s) ~ Isom(C) ol s est une symétrie.
Ici le produit est direct car le groupe est abélien.

Q Soit G un groupe d’ordre 300. G est-il simple?

R Ecrivons 300 = 22 x 3 x 52 et regardons les 5-SvyLow. Notons X5 leur nombre. On sait que
Y5 | 12et¥5 = 1 mod 5,donc X5 € {1,6}.Si G est simple, X5 = 6 et G agit sur Xs.
Regardons f : G — &y, ~ Sg. Son noyau ne peut étre G, c’est donc {1} et les 5-sylow
sont distingués : contradiction. Donc G n’est pas simple.
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GROUPES FINIS. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Généralités et outils des groupes finis [Per96, Ch1, po-18]

I.A. Vocabulaire des groupes finis

DEfiNITION 1. [GROUPE, SOUS-GROUPE, MORPHISME, ORDRE]

+ (G, x) est un groupe si G est un ensemble muni d’une loi de composition interne x
associative,admettant un élément neutre 1 et telle que tout élément admet un élément
inversible.

G est dit commutatif ou abélien si zy = yx pourz,y € G.
G est dit fini s’il est de cardinal fini.

« H C G estun sous-groupe de G s'il est stable pour la loi de G et que c’est un groupe
pour la loi induite.

+ ¢ : G — G’ est un morphisme de groupes si G, G’ sont des groupes et si ¢(g192) =
#(g1)$(g2) pour tout g1, g2 € G.

« Pour g € G, on appelle ordre d’un élément g € G le plus petit entier n non nul tel que
g™ =1.0nlenoteo(g) etonal(g)| = o(g).

EXEMPLE 2. Z/nZ,S,, sontdes groupes finis. Lordre de 1 estn, lordre de (aj ay ... ay) est /.

Soit (G, .) un groupe fini d’ordre n € N*.

DEfiNITION 3. [CLASSES A GAUCHE]
Pour H < G,on définit G/H = {gH | g € G} l'ensemble des classes a gauche modulo H.
Onnote [G : H] = |G/H|.

THEOREME 4. [THEOREME DE LAGRANGE]
L'ordre de tout sous-groupe de G divise n. En particulier, Uordre d’un élément de G divise n.

EXEMPLES5. Pourg € G,onao(g) | n.

DEfiNITION 6. [GROUPE DISTINGUE, GROUPE QUOTIENT, GROUPE SIMPLE]
H < G estditdistingué si pour tout g € G, gH = Hg. Dans ce cas, on note alors H <1 G et
on remarque que G/ H est muni naturellement d’une structure de groupe.

EXEMPLE7. Si[G : H] = 2, H estdistingué dans G.

DEfiNITION 8. [GROUPE CYCLIQUE]
G est dit cyclique si G = (g) pour un g € G (on rappelle que G est fini).

I REMARQUE 9. Un groupe cyclique est abélien.

EXEMPLE 10. Le groupe U,, des racines n-iemes de 'unité est cyclique d’ordre n.

DEfiNITION 11. [EXPOSANT D’UN GROUPE]
On note e(G) le PPCM des ordres des éléments de G.

EXEMPLE 12. Si G est abélien, il existe g € G tel que o(g) = e(G).

I.B. Actions de groupes

DEfiNITION 13. [ACTION D’UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE, VOCABULAIRE DES ACTIONS]
On dit que G opére a gauche sur X si on a une application G x X — X, (g,z) — g.w
tellequeVg,h € G,Vx € X, g.(h.x) = (gh).xetVe € X, 1.2 = x.

Pour z € X, on appelle orbite de x et on note O(z) 'ensemble G.z = {g.x |z € X}.On
note O 'ensemble des orbites de X. C’est une partition de X.

On appelle stabilisateur de = € X le groupe Stab(z) = {g € G| g.x = z}.

Pourg € G,onnote Fix(g) = {z € X | 9.z = z}.

EXEMPLE 14. G opére sur lui-méme par conjugaison : g.h = ghg~!. On note Int(G) =
{Int(g), g € G} lensemble des automorphismes intérieurs de G, ot Int(g) : h — ghg~'.
On remarque alors que G agit sur tout sous-groupe distingué H de G par cette opération.

Dans la suite de cette partie on suppose X fini.

COROLLAIRE 15. [EQUATION AUX CLASSES]
Si|G| < 400, choisissons pour chaque orbite O un représentant xo. Alorson a :

XI=Y101= 3"

0oeco 0oeco

G|

[Stab(zo)|

APPLICATION 16. Notons X¢ = {r € X |Vg € G, g.x = v} = {x € X | Fix(z) = G}. Alors
si G est un groupe d’ordre p* ol p est premieret k > 1,0na }XG| = X mod p.

EXEMPLE 17. [ACTION PAR CONJUGAISON] Si GG agit par conjugaison sur lui-méme, notons

G
Zn(G) = {g €Glghg~t= h}.Alors |G| =1Z(G)| + Z |Z|(|G)|
oco||o|>2 "TFO

APPLICATION 18. Le centre d’un groupe d’ordre p” ol p est premier et k > 1 est non trivial.
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I.C.

Soit p un nombre premier diviseur de n € N*. On noteran = p*moup t m.

Sous-groupes de SyLow

DEfiNITION 19. [p-GROUPE, p-SOUS-GROUPE DE SYLOW]

Sin est une puissance de p (m = 1), on dit que G est un p-groupe.

Plus généralement, on appelle p-sous-groupe de SyLow (ou p-SyLow) un sous-groupe de G
de cardinal p®.

I THEOREME 20. [THEOREME DE SYLow 1] /l existe au moins un p-SyLow dans G.

I COROLLAIRE 21. [l existe au moins un sous-groupe de G d’ordre p' pour touti € [1, a].

THEOREME 22. [THEOREME DE SYLOW 2]
(i) Si H < G estun p-groupe, alors il existe un p-SyLow S tel que H < S,
(i) Les p-SyLow de G sont tous conjugués,

(iii) Notons X le nombre de p-SyLow de G. Alors ¥ | met ¥ =1 mod p.

APPLICATION 23. Un groupe d’ordre 40 a 4 éléments d’ordre 5.

I COROLLAIRE 24. Soit S un p-SyLow de G. Alors S <1 G <= S est l'unique p-SyLow de G

APPLICATION 25. Tout groupe d’ordre 63 ou 255 n’est pas simple.

Il. Exemples fondamentaux

Soitn € N* et p un entier premier.

Il.A. LegroupeZ/nZ [Rom17, §1.4, p14-15]

DEfiNITION 26. [LE GROUPE Z/nZ]
En remarquant que nZ est distingué dans Z, on définit le groupe quotient Z/nZ.

I PROPOSITION 27. Z/nZ est cyclique, de générateurs les d tels que d An = 1.

I PROPOSITION 28. Tout groupe cyclique d’ordre n est isomorphe a Z./n’Z.

EXEMPLE 29. Un groupe de cardinal p estisomorphe a Z/pZ.

PrROPOSITION 30.  [Per96, §1.7, p24] On a Aut(Z/nZ) =~
Aut(Z/nZ) est abélien de cardinal p(n).
De plus, Aut(Z/pZ) ~ (Z/pZ)* ~ (Z/(p — 1)Z).

Le groupe G,

(Z/nZ)*. En particulier,

Il. B. [Rom17, Ch2, p39]
DEfiNITION 31. [GROUPE SYMETRIQUE G,,]
On note G,, le groupe des permutations de [1, n].

THEOREME 32. [THEOREME DE CAYLEY]

Si G est d’ordre n, il est isomorphe a un sous-groupe de &,,.

PrRoPOSITION 33. Les familles suivantes engendrent G,, :
« les transpositions (i j))1<i<j<n,
+ les transpositions ((11))2<i<n,
« les transpositions ((i i + 1))1<i<n—1,
« la transposition (12) etlecycle (12 ... n).

supports dlSjOIntS Ce produit est unique a lordre des cycles prés. En part/culler la su:te
(€1,4a,...,0y,) des longueurs des cycles est unique si on impose {1 > ly > -+ > L.

appelle cette suite le type de o.

PROPOSITION 35. [CLASSES DE CONJUGAISONS DE S, ]
Deux permutations de &,, sont conjuguées si et seulement si elles ont méme type.

PROPOSITION 36. [l existe deux morphismes de &,, dans C* : l'identité et le morphisme £
qui envoie toute transposition sur —1.

DEfinITION 37.  On appelle £ lapplication signature. On définit le groupe alterné 21,

‘ PROPOSITION 34. Toute permutation o de &,, se décompose en un produit de cycles a
I comme étant le noyau de £.

I ProposITION 38. Pourn > 5,2, estsimple.

I COROLLAIRE 39. Pourn > 5, les seuls sous-groupes distingués de &,, sont {Id}, 2,, et G,,.
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lll. Applications

lll. A. Constructions de groupes finis [Per96, §1.6, p20]

Idée : a partir des groupes que nous connaissons, créer des groupes finis « plus complexes ».

DEfiNITION 40. [PRODUIT DIRECT]
+ Soit G un groupe et N, H < Gtelsque N, H commutent, NN H = {1} etG = NH.
Alors on dit que G est le produit direct de N par H.
« Soit N et H des groupes. Le produit direct de NV et H est le produit cartésien G =
N x H,munidelaloi (n,h).(n',h') = (nn', hh').

LEMME 41. [LEMME CHINOIS]
Z/mnZ ~7/mZ x Z/nZ siet seulement sim A n = 1.

DEfiNITION 42. [PRODUIT SEMI-DIRECT]
+ Soit Gungroupe, N < GetH < Gtelque NNH = {1} etG = NH.Alorsondit que
G est le produit semi-direct de N par H.
+ Soit N et H des groupes et ¢ : H — Aut(N). On définit le produit (n, h).(n', h') =
(ng(h)(n'), hh')surG = N x H. (G, .) estalors une groupe appelé produit semi-direct
de NparH.OnnoteG = N x4 H.

EXeMPLE43. S, =2, x Z/27 et le produit n’est pas direct.

EXEMPLE 44. Contre-exemple : Z/8Z et le groupe des quaternions Hg ne peuvent étre écrits
comme un produit semi-direct non trivial.

lll. B. Legroupe diédral [Audo6, Ch3/5, p360] [Rom17, §3.4.3/6.1, p87/180]
EXEMPLE 45.
Id lidentité,
p larotation d’angle 7 et de centre O,
s la symétrie d’axe (AB),
sp la symétrie d’axe la droite orthogonale a (AB) passant par O.
On vérifie que ces isométries forment un groupe isomorphe au groupe de KLEIN (Z/27)2.

Isométries du plan conservant un segment [A, B] de centre O :

DEfiNITION 46. [DEPLACEMENT, ANTIDEPLACEMENT]
Un déplacement (resp. antidéplacement) est un isomorphisme dont la partie linéaire est
de déterminant 1 (resp. -1).

Soit G groupe fini d’isométries. On note G ses déplacements et G~ ses antidéplacements.

PROPOSITION 47.
« Il existe un point fixe a toutes les isométries de G,
« G7 est cyclique, engendré par une rotation p.
« Si G contient un antidéplacement o, alors [G : Gt] = 2et G~ = oG™*. o est une
réflexion dont 'axe contient le centre de p. Ona G = (o, p).

EXEMPLE 48. Le groupe des isométries du plan préservant un polygdne régulier a n cotés
de centre O contient : contient les rotations d’ordre n autour du centre et les n réflexions par
rapport aux droites joignant :
i) n rotations de centre O et d’angle ’“27“ pour k € [0,n — 1],
ii) m symétries d’axe 2 sommets ou 2 milieux de c6tés opposés si n est pair, 1 sommet et le
milieu du c6té opposé si n est impair.
C’est le groupe diédral Do,,.

1. C.

Idée : on se donne un groupe fini. Peut-on le décomposer en produits de groupes « faciles » déja
construits?

Classifications [Szp09, §6.VI/6.VII, p254/276-278]

EXEMPLE 49. Pour p premier, un groupe d’ordre p? est isomorphe a Z/p?Z ou a (Z/pZ)*.

PROPOSITION 50. On a équivalence :
« tous les sous-groupes de SyLow de G sont distingués,
« G est le produit direct de ses sous-groupes de SYLOW.

ProPoOsITION 51. Soit G de cardinal pq ot p < q sont premiers.
e siptq—1,G~7Z/pZ x Z/qZ,
esip|q—1,G~Z/pLxZ/qLouG ~ Z/qZ X4 L] pZ, ou ¢ est une action non triviale

deZ/pZsurZ/qZ.

[Per96, §1.7, p27-28]

THEOREME 52. [STRUCTURE DES GROUPES ABELIENS] [Rom17, §1.9, p30]
Supposons G abélien fini d’ordre n. Alors il existe un unique entier £ et une unique suite d; >
dy > -+ > dy d’entiers supérieurs a 2 tels que d; 1 | d; pour touti < £ — 1 et

)4
G~]]z/daz
i=1

EXEMPLE 53. Structures possibles d’un groupe abélien de cardinal 120 ou 600.

APPLICATION 54. En utilisant les propriétés vues dans cette lecon, on obtient une classification
des groupes de petits ordres. Voir le tableau en annexe.
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ANNEXE

Classification des groupes de petits ordres :

n | Groupes de cardinal n (a isomorphisme prés)

1 {1}

2 7)27.

3 7./3Z

4 7./47., (Z,)27,)*

5 7|57

6 7./6Z, Dg

7 Z)7Z

8 7./87,7,/AZ x 7./27., (Z,/27,)3, Ds, Hs
9 7.)9Z, (Z./37.)>

10 7.)10Z, D12

11 7117

15 7.)157Z

21 7.)21Z,7.)77 x 7./37.

25 7.)257, (Z./57.)>

35 Z./357.

36 7./36Z, (Z./6Z)>

39 7./39Z,7./137 x 7./37.

49 7.)497Z, (Z./TZ)*

51 7./517Z
120 | Z/120Z, Z/60Z x Z./27, 7./30Z. x (Z./27)>

Quelques treillis de groupes

SPEECH

La notion de groupe est historiquement fondamentale (géométrie, étude des racines des poly-
nomes,...). Pédagogiquement, c’est la premiere structure algébrique qui apporte une richesse
mathématique. Dans cette lecon, on essaye de construire des groupes de petits cardinaux.
Tout d’abord, quelques rappels de vocabulaire et le théoréme de LAGRANGE qui est un résultat
fondamental. Puis on introduit les actions de groupes qui sont des outils importants en théorie
des groupes, et ménent notamment a ’équation aux classes. La théorie de SyLow, 'étude des
p-groupes, a aussi un réle majeur, car elle permet de donner des informations sur un groupe a
partir de son cardinal. Le premier théoréme de SyLow sera proposé en développement.
Ensuite, on s’intéresse a deux exemples fondamentaux : Z/nZ, avec notamment un isomor-
phisme classique avec les groupes cycliques, et G,,, dont 'intérét de l’étude est appuyé par le
théoreme de CAvYLEY. La simplicité de 2l,, pour n > 5 sera proposée en développement.

Enfin, dans la derniére partie, on regarde comment créer de nouveaux groupes a partir de
groupes simples connus, notamment via les produits (semi)-directs. Le produit semi-direct

nous permet notamment de parler de groupe diédral. Puis inversement on s’intéresse a la clas-
sification des groupes de petits cardinaux.

COMMENTAIRES

Autres références possibles : [Ale99, Com98, Dem09]

QUESTIONS

Q Un groupe d’ordre 12 ou 30 est-il simple?

R Pourn = 12, on a nécessairement 1 ou 4 3-SyLow. S’ily en a 1, le groupe n’est pas simple.
Sinon, ily a 8 éléments d’ordre 3 car les 3-SyLow sont d’intersections {1}, doncil y a un seul
2-SyLowqui contient les 3 éléments restants et 1. Donc le groupe n’est pas simple non plus.
Pour n = 30, c’est similaire.

Q Enumérer les groupes de cardinal 12. Y en a-t-il des non commutatifs?

R Ily a5 groupes de cardinal 12 (a isomorphisme pres). 2 sont abéliens, les autres, comme le
groupe diédral D14, ne le sont pas.

Q Soit H non distingué. Peut-on munir G/H d’une structure de groupe?

Q Tous les sous-groupes de Z sont distingués, est-ce normal?

R Ouicar Z est abélien.

Q Un groupe dont tous les sous-groupes sont distingués est-il abélien?

R Parforcément : prendre 'exemple de Hg!

Q Donner les groupes abéliens de cardinal 120, a isomorphisme pres.

Q Soit H < G, S <1 H un p-SyLow de H. Montrer que S < G.

Q Pourquoi les groupes suivant sont-ils différents : Z /nZ, &,,, Dy, G L, (K)?

Q Soit A est un anneau intégre et G un sous-groupe fini de A*. Montrer que G est cyclique.
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GROUPE DES PERMUTATIONS D’UN ENSEMBLE FINI. APPLICATIONS.

Soit E' un ensemble de cardinal finin € N*,

DEfinITION 1. [G(FE), GROUPE SYMETRIQUE G,,]
On note G(F) le groupe des permutations de E (bijections de F dans lui-méme). Il est de
cardinal n!. On note &,, = &([[1, n]) le groupe symétrique.

1 2 3 n >
o(l) o(2) o@3) ... on) )’

Pouro € G,,,onnote o = <

I PROPOSITION2. OnaS(E) ~ &,
I REMARQUE 3. Ainsi on étudiera dans cette legon uniquement le groupe &,,.

THEOREME 4. [THEOREME DE CAYLEY]
Si G est un groupe fini de cardinal n, G est isomorphe a un sous-groupe de &,,.

I. Legroupe G, : éléments et générateurs

I.A. Orbites et cycles [Rom17, §2.3/2.1, p39]

On consideére 'action naturelle de &,, sur [1,n] : (o, k) — o (k).
Soito € 6, etk € [1,n] fixés.
On note O, (k) = {c%(k) | ¢ € Z} lorbite de k par l'action restreinte a ().

DEfiNITION 5. [SUPPORT D’UNE PERMUTATION]
On appelle support de o ’ensemble Supp(c) = {z € [1,n] | o(z) # z}.

DEfiNITION 6. [(-CYCLE]

o estun /-cycles’iln’y a qu’une unique orbite non ponctuelle et qu’elle est de cardinal £. On
notealorso = (v o(x) ... o“~1(z)) ol x est un élément de l'orbite non ponctuelle.
Lorsque ¢ = 2, on parle de transposition.

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5
52 4 6 1 3)etcz<5 2 1 4 3)'
OnaO,(1) ={1,5},0,(2) = {2} et O,(3) = {3,4,6}.

o n’est pas un cycle mais un produitde 2 cycles: o = (15)(346).c = (15 3) est un 3-cycle.

EXEMPLE 7. Considéronso =

PROPOSITION 8.
« Un {-cycle est d’ordre ¢,
« 2 cycles a supports disjoints commutent,
« Pourog € G ,onaco (iyis ...i) o0 1 = (o(iy)o(ia) ...

o (ie))

EXEMPLE9. (14)(21534)(14)=(24531).

I THEOREME 10. [THEOREME DE CAUCHY] [Rom17, §1.7, p24-25]
Si p est un diviseur premier de n, alors il existe un élément d’ordre p dans G.
l. B.

Générateurs et classes de conjugaisons [Rom17, §2.3-2.4, p42-47]

ProPOSITION 11. Toute permutation de &,, se décompose en un produit de (au plusn — 1)
transpositions.
EXEMPLE12. (431)=(43)(31) = (31)(14).
APPLICATION 13. Les familles suivantes engendrent &,, :
+ les transpositions (1 ¢)2<i<p,
+ les transpositions (17 + 1)1<i<n—1,
+ latransposition (12) etlecycle (12 ... n).

PROPOSITION 14. Toute permutation o de &,, se décompose en un produit de cycles a
supports disjoints. Ce produit est unique a l'ordre des cycles prés. En particulier, la suite
(01,42, ..,¢y) des longueurs des cycles est unique si on impose {1 > o > -+ > {,,. On
appelle cette suite le type de o.

W N

3 5 6 7 8 9 10
2 5

10816 9 >—(1478)(23)(6109).

1 4

EXEMPLE 15. < 4 -
PROPOSITION 16. [CLASSES DE CONJUGAISONS DE & ,,]

Deux permutations de &,, sont conjuguées si et seulement si elles ont méme type.

APPLICATION 17. Le nombre de classes de conjugaison est le nombre de partitions de n.
Calcul du cardinal de la classe de conjugaison associée au type ({1, . .., {,,). Deux calculs pro-
posés, ol l'on note p, = card({i | ¢; = k}):

2 n=2<ti\, _ ¢ 1y a
(E( ¢ >(€Z 1)!) X (kl:[l pk!> T IR, kPepy!
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EXEMPLE 18. Liste des éléments de G5 regroupés par classe.

I PROPOSITION 19. L'ordre de o est le PPCM de son type.

EXEMPLE20. (1478)(23)(6109) estde type (4,2,3) etdoncd’ordre 12.

Il. Autour du groupe alterné

Il.A. Signature et groupe alterné [Rom17, §2.6-2.7, p48]

PROPOSITION 21. [l existe deux morphismes de &,, dans C* : l’identité et le morphisme &
qui envoie toute transposition sur —1.

DEfiNITION 22. [SIGNATURE, GROUPE ALTERNE]
On appelle € l'application signature. On définit le groupe alterné 2A,, = ker .

PROPOSITION 23.
« Eestavaleursdans {—1,1},
« La signature d’un (-cycle vaut (—1)%+1,
«Pouro € &, 0naé(o) = [licicjcn gl)=oli) —

= (—1)%?) o0 (o) est le nombre
d’inversions de o.

I PROPOSITION 24. 2l est un sous-groupe distingué de &, de cardinal n!/2.

I PROPOSITION 25. Pourn > 5,2, est simple.

1. B. Applications a ’étude des sous-groupesde S, [Rom17, Ch2, p39]
I COROLLAIRE 26. Pourn > 5, les seuls sous-groupes distingués de G,, sont {1d}, A, et &,,.

APPLICATION 27. Les sous-groupes d’indice n de &,, sontisomorphesa &,,_1.

I REMARQUE 28. &,, — A, 1o.

PROPOSITION 29. [CENTRE]
« Pourn >3,Z(6,) = {Id},
« Pourn >4, Z(2,) = {1d}.

PROPOSITION 30.
« D(6,) =%,
« D(,) =2, pourn > 5.

[GROUPE DERIVE]

APPLICATION 31. Treillisde &3, &4, A3, Ay, ... [voir annexe]

lll. Applications du groupe symétrique

Ill.A. Déran gements [Rom17, Ch2, p53-55/73]

DEfiNITION 32. Pourn € N*, on appelle dérangement de n une permutation de [1, n] sans
point fixe. On note d,, le nombre de dérangements de n.

(="

I PROPOSITION33. Onad, =n!Y [ _; %/

| COROLLAIRE 34. Le nombre de permutations de &,, ayant exactement r points fixes est

(D) = 2500 GRE

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n ot K est un corps commutatif.

Déterminants [Gou09, §3.5, p134-137]

THEOREME 35. [PROPRIETES DE A, (F)]
L’ensemble A,,(E) des formes n-linéaires alternées de E est un espace vectoriel de dimension
1. Il existe une unique forme n-linéaire alternée égale a 1 sur une base donnée de .

DEfiNITION 36. [DETERMINANT DANS UNE BASE]

Soit B une base de E. On appelle déterminant dans la base B, et on note detg, lunique
forme n-linéaire alternée égale a 1 sur B.

On appelle déterminant de A € M,,(K) le déterminant des vecteurs colonnes de A dans la
base canonique de K™. On le note det(A).

COROLLAIRE 37. [EXPRESSION DE detg]
Soient x1, ..., xz, des vecteurs de E. En notant (x; 1, ..
une base Bde E,ona:

., i n) les coordonnées de x; dans

detg(l‘l, .- - 73311) = Z 5(0-)'731,0(1) X o X Ty o(n)

ceS,
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EXEMPLE 38. Régle de SARRUS : déterminant en dimension 3. [voir annexe]

APPLICATION 39. Ilya plus (resp. moins) de dérangements impairs que de dérangements pairs
dans &, lorsque n est pair (resp n. > 1 impair).

1. C.

Soit K un corps commutatif.

Matrices de permutation et représentation [Rom17, §2.8.3, p56-57]

DEfiNITION 40. [MATRICE DE PERMUTATION]
Pour o € &, on appelle matrice de permutation associée a o la matrice P, définie par

(Po)ij = Lizo(j)-

0 0 O 0 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
EXEMPLE4Ll. Py =1I,etlPi23. ,) = 00 1 0 0
0 0 O 1 0
THEOREME 42. P 60” : QC;(K) est un morphisme de groupe injectif et on a

det(P,) = &E(o).
Autrement dit on a une représentation naturelle de &,, dans K™.

1. D.

Soit K un corps commutatif de caractéristique différente de 2.

Polynomes symétriques [Rom17, §2.8.5, p57-58]

DEfiNITION 43. [POLYNOME SYMETRIQUE]
Onditque P € K[ Xy, ..., X,] est symétrique si:

Vo € GmP(XU(l),...,XU(n)) = P(Xl,...7Xn)

EXEMPLE 44. Les polynémes Sy, , = Zl<i1<i2<~-<ik<n X Xiy .. Xi, (pour0 < k < n)
sont des polyndmes symétriques, appelés polynémes symétriques élémentaires.

THEOREME45. Soit P € K[ X1, ...
Qe K[Xy,...

, X;n] un polynéme symétrique. Alors il existe un polynéme
,Xn] tel que P(Xl, . ,Xn) = Q(Sl,vu ngn, ceey Sn,n)

I REMARQUE 46. Le résultat est en fait vrai en remplacant K par un anneau.

EXEMPLE 47. [Gou09, §2.4, p79] Expressionsde P = X3 + Y3 + Z3 € R[X,Y, Z]etQ =
YX2X3X;3 € R[Xy,...,X,]pourn > 5.

Groupe des isométries préservant une partie de £. Isométries positives/négatives ...
Lisobarycentre est conservé par une isométrie (en particulier un potentiel centre de symétrie).
Bijection isométries positives/négatives.

On se place maintenant dans un espace affine de dimension 3.

Définition d’un polyedre.

Isométries préservant le tétraedre régulier : isomorphe 3 G .

Groupe symétrique et géométrie  [Rom17, §3.4, p84] [CG13, §XII.3, p365]

I THEOREME 48. Tsom(C) ~ &4 x Z/2Z et Isom™ (C) ~ G,.

Lien entre isométries préservant le tétraedre et le cube

COROLLAIRE 49. [FORMULE DE BURNSIDE] [Rom17, §1.10, p37]

1 .
0] = il > IFix(g)]

geqG

APPLICATION 50.
rentes.

On peut colorier les 6 faces du cube avec 3 couleurs de 57 maniéres diffé-
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ANNEXE

Regle de SARRUS, treillis de groupes

SPEECH

Etudier la structure du groupe &,, est intéressant car ce groupe intervient naturellement dans
de nombreuses situations, comme nous allons le voir. De plus, 'isomorphisme canonique
Gpg ~ &, pourtout ensemble F tel que |E| = n et le théoréme de CAYLEY rajoutent de lattrait
pour ce groupe.

Dans une premiere partie, on regarde l'action de groupe naturelle de &,, sur [1,n], on défi-
nit notamment les orbites et on a le théoreme de CAucHY. Cela méne a la décomposition des
permutations en cycle disjoints et aux familles engendrant &,,.

La deuxieme partie s’attaque a l’étude de 'unique morphisme de groupes de &,, dans C non tri-
vial: la signature. Son noyau, 2,,, possede de nombreuses propriétés, on montrera notamment
en développement qu’il est simple pourn > 5.

Enfin on s’attardera sur les différentes applications du groupe &,,, aussi bien pour le dénombre-
ment de dérangements, le calcul de déterminant que pour les polynémes symétriques. Notons
aussi l'utilité de &,, en théorie des représentations et en géométrie.

QUESTIONS
Q Dénombrer les classes de conjugaison de Gg.
Q Montrer qu’il existe un sous-groupe de G4 isomorphe a Z/27 x Z/3Z. Soiti : Z/27 X

7./37 — &g un morphisme injectif. Quelle est la signature de i((1,2))?

R Par exemple, ((12),(345)) estun sous-groupe de S isomorphe a Z/2Z x Z/3Z.

Puis (1, 2) estd’ordre 6 donci((1,2)) estaussid’ordre 6 : c’est soit un 6-cycle, soit un produit
d’un 3-cycle par un 2-cycle. Dans tous les cas, la signature est —1.
On pouvait aussi utiliser le théoréme de CAYLEY pour trouver un sous-groupe isomorphe.

Q Soit G fini. Pour g € G, on pose ¢, :  — gz. Montrer que si |G| = 2n pour n impair, alors
G n’est pas simple.

Q Quelles sont les isométries D préservant un tétraedre régulier?

R D ~ &, puisque qu’en numérotant les sommets, on a directement l'injection. Comme de
plus I'échange de deux sommets (par une symétrie) correspond a une transposition, &, =
({transpositions}) C D.

Q Etpour lesisométries du cube?

R Les isométries positives sont isomorphes a G .
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GROUPE LINEAIRE D’UN ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION FINIE £, SOUS-GROUPES DE GL(FE).
APPLICATIONS.

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n, ou K est un corps commutatif.

I. Introduction au groupe linéaire  [rom17, 55.1, p125] [Per9s, ChIV, p9s]

Définition du groupe linéaire, c’est bien un groupe, exemples : homothéties, rotations

On se raméne a l'étude de G£,,(K) via un isomorphisme, et G£,,(K) ~ GL,,(K)

Proposition : morphisme du déterminant

Proposition u € GL(E) <= keru = {0} <= Im(u) = E <= det(u) #0

Définition de SL(E). Exemple

SL(E) distingué dans GL(E), le groupe quotient étant isomorphe a K*. GL(E) est alors un
produit semi-direct, direct danslecas K = R

Il. Quelques éléments de GL(F)

[Per96, §1V.2, p96]

II.A. Les homothéties

Homothéties, déterminant, « homothétie si et seulement si u stabilise toutes les droites — sta-
bilisateur de l'action de GL(FE) sur les droites

I1.B. Lesdilatations

Définition, propriétés des dilatations de rapport ¢ {0, 1}
Deux dilatations de méme rapport sont conjuguées

II.C. Lestransvections

Définition, définitions équivalentes
Les transvections sont conjuguées (dans SL,, lorsque n > 3)
Formule de conjugaison

IIl. Etude du groupe linéaire

IIl.A. Générateurs [Per96, §IV.2.d, p99]

SL,,(K) est engendré par les transvections, G £, (K) est engendré par les transvections et les
dilatations

Approche matricielle, pivot de GAauss

Applications : groupes dérivés, SL,, (K) est connexe par arcs

Ill. B. Centre et commutateurs [Per96, §IV.2/3/5, p98]

Z(GL,(K)) est lensemble des homothéties, Z(SL,,(K)) est ’ensemble des homothéties de
déterminant 1

Définition de PSL,,(K), PGL,, (K)

Isomorphismes pour de petites valeurs de n avec les groupes de permutation et/ou alterné

. C. Quelques calculs de cardinalité [per9s, §IV.5, p105] [Rom17, §5.6, p148-151]
Cardinaux de GL£,,(F,), SL,(F,), PGL,(F,), PSL, (F,)

APPLICATION 1. [CARDINAL DE D,,(F,)]
Soitn € N, g = p" ou p est premier et r € N*. Soit D,,(F,) 'ensemble des matrices diago-
nalisables de taille n de IF,,. Alors en posant |GLy(F,)| = 1,0na:

gL, (F,
T q\ (Fy)|

D, (F,)| = .. (GL,. (F.)|
Dn(Fq)l L 1GLn, (Fy)

ni+-+ng=n

IV. Groupes orthogonal et unitaire [Per96, §V.4, p123]

On se place en caractéristique différente de 2.

IV.A. Généralités

Forme quadratique g fixé. Définition de O(q), de O (q)

u € O(q) < detu = £1 <= o(u(z),u(y)) = ¢(z,y) ol ¢ associée a q. Equivalence
matricielle.

Exemple de g(z,y) = 2% — 32

Symétrie orthogonale, £, 1 E_, conjugaison

Si g est définie positive, définition réflexion orthogonale, les réflexions orthogonales en-
gendrent O(q). Les renversements engendrent O™ (q).

Centres de O(q), 0 (q)

Groupe unitaire, spécial unitaire pour une forme hermitienne définie positive. Méme caractéri-
sations et diagonalisabilité en base orthonormée

IV. B.

Définition matricielle

Groupe orthogonal euclidien, groupe unitaire
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106 - Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finie F, sous-groupes de GL(F). Applications.

THEOREME 2. [REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ORTHOGONAUX]
Sotu € O, (R). Il existe une base orthonormée B de F telle que

Is
-1
Mp(u) = fu
Ry
. _ _( cos(B) —sin(6)
ous+t+2r=mnetpourl <k<r, R = ( sin(0r)  cos(f) avec ;10 mod .

IV.C. Groupe orthogonal et géométrie de 'espace : les quaternions

[CG13, ChVII, p232]

Groupe des quaternions sous forme matricielle, conjugué, norme d’un quaternion, produit sca-
laire associé, base (1,1, j, k) orthonormée, H = I &+ R, R-espace vectoriel de dimension 4.
On définit SU,(C) = {h € H| N (h) = 1}.

| THEOREMES. OnaSUL(C)/ (L} ~ SO5(R).

V. Topologie [CG13, 11.4/CHVI, p37/201] [Rom17, §5.7/Ch22.3, p151/697]
OnseplacesurlecorpsK =RouC

GL,,(K) est un ouvert dense dans M., (K)

Homéomorphismes

Compacité de O, (R)

Connexités par arcs selon le corps

Décomposition polaire

ANNEXE

Tableau d’actions de groupes de matrices, stabilisateurs, orbites [CG13, §II.E, p62]
GL,.(K) surlesbases vectorielles, O, (K) sur les bases orthonormées euclidiennes, SO,, (K) sur les bases
orthonormées euclidiennes directes, U, (K) sur les bases orthonormées hermitiennes, G £, (K)
Transvections, dilatations

SPEECH

Les espaces vectoriels ont un caractere géométrique trés naturel. On s’intéresse donc a cette
vision géométrique en étudiant le groupe linéaire de ces espaces.
On peut également mettre une topologie sur GL(E) (voir la derniére partie).

COMMENTAIRES

Les trois premieres parties sont des immanquables. Pour le reste on aurait aussi pu aller du
cOté des représentations.

QUESTIONS

Q Déterminer les idéaux bilatéres stricts de M., (K).
R Soit I untelidéal.Soit M € I'\{0}.Soitrlerangde M.Alorsilexiste P, Q telque PM Q™! =
I, donc I,. € I. Par suite toutes les matrices de rang r sont dans I.
Donc I est ’ensemble des matrices derang ry, ... r; pour des entiers rq, ..
Q Soit G C GL,(C) fini. Montrer que ) _,, ., Tr(M) € Z.
R Onapourtout H € G, e Te(HM) =1 Te(HM).
Soitd = |G|. Soit M € G. M? = I,, et X — 1 est scindé a racines simples.

., 1, fixés.
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REPRESENTATIONS ET CARACTERES D’UN GROUPE FINI SUR UN C-ESPACE VECTORIEL. EXEMPLES.

On considere des groupes finis et des espaces vectoriels complexes de dimension finie.

I. Définitions et constructions de représentations
[Rom17, Ch6, p179] [Ser98, Ch1l, p15]

Définition représentation, degré de la représentation

Remarque : on peut reformuler cela en terme d’action de groupes

Exemple : représentation triviale, représentation de degré 1 : morphisme de G dans U
Injection naturelle si G C GL,,(C) Représentations de degré 1 et 2 sur S,,, sur Z/2Z
Représentation naturelle de Ds,, dans GL2(C)

Application : pour tout g, p(g) est diagonalisable

Représentation par permutation, représentation réguliere

Représentation en somme directe

Morphisme de représentation, représentation homomorphique de degré dim (V) dim(W)

Il. Sous-représentations, irréductibilité

[Rom17, §6.2, p182] [Ser98, §1.3/1.4, p17]

Sous-représentation, représentation quotient

Si on a un morphisme de représentation, le noyau est 'image sont des sous-représentations
Représentation irréductible. Exemple des représentations de degré 1. Contre-exemple : repré-
sentation réguliére si |G| > 1

Si G est abélien, les représentations irréductibles sont les représentations de degré 1

Lemme de SCHUR, lemme de MASCHKE

Théorie des caractéres
[Rom17, §6.3/6.4, p186] [Ser98, Ch2, p23]

Ill. A. Caractéres et fonctions centrales

Caractere (irréductible) associé a une représentation (irréductible)

Exemple : en dimension 1 c’est un morphisme de groupes

Exemple : calcul du caractére de la représentation réguliere

Les caractéres sont constants sur les classes de conjugaison, x(g) est somme de racines de
Cunité, xvew = xv + xw

Deux représentations isomorphes ont méme caractere

Introduction de l'espace des fonctions centrales, du produit scalaire

Produit scalaire entre caracteres irréductibles : 1 s’ils sont isomorphes, 0 sinon
Se donner une représentation irréductible revient a isomorphisme prés a se donner un carac-

Orthogonalité des caractéres

tereirréductible

On a un nombre fini de caractére irréductibles, inférieur au nombre de classe de conjugaisons
Nombre d’apparitions d’un caractére irréductible dans une représentation

Deux représentations de méme caractére sont isomorphes

Se donner une représentation revient a isomorphisme prés a se donner un caractére! Len-
sembles des traces suffit a caractériser p : on réduit ’étude des représentations aux caractéres!
|G| = 3", n? (vialareprésentation réguliére), les caractéres forment une base orthonormée des
fonctions centrales. Ily a donc autant de caracteres irréductibles que de classes de conjugaison
Définition d’une table de caractéres, propriétés d’orthogonalité des lignes (pondérées par le
cardinal de la classe!, signifie 'orthogonalité des caracteres), des colonnes

IV. Exemples

IV.A. Groupes cycliques et abéliens [col11, §1.2.4, p250-252] [Rom17, §6.5, p197]

Table des caracteres d’un groupe cyclique
Soit G un groupe abélien fini.

I DEfiniTION 1. L'exposant de G est le plus petitd € N* tel que g¢ = 1 pourtoutg € G.

THEOREME 2. [STRUCTURE DES GROUPES ABELIENS fiNIS]
Il existe un unique entier ¢ et une unique suite dy > dy > - - - > d, d’entiers supérieurs a 2
tels que d; est ’exposant de G, d; 1 | d; pourtouti < ¢ —1letG ~ Hle Z/d;Z.

IV. B.

Ily a autant de classes de conjugaison que de représentations irréductibles : le nombre de par-
titions de n.

Représentations de degré 1 : signature et triviale

Exemple de &3 : caractére associé a 'action sur un triangle. Table des caracteres.

Groupes de permutations [Pey04, §VIII.1.4/VIII.2.1, p228-232]

Soit GG un groupe fini. Soient 1, .. ., x,- ses caracteres irréductibles.

LEMME 3.  Soit x associé a (p,V') représentation de G. Alors ker(p) =
{g€Glx(9) =x(D)}

ker(y) =

I PROPOSITION 4.  Les sous-groupes distingués de G sont les (Nicr ket Xi) 1c[1,0]-

APPLICATION 5. Table des caractéres de &,.

ENS Paris-Saclay - 2018/2019

Antoine BARRIER - https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Page 23 sur 238


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Agrégation - Lecons
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ANNEXE

Tables de caracteres de quelques groupes.

SPEECH

Les représentations font un lien important entre groupes et géométrie.

Dans un premier temps on définit les représentations et comment construire/définir des repré-
sentations a partir d’autres : par exemple la représentation par permutation, ou la construction
en augmentant le degré de la représentation ...

Est-il possible de faire l'inverse, de réduire une représentation ? C’est 'objet de la seconde par-
tie ou l'on introduit la notion de représentation irréductible, sorte de brique élémentaire des
représentations.

Ensuite, on s’intéresse a la théorie des caractéres, qui sont des fonctions centrales, ensemble
qui peut &tre muni d’un produit scalaire pour lequel les caractéres forment une base ortho-
normée, dont découlent de nombreux corollaires de décomposition ... dont la caractérisation
d’une représentation par son caractére!

Dans une derniere partie on s’intéresse aux exemples des groupes cycliques, abéliens, et au
groupe des permutations.

COMMENTAIRES

Il faut maitriser les interprétations géométriques des caracteres (par exemple pour 21,).

QUESTIONS

Q Comment obtient-on la représentation réguliere? Pourquoi est-elle utile?

R C’est une représentation naturellement induite par l'action par translation a gauche de G
sur lui-méme (ou idée des permutations).
Elleal’avantage d’étre fidele, son caractére associé est trés simple puisque x(g) = |G| L=
(attention ce n’est pas le cas de la représentation de permutation ou &,, agit sur [[1, n] etnon
sur lui-méme!). De plus, chaque représentation irréductible est une sous-représentation de
la représentation réguliére, ce qui lui confére un réle important notamment pour montrer
que les caractéres forment une base des fonctions centrales, puis apres obtenir des relations
comme |G| = 3" n? et lorthogonalité sur les colonnes/lignes.

Q Aquoi sert de lemme de SCHUR?

R Le lemme de ScHUR intervient notamment dans I’étude des calculs de produits scalaires,
donc pour montrer que les caractéres sont orthonormés, et 'orthogonalité des colonnes/-
lignes.

Q Retrouver les caractéres de G3 et donner leur interprétations.
Q Soit G un groupe fini possédant 7 classes de conjugaison et pour lequel on connait deux

caractéres:

ol w est une racine 3-ieme de l'unité distincte de 1. Peut-on déterminer la table des ca-
racteres de G? Lordre de G? Le cardinal de chaque classe de conjugaison? Les groupes
distingués?

On complete déja la table par le caractére trivial. Ensuite, on remarque que le produit de
deux caracteres irréductibles est un caractere irréductible lorsque 'un d’entre eux est de
degré 1 (en calculant le produit scalaire, on peut aussi donner la représentation associée),
ce qui permet de compléter la table par 62, 0x et 62! (on pouvait aussi passer au caractére
conjugué, caractere de la représentation duale associée ...)

Par ailleurs on sait qu’il y a 7 caracteéres irréductibles, il n’en manque qu’un :

[C1]Co | Cs| Ca | G5 |C6|Cr

Xtiv | 1 1 1 1 1 111
0 1 1 1 w W | w | wW?
X 2 |-210]| —-1] —-11]1]|1

62 1 1 1 w? w || w
Ox | 2 2] 0| —w | —w?| w |w?

Pyl 2 -2]0]-w?] —wl|w?|w

n a b c

Pour obtenir le dernier caractere, on veut utiliser l'orthogonalité des colonnes. Mais on ne
connait aucune valeur. On sait juste que a € N*! Cela permet alors d’assurer que les quatre
derniéresvaleurs du caractére sont nulles! Puis l'orthogonalité des trois premieres colonnes
donneab = 9,ac = —3,bc = —3, d’ou 'on déduit a = b = 3 puis ¢ = —1. D’ou finalement
le dernier caractere :

En calculant la somme des carrés de la premiére colonne, on obtient que G est d’ordre 24.
Remarquons par ailleurs que pour toute classe C' on a

Vge G lo(g) = (T |x)x(g) = ﬁ > x(Wxlg) = [l Ix(9)l"

X heC X |G‘

Autrement dit [G : C] = >° [x(C)]?. Ce qui permet d’obtenir les ordres des éléments de
chaque classe:
[ C1 [ Co | O | Ca|Cs|Co]Cr
cardinal | 1 [ 1 [ 6 [ 4] 4] 4] 4
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Agrégation - Lecons 107 - Représentations et caracteres d’un groupe fini sur un C-espace vectoriel. Exemples.

On déduit de la table le seul sous-groupe distingué strict : Gg = C; U Co U C3 (unique
8-SyLow).

Ona|G : Gg] =3donc G/Gs ~ Z/37Z et si o ¢ Gg,on aque « est d’ordre une puissance
de 3, disons 3k. Alors 3 = o* est d’ordre 3.

OnaGg N (B) = {e} puisque les éléments de G5 sont d’ordre pairs et ceux de 3 d’ordre 3
(sauf e), et comme |Gs| |8] = 24 et G est distingué, on en déduit que G = Gg % (3).
Reste a étudier Gg. On sait que Gg posséde au moins 3 classes de conjugaison, donc n’est
pas abélien. Il ne peut donc s’agir que de Dg ou de Hi.

Finalement G = Gs x Z/3Z.

Q Une table de caracteres permet-elle d’identifier le groupe en général?

R Non!Legroupediédral Dg etle groupe des quaternions Hg ont la méme table de caractéres,
mais ne sont pas isomorphes!
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EXEMPLES DE PARTIES GENERATRICES D’UN GROUPE. APPLICATIONS.

Sous-groupe engendré par une partie (c’est 'intersection des sous-groupes la contenant), par-
tie génératrice
Exemple du groupe dérivé

I. Casdes groupes abéliens

I.A. Groupes monogeénes et cycliques Le groupe (Z/nZ, +)
[Rom17, §1.4-5/1.9/10.1, p13-19/27/277] [Per96, §1.1/1.7, p10/24]
Groupe monogene, cyclique, monogene/cyclique implique abélien

EXEMPLE 1. (Z/nZ,+) est un groupe cyclique a n éléments engendré par 1.

APPLICATION 2. Tout groupe cyclique a n éléments est isomorphe a Z/nZ.

EXEMPLE3. U, ~ Z/nZ: considérer Z/nZ — U, k —s o7/,

Si G est un groupe, (a) ol a € G estisomorphe a Z ou a Z/nZ pour unn € N*,

I PROPOSITION 4. Lordredek € Z/nZ est 2.

I COROLLAIRE 5. (Z/nZ,+) est engendré par les k tels que k An = 1.

EXEMPLE 6. Z/8Z estengendrépar1,3,5etT.

APPLICATION 7.
« Les sous-groupes d’un groupe cyclique sont cycliques.
+ Si|G| = p, G est cyclique.

DEfiNITION 8. [INDICATRICE D’EULER]
Pourn > 2, on définit ¢ (n) le nombre de générateurs de (Z/nZ, +).

EXEMPLE9. Pourp € Peta € N*,onap(p®) =p*(p—1).

PROPOSITION 10. [SOUS-GROUPES DE 7 /nZ] -
Pour d | n, il existe un unique sous-groupe de Z/nZ d’ordre d, engendré par % et formé des
éléments dont l'ordre divise d.

I ProposITION 11.  Sid | n, Z/nZ contient ¢(d) éléments d’ordre d.

n= de o(d)

APPLICATION 12.

Groupe abélien de type fini, exemple des groupes abéliens finis

Groupes abéliens finis [Ulm12, Ch12, p103]

THEOREME 13. [STRUCTURE DES GROUPES ABELIENS DE TYPE fiNi]

Soit G un groupe abélien de type fini. Alors il existe £,r € N uniques et une unique suite
di > do > -+ > dy d’entiers supérieurs a 2 tels que d; 1 | d; pour touti < ¢ — 1 et
G Tl 2)diZ x 7.

COROLLAIRE 14. [STRUCTURE DES GROUPES ABELIENS fiNIS]
Soit G un groupe abélien fini. Il existe un unique entier £ et une unique suite dy > dy > --- >
de d’entiers supérieurs a 2 tels que dy est l'exposant de G, d; 1 | d; pourtouti < £ — 1 et

G ~TI, 2/d;Z.

EXEMPLE 15. Les groupes abéliens d’ordre 24 sont isomorphes a Z/247,7./127 x 7./2Z. et
(Z/6Z)2 x )27 x 7./21.

REMARQUE 16. Dans le cas d’un groupe fini, on peut trouver des générateurs du groupe en
trouvantun élément d’ordre 'exposant du groupe, puisque 'on montre que d; est l'exposant
de G. Une fois ce premier élément trouvé, on peut se restreindre a un sous-groupe de G et
réitérer l'opération, via la théorie des caracteres.

Il. Groupe symétrique [Rom17, Ch2, p39]

On note &,, le groupe des permutations de n éléments.

II.A. Générateurs

Les cycles engendre &,,. Application : décomposition en produit de cycles a support disjoints
(unique a lordre pres!)

PROPOSITION 17.
transpositions.

Toute permutation de &,, se décompose en un produit de (au plusn — 1)

EXEMPLE18. (431)=(43)(31) = (31)(14).

APPLICATION 19. Lasignature d’un élément o de &,, est déterminée par la parité du nombre
de transpositions intervenant dans une décomposition de o.

APPLICATION 20. Les familles suivantes engendrent &,,

ENS Paris-Saclay - 2018/2019

Antoine BARRIER - https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Page 26 sur 238


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Agrégation - Lecons

108 - Exemples de parties génératrices d’un groupe. Applications.

+ les transpositions (1 7)a<i<n,
+ lestranspositions (i 7 4+ 1)1<i<n—1,
« la transposition (12) etlecycle (12 ... n).

Utilité : petites familles de générateurs : deux éléments suffisent a engendrer le groupe

1. B. Groupe alterné

PROPOSITION 21. [l existe deux morphismes de &,, dans C* : l’identité et le morphisme &
qui envoie toute transposition sur —1.

I DEfinITION 22.  On définit le groupe alterné 2(,, comme étant le noyau de la signature.

PROPOSITION 23.

« Eestavaleursdans {—1,1},

« La signature d’un (-cycle vaut (—1)%+1,

« Pouro € Sp,0na&(0) = [licicjcn %;’(J) = (=1)"®) o0 i(o) est le nombre
d’inversions de o.

I PROPOSITION 24. 2L, est un sous-groupe distingué de &,,. Il est de cardinal n!/2.

I LEMME 25. A, est le sous-groupe engendré par les trois cycles.

I PROPOSITION 26. Pourn > 5,2, est simple.

I COROLLAIRE 27. Pourn > 5, les seuls sous-groupes distingués de &,, sont {1d}, ,, et &,,.

APPLICATION 28. [GROUPE DERIVE]
« D(6,) =2,

« D(,) =2, pourn > 5.

lll. Groupes linéaires/spéciaux

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, ou K est un corps commutatif
Définition du groupe linéaire, de SL(E). Exemple des homothéties

On se raméne a étude de G£,,(K) via un isomorphisme, et G£,,(K) ~ GL,,(K)
Proposition: u € GL(F) <= keru = {0} <= Im(u) = F <> det(u) # 0

lll.LA. Générateursde GL,(K) [Per96, ChiV, p95]

Homothéties, déterminant, u homothétie si et seulement si u stabilise toutes les droites — sta-
bilisateur de l'action de GL(E) sur les droites

Dilatations, propriétés des dilatations de rapport ¢ {0,1}

Deux dilatations de méme rapport sont conjuguées

Transvections, définitions équivalentes

Les transvections sont conjuguées (dans S£,,(K) lorsque n > 3)

Formule de conjugaison

SL,(K) est engendré par les transvections, G £, (K) est engendré par les transvections et les
dilatations

Approche matricielle, pivot de Gauss

SL,,(K) est connexe par arcs

Z(GL,,(K)) est 'ensemble des homothéties, Z(SL,,(K)) est 'ensemble des homothéties de
déterminant 1.

Groupes dérivés

Groupe orthogonal, engendré par les réflexions orthogonales. Groupe spécial orthogonal en-
gendré par les renversements

Déplacement engendré par un nombre pair de réflexions

Groupes dérivés

Application : groupe des quaternions sous forme matricielle, conjugué, norme d’un quaternion,
produit scalaire associé, base (1,1, ], k) orthonormée, H = I &+ R, R-espace vectoriel de di-
mension 4. On définit SU;(C) = {h e H|N(h) = 1}.

Groupe orthogonal/unitaire [Per96, ChVI, p142] [CG13, §VII.3, p232]

| THEOREME29. OnaSUL(C)/ (£} ~ SO4(R).

. C.

Sous-groupe Dy, de O5(R) des isométries préservant un polygone régulier a n sommets.
D, est engendré par la symétrie et la rotation d’angle 27", d’ordres 2 et 4, ce qui donne la liste
des éléments de Ds,,.

Groupe diédral [Aud06, Chlil/V, p360] [Rom17, §3.4.3/6.1, p87/180]

APPLICATION 30. D5, s’injecte naturellementdans GL,(C), envoyantlarotation d’angle 27 /n

et la symétrie sur
—sin(27/n) (1 0
cos(2m/n) ) et 5= ( 0 -1 )

cos(27/n)
R = .
sin(27/n)
Enumérations des isométries positives, des isométries négatives
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ANNEXE

Transvections, dilatations
Groupe diédral

SPEECH

Lintérét des parties génératrices est de réduire I'étude d’un groupe a ses générateurs, ce qui
permet d’obtenir des propriétés de celui-ci, comme par exemple montrer la surjectivité d’'un
morphisme ou la simplicité d’un groupe.

QUESTIONS

Q Que peut-ondiredu groupe G = ((i j),(12 ... n))?

R Regardons l'action de G sur [1,n]. Posons ¢ = (j — i) A n.
Pour o € &, on note P(o) la propriété Vu,v € [1,n],u = v mod { = o(u) = o(v)
mod /.
Les éléments de G vont vérifier cette propriété. En effet P((12)) et P((12 ... n)) sont
vraies, et si P(c) et P(c”’) sont vraies, alors P(c~!) et P(c0’) le sont aussi.
Ainsi P(c) est vraie pour o € G. Or pourn > 3, P((12)) n'est vraie que si £ = 1. Ainsi si
(>1,G #6,,.
Réciproquement si £ = 1, on vérifie que G = &,,.

BIBLIOGRAPHIE

[Aud06] M. AUDIN : Géométrie. EDP Sciences, 2006.

[CG13] P.CALDERO et J. GERMONI : Histoires hédonistes de groupes et de géométries - Tome 1.
Calvage et Mounet, 2013.

[Per96] D.PERRIN: Cours d’algébre. Ellipses, 1996.

[Rom17] J.-E. ROMBALDI : Mathématiques pour l'agrégation : Algébre et géométrie. De Boeck,
2017.

[Ulm12] F.ULMER: Théorie des groupes. Ellipses, 2012.

ENS Paris-Saclay - 2018/2019 Antoine BARRIER - https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/ Page 28 sur 238


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

STRUCTURE ET DUALITE DES GROUPES ABELIENS FINIS. APPLICATIONS.

Soit G un groupe abélien fini d’ordre n.

I. Caractéres des groupes abéliens finis

I.A. Caractéres et liens avec C¢

Définition des caracteres, structure de groupe, GxH~GxH

Exemples des caractéres de Z/nZ, de G,

x est avaleursdans U, x(g~!) = x(g) !, constant sur chaque classe de conjugaison
Prolongement d’un caractére de H < G en un caractére de G

G| =G

[Pey04, Chl, p2]

DEfiNnITION 1. Pour f, g : G — C, on définit le produit scalaire :

> fx)g(x)

z€G

(flg) = \GI

Orthogonalité des caractéres — base orthonormée, expression de f sur la base orthonormée

I.B. Théoréme de structure des groupes abéliens finis
[Col11, §1.2.4, p250-252] [Pey04, §1.2.2, p8]
Bidual R
Lapplication: : G — G, g — (x = x(g)) est un isomorphisme de groupes.

En particulier |G| = |G|

DEfiniTion 2. On appelle exposant de G le plus petit d € N* tel que g% = 1 pour tout

g €aqG.

THEOREME 3. [STRUCTURE DES GROUPES ABELIENS fiNIs]
Il existe un unique entier £ et une unique suite dy > ds > --- > d, d’entiers supérieurs a 2
tels que dy est l’'exposant de G, d;11 | d; pourtouti < ¢ —1letG ~ Hle Z/d;Z.

Corollaire : G ~ G (non canoniquement)
Exemple :ily a 6 groupes abéliens d’ordre 600 a isomorphisme prés.

II. Transformée de FOURIER discréete

Il.A. Définitions et premiers résultats [Peyo04, §11.3, pa4]

DEfiNITION 4. [TRANSFORMEE DE FOURIER DISCRETE] R
Soit f : G — C. On définit le coefficient de FOURIER associé a x € G par cs(x) =

et la transformée de FouriER de f par f : x € G — |G cr(X) =2 4ec F(9)x(9)-

(f1x

PROPOSITION 5. [PROPRIETES DE LA TRANSFORMEE DE FOURIER] A
« La transformée de FOURIER discréte f — f est un isomorphisme de C¢ dans C%,
 Pourf: G — Conaf=3 acr()x= 15 2,eaf0OX
« formule de FOURIER-PLANCHEREL,

- fxg=Ffa

I DEfiNITION 6. On définit H# = {\ € G |Vh € H, x(h) = 1} lorthogonal de H.

I LEMME7. H# ~ CT/?Jestde cardinal |G| / |H|.

PROPOSITION 8. [FORMULE DE POISSON DISCRETE]
Pour toute fonction f : G — C, et pour toutg € G,ona:

> flgh) = |G‘ Z fx

heH xEH#
o || .
En particulier (g = 1), on a Z f(h) = e Z f®)
heH | | xEH#

II.B. Transformée de FOURIER rapide [Per96, §111.2, p65]

Notons G, = Z/NZ ou N = 2P pour p € N*. Soit f € C. On veut calculer efficacement f.
Note : ne considérer que les groupes de la forme G, reste intéressant, par rapport a la transfor-
mée de FOURIER discréte en analyse de signaux.

On adopte justement des notations de transformée de FOURIER en traitement du signal.... c’est
équivalent avec la formulation de la TFD sur un groupe. On verra donc f comme une fonction
de CY.0On note wy = e2i™/N,

Remarque : lalgorithme naif calcule f en O(N?).

Idée : on sépare le vecteur f en 2 vecteurs et la TFD de f se sépare en deux sommes sur ses
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vecteurs de taille n/2.

Définition : si f € CV, on définit foaire, fimpaire € C/2 par foaire(a) = f(2a) et finpaire(a) = ...
Ona f(k) = fpaire(k) + W]:rkfimpaire(k)

On obtient une complexité en O(N In(V)).

Application : calcul du produit de convolution en passant en FOURIER, multiplication rapide de
polynémes

lll. Caractéres des corps finis [Per96, Chll, p27]

Soit p un nombre premier, ¢ = p” une puissance de p (avecr € N*).

Caracteres additifs et multiplicatifs

Exemple : z — (* est un caractére additif de F,, pour tout ¢. Le symbole de LEGENDRE est un
caractere multiplicatif sur F,

¢ genérateur de IF;;. Permet d’obtenir un isomorphisme IF; ~ ﬁ

Application trace : forme linéaire sur IF,, (en tant que IF,,-espace vectoriel)

Caractére additif canonique, générateur de F,

Sommes de GAuss. TDF additive, multiplicative associée ...

On retrouve la loi de réciprocité quadratique en travaillant notamment avec G( (;) , \I/l)

SPEECH

Lintérét de la derniere partie est de voir F, da maniére additive (comme F,-espace vectoriel)
mais aussi de maniére multiplicative (F7). Cela permet de combiner deux types de caracteres.

QUESTIONS

Q Appliquer le théoreme de structure a (Z/56Z)* et (Z/35Z)*.

R Clest bien un groupe abélien (groupe fini d’inversibles). On a ¢(56) = (23 x 7) =
©(8)p(7) = 4 x 6 = 24 donc le groupe est d’ordre 24.
Ona24 = 3 x 23 et le théoréme chinois donne:

(Z/56Z)% ~ (Z)TZ x T/8L)* ~ (Z)TL)* x (Z/8Z)* ~ L/6Z x 1|27 x L.|2Z.
Puis de méme:
(Z/35Z)* ~ (Z)TZ x LJSL)* ~ LJ6Z x LJAZ ~ (Z/2Z)> x Z/3Z ~ Z.]12Z. x Z.)27Z

Sip#2:
(Z/p*Z)" = Z/(p* — p*~")Z

Et
{1} sia=1
(2)2°2)* ~{ 7)2% sia =2
Z)27 x 7)2°"%7  sia >3
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ANNEAUX Z /nZ. APPLICATIONS.

Soitn € N*. On désigne par P ’ensemble des nombres premiers.

I. StructuredeZ/nZ

I.LA. Legroupe (Z/nZ,+)

[Rom17, §1.4-5/1.9/10.1, p13-19/27/277] [Per96, §1.1/1.7, p10/24]

DEfiNnITION 1. Deuxentiers z, y sont dis congrus modulo n siz —y € nZ. C’est une relation
d’équivalence sur Z.On note 7 la classe de z et Z/nZ = {0, ...,n — 1}.

I PROPOSITION 2. (Z/nZ,+) est un groupe cyclique a n éléments engendré par 1.

APPLICATION 3. Tout groupe cyclique a n éléments est isomorphe a Z/nZ.

EXEMPLE4. U, ~ Z/nZ: considérer Z/nZ —s U,,, k —s e2*7/n,

I PROPOSITION 5. Lordrede k € 7./nZ est Th

I COROLLAIRE 6. (Z/nZ,+) est engendré par les k tels que k An = 1.

EXEMPLE 7. Z7/8Z estengendréparl,3,5etT.

DEfiNITION 8. [INDICATRICE D’EULER]
Pourn > 2, on définit p(n) le nombre de générateurs de (Z/nZ, +).

EXEMPLE9. Pourp € P,ona¢(p*) =p*(p — 1) pour o € N*.

PROPOSITION 10. [SOUS-GROUPES DE 7 /nZ] -
Pour d | n, il existe un unique sous-groupe de Z/nZ d’ordre d, engendré par % et formé des
éléments dont l'ordre divise d.

I ProposITION 11.  Sid | n, Z/nZ contient ¢(d) éléments d’ordre d.

APPLICATION 12. n =}, »(d)

THEOREME 13. [STRUCTURE DES GROUPES ABELIENS fiNIS]
Soit G un groupe abélien fini. Alors il existe r > 1let2 < dy | --- | d, uniques tels que
G~I[_,Z/d;Z

EXEMPLE 14. Les groupes abéliens d’ordre 24 sont isomorphes a Z/247,7./127. x 7./27. et
7.)6Z x (Z.)27.)*.

I.B. Lanneau (Z/nZ,+, x) [Rom17, §10.1-3, p277-288] [Per96, §1.7, p24-28]

I PropPOSITION 15. Les idéaux de Z sont les (kZ)en-

DEfiNITION 16. Lensemble des classes modulo n est muni d’une structure d’anneau : on
définit 'anneau commutatif (Z/nZ, +, x).

I REMARQUE 17. Les idéaux de 'anneau Z/nZ sont les sous-groupes du groupe Z/nZ.

APPLICATION 18. Soit A un anneau commutatif unitaire. Il existe un unique entier positif,
appelé caractéristique de A, noté car(A), tel que le sous-anneau premier de A est isomorphe
aZ/ car(A)Z.

PROPOSITION 19. Les inversibles de (Z/nZ,+, x) sont les k tels que k A n = 1. Ils forment
un groupe a (n) éléments.

APPLICATION 20. On a l'isomorphisme (Aut(Z/nZ), o) ~ ((Z/nZ)*, x).

PrROPOSITION21. Z/nZestintégresiet seulement si c’estun corpssi et seulementsin € P.
[Rom17, §11.5, p324-327]

THEOREME 22. [THEOREME CHINOIS]
Sin,m > 1, alors on a lisomorphisme d’anneaux Z/nmZ =~
sietseulementsin Am = 1.

Z/mZ x Z/nZ

I COROLLAIRE 23. Sin = H;;lp;”, alors (Z/nZ)* ~ [;_,(Z/p{"Z)* et on en déduit
p(n) =TIliey o(pi") = [Tima 08" (pi = 1)

I THEOREME 24. Sip € P, ((Z/pZ)*, x) est cyclique.
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Il. Application a Varithmétique dans Z
II.A. Tests de primalité [Rom17, §10.2/11.5-6, p280-282/324-329] [Gou09, §1.4, p34-37]

I THEOREME 25. [THEOREME D’EULER] Soit a € 7Z premier avec n. Alors a*™ =1 mod n.

THEOREME 26. [PETIT THEOREME DE FERMAT]
Soitp € Peta € Ztelsquep{a.Alorsa?~! =1 mod p.

REMARQUE 27. La réciproque est fausse! Par exemple avec 561. En revanche, pour tout
a € Z,onaa? =1 mod p.

DEfiNITION 28. [NOMRE DE CARMICHAEL]
Un entiern > 1 non premier est de CARMICHAELSIVa € Z,aAn =1 = a""' =1 mod n.

I PROPOSITION 29. Un nombre de CARMICHAEL est impair et sans facteur carré.

APPLICATION 30. [ALGORITHME RSA]
Alice veut envoyer un message privé a Bob.

« Bob choisit deux entiers premiers distincts p, g € P et pose n = pq, puis il choisit ensuite
d,e € Ztelsquede =1 mod ¢(n) (onap(n) = (p — 1)(¢ — 1) et il suffit de trouver d
premier a o(n) et son inverse).

« Bob diffuse la clé publique (n, d) a tout le monde et converse la clé secréte (n, ).

« Pour envoyer son message m mod n, Alice envoie le message chiffré M = m? mod n.
« Bob déchiffre le message m = M¢ mod n d’aprés le théoréme d’EULER.

Le succes de cet algorithme réside dans la difficulté de factorisation d’un entier.

I THEOREME 31. [THEOREME DEWILSON] Sin > 2,0onan € P <= (n—1)! = -1 mod n.

II.B. Equations arithmétiques

Soientn, m > 2.

[Rom17, §10.3-4, p283-290]

THEOREME 32. Soita € N*,b € Z.Onnoted = a Anetonécrita = da’ etn = on'.
Léquation ax = b mod n a des solutions entieres si et seulement sié | b et dans ce cas, si
b = OV, les solutions sont les b'z(, + kn' avec k € Z et xj, est une solution particuliére de
a'x=1 mod n'

THEOREME 33. Dans le Théoréme 22, I'isomorphisme est donné par : a mod nm — (a
mod n,a mod m) de réciproque )= : (a mod n,b mod m) — unb + vma mod nm
ou l'on a choisitu,v € Z tels que un + vm = 1.

z=a modn

d’inconnue
z=b mod m

APPLICATION 34. Soita,b € Z et () le systeme d’équations {

r € Z.SinAm =1,alors
« on cherche une relation de BEzouT un + vm = 1 avecu,v € Z,
« on a alors une solution particuliére de . : zy = unb + vma,
+ les solutions de .7 sont les (xg + knm)rez.

z =2 mod 3

2 =14 mod5 sont les (14 + 15k)kez.

EXEMPLE 35. Lessolutionsde {

Il.C. Résidus quadratiques modulo p

[Rom17, §13.6-7, p429-436] [Per96, §3.2, p72-76]
Soitp € P.On note ), le corps Z/pZ, puis F2 = {z? |z € F,, } et F3* = F2 N F%.

I PROPOSITION 36. Sip = 2, alors F2 = ,.. Sinon, on a |F2| = 2L,

APPLICATION 37. Poura,b € F etc € Fy, az® + by? = cadmet des solutions dans FF,,.

On suppose dans la suite p impair.

p—1

ILEMME38. Ona:ceIE‘;;Q:)xz =1

EXEMPLE 39. DansZ/7Z, 2 est un carré mais par 3.

On aimerait savoir rapidement si un entier a donné est un carré modulo p, donc savoirsiz? = a
mod p admet ou non une solution entiere.

DEfiNITION 40. [SYMBOLE DE LEGENDRE]
Soit a € Z, on appelle symbole de LEGENDRE (de a modulo p) 'entier :

a 1 siz?=a mod pestrésolubleetpfa
<) = 0 sipla
p —1 sinon

I PrROPOSITION41. Ona (%) =a"7 mod p pour touta € Z.
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EXEMPLE 42. —1 est un carré modulo p si et seulementsip =1 mod 4.

PROPOSITION 43. (%) = (%ﬁp) pour tout a, k € Z. On peut donc définirz € F, —

%). Clest 'unique morphisme de groupes non trivial de (F, x) vers ({1}, x).

REMARQUE 44. Pour a € Z, le nombre de solutions de z? = a dans F, est 1 + (%)

THEOREME 45. [LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE]
Soient p # q des nombres premiers impairs. Alors (%) (%) = (—1)1%1%1.

2_
PROPOSITION 46. Pour p premier impair, on a (%) = (-5 *. Ainsi 2 est un carré modulo

psietseulementsip =+1 mod 8.

On peut donc calculer (%) pour tout entier n.
EXEMPLE 47. () = (5f7) () = ~-0™% 75 () = = () = - (%) () =
Ainsi 26 n’est pas un carré modulo 307.

lll. Applications aux polyndmes et a la théorie des corps

lll.A. Irréductibilité dans Z[ X ] et Q| X], réduction modulo p

[Rom17, §12.11.4, p381-383] [Per96, §3.3-3.4, p76-85] [FGNO7, §5.16, p188-190]

PROPOSITION 48.  Un polynéme de degré supérieur ou égal a 1 est irréductible dans Z[ X
si et seulement si il est de contenu 1 et irréductible dans Q[ X].

PROPOSITION 49. [CRITERE D’EISENSTEIN]
Soit P = % _,a; X" € Z[X]. Soitp € P.Sip t a,, Vi < r,p | a; et p* { ao, alors P est
irréductible dans Q[ X].

EXEMPLE 50. Sim € Z a un facteur premier sans carré alors X" — m est irréductible dans
Z[X] pour toutn € N.

PROPOSITION 51. Soitp € Pet P =Y/ a; X' € Z[X]. Soit P la réduction de P modulo
p. Siptay, etsi P estirréductible dans F,,[ X, alors P est irréductible dans Q[ X].

EXEMPLE52. X3+4462X2+42433X —67691 estirréductible dans Z[ X], tout comme X? — X —1
pour toutp € P.

DEfiNITION 53. [POLYNOMES CYCLOTOMIQUES]
On définit le n-iéme polynéme cyclotomique ®,, € C,,[X] par @, (X) =[] cpyx (X — O).

I PROPOSITION 54. ®,, € Z[X].
I THEOREME 55. ®,, estirréductible sur Z et donc sur Q.

I COROLLAIRE 56. Ona [Q[e?™/"] : Q] = ¢(n).

lll. B. Corps finis [Per96, §3.2, p72-76] [Rom17, Ch13, p415]
I PrROPOSITION 57. SiK est un corps fini, sa caractéristique est un nombre premierp € P et

son sous-corps premier est isomorphe a I,

CoROLLAIRE 58.  Si K est un corps fini, alors K est un IF,,-espace vectorielou p = car(K), de
cardinal p™ ot n = dimg, (K). De plus, tout sous-corps de K est de cardinal p? pourund | n
et réciproquement pour tout d | n il existe un unique sous-corps de K de cardinal p?.

THEOREME 59. [l existe un corps fini a ¢ = p™ éléments pour toutp € P,n € N*. Il s’agit du
corps de décomposition de X1 — X sur F,, ou de tout autre polynéme irréductible de F,,. Ce
corps est unique a isomorphisme preés.

EXEMPLE 60. [F2[X]/(X? + X + 1) estun corps a 4 éléments de caractéristique 2.

COROLLAIRE 61. Tout corps de rupture d’un polynéme P irréductible sur F,[ X est un corps
de décomposition de P sur F),.
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SPEECH

Lorsque l'on fait de l'arithmétique dans Z, on s’intéresse rapidement a l'arithmétique modu-
laire, C’est-a-dire le reste d’un nombre modulo n. La puissance de larithmétique modulaire
provient surtout des différentes structures de Z/nZ, naturellement héritées de la structure de
Z.

Dans la premiére partie, on quotiente Z par nZ. Tout groupe cyclique est de ce type, et on
connait précisément ses générateurs. En ajoutant la multiplication, on obtient une structure
d’anneau. On peut alors déterminer les inversibles de Z/nZ, ce qui set par exemple pour les
équations arithmétiques. Le cas particulier des corps (n premier) et le théoréme chinois sont
des résultats tres utiles.

Ensuite, on s’intéresse a arithmétique dans Z, avec le théoréme de FERMAT, dont la réciproque
est fausse et les contre-exemples sont les nombres de CARMICHAEL. Les applications en crypto-
graphie sont importantes comme par exemple l'algorithme RSA, mais. De nombreux résultats
sur les équations diophantiennes découlent également de notre étude. Enfin le cas particulier
des corps méne a la loi de réciprocité quadratique afin de savoir rapidement si un nombre est
un carré ou non dans Z /pZ.

Enfin, l'étude de Z/nZ amene des avancées dans d’autres domaines de l’algebre, notamment
des résultats d’irréductibilité de polynomes et la construction de tous les corps finis a partir
d’un polynéme a coefficients dans Z /pZ.

COMMENTAIRES

Pour les tests de primalité et les algorithmes de chiffrement, voir aussi [2é17].
Il faut connaitre :
« les morphismes de groupes de Z/nZ dans Z/mZ s’identifient au groupe Z/(n A m)Z. Si
m | n le seul morphisme d’anneaux de Z/nZ dans Z/mZ est k,, — k,,. Sinon, il n’y a
aucun morphisme,
« les diviseurs de 0 de l'anneau (Z/nZ, +, x) sont les k avec k A n = 1. Les éléments nilpo-
tents forment 'idéal de Z/nZ engendré parp; ... p, oun = p{* ... p2r,
« savoir ce que devient le théoreme chinois si n et m ne sont plus premiers entre eux,
« savoir que la réciproque du théoreme de réduction modulo p pour les polyndmes de Z[ X ]
est vraie : voir pour X4 + 1 dans [Per96].

QUESTIONS

Q Démontrer la proposition 7.

Q Quel est l'ordre maximal d’un élément de (Z/nZ x Z/mZ,+)?

R PPCM(m,n).

Q Quelle est la caractéristique de Z/aZ x 7/bZ pour a,b € N? Etde [ [, o Z/KZ?
R PPCM(a, b) puis 0, bien que [ ], .. Z/kZ « contienne » tous les Z/n’Z.

Q Expliciter 'isomorphisme du théoréme chinois.

Q Résoudrex <=1 mod 3,z =4 mod etz =0 mod 7.

R Ontrouve une relation de BEZouT (3+5— 7 = 1) ou on résout deux systémes puis on ajoute
le troisiéme.

Q Quels sont les nilpotents de Z/nZ?

R Ecrivons n = [[_,p. Sim € [[,_, piZ, alors m est nilpotent d’ordre au plus
maxi <;<, ;. Réciproquement si m est nilpotent alors pour tout 1 < < r,onap; | m.
Attention : étre nilpotent ne signifie pas étre non inversible! Par exemple 2 dans Z/6Z n’est
ni nilpotent, ni inversible.

Q Condition nécessaire pour que P € Z/nZ[X] soit inversible?

Q Soitn > 2 et e premier avec p(n). Montrer que Z/nZ* — Z/nZ*,x —> xz° est une
bijection, et exhiber la réciproque (voir l'algorithme RSA).

Q Soient p,g premiers impairs, ¥ (Z/pqZ)*
{z € (Z/pqZ)* |1 < x < BL}. Déterminer Im(E).

— (Z/pL)* x (Z)qL)* et E =
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121 NOMBRE PREMIERS. APPLICATIONS.

On désigne par P l'ensemble des nombres premiers.

I. Généralités et arithmétique dans Z [Rom17, Ch11, p301]

I.A. Nombres premiers et premiers entre eux

DEfiNITION 1. [ENTIER PREMIER]
p € Nest dit premier (et on note p € P) si p a exactement deux diviseurs positifs 1 et |p|.

REMARQUE 2. (Z,+, x) est euclidien donc principal, ses idéaux sont les (nZ)en. Dire que
p € P c’est dire que pZ est un idéal maximal.

EXEMPLE 3. Les premiers nombres premiers sont 2,3,5,7,9,11,13,17,....Mais6 = 2 x 3
n’est pas premier.

DEfiNITION 4. [ENTIERS PREMIERS ENTRE EUX, DANS LEUR ENSEMBLE]

Deux entiers a et b sont dits premiers entre eux si le plus grand diviseur entierde a etbest 1.
Des entiers (a;);cr sont dits premiers dans leur ensemble si le plus grand diviseur entier de
chacun des (a;);cs est 1.

EXEMPLES. Sip € Peta € N, petasont premiers entre eux si et seulementsip t a.
{6,10, 15} sont premiers dans leur ensemble bien que {6, 10}, {6, 15} et {10, 15} ne soient pas
premiers entre eux.

APPLICATION 6. Deux groupes de cardinaux premiers entre eux sont d’intersection triviale.

I LEMME 7. [LEMME D’EUCLIDE] Toutentiern € Z \ {—1,0, 1} admet un diviseur premier.

THEOREME 8. [DECOMPOSITION EN PRODUIT DE FACTEURS PREMIERS]
Tout entier naturel n > 2 se décompose de maniére unique sous la forme n = pS* ... p%r ou
reN,pr <ps <---<pr €Pet(a)ici<r € (N*)".

EXEMPLE9. 1663200 = 2° x 33 x 52 x 7 x 11.

I.B. Arithmétique [Rom17, Ch8, p231]
DEfiniTION 10.  [PGCD, PPCM] On définit le PGCD (resp. PPCM) d’une famille d’élé-
ments comme le plus grand diviseur (resp. le plus petit multiple) commun a chacun de ses

éléments.

AppPLICATION 11. PGCD(10, 30) = 10, PGCD(2, 15) = 1, PPCM(2, 3,5, 7) = 210.

APPLICATION 12. Calcul des PGCD et PPCM d’une famille d’éléments en fonction de leur
décomposition en produit de facteurs premiers. On pourra introduire les valuations p-adique.

THEOREME 13. [IDENTITE DE BEzouT]

Soitr > 2 et (ai,...,a,) des entiers relatifs. Si 6 = PGCD((a;)1<i<r), alors il existe des
entiers relatifs uy, . . . , u, tels que 22:1 u;a; = 0.

Les (a;)1<i<r SONt premiers entre eux si et seulement si il existe des entiers relatifs uy, . . .
telsque Y, uia; = 1.

7u7‘

LEMME 14. [LEMME DE GAUSS] Soienta,b,c € Z.
(i) Sia|bcetaNb=1,alorsa | c
(i) Sia|bcetbAc=1,alorsa|beta]c

APPLICATION 15. Pourp € Petk € [1,p—1],onap| (7).

I.C. Répartition des nombres premiers

I THEOREME 16. P est de cardinal infini.

APPLICATION 17. Lecrible d’ERATOSTHENE permet de trouver tous les nombres premiers com-
pris entre 2 et un entier n > 2 fixé.

I ProposITION 18. [l existe des segments de longueur arbitraire sans nombre premier.

I THEOREME 19. (admis) Notons T1(n) = card(P N [1, n]). Alors TI(n) /n ~ ﬁ

Il. Tests de primalité

p34-37]

[Rom17, §10.2/11.5-6, p280-282/324-329] [Gou09, §1.4,

I THEOREME 20. [THEOREME D’EULER] Soit a € Z premier avec n. Alors (™ =1 mod n.

THEOREME 21. [PETIT THEOREME DE FERMAT]
Soitp € Peta € Ztelsquept a. Alorsa?~' =1 mod p.

REMARQUE 22. La réciproque est fausse! Par exemple avec 561. En revanche, pour tout
a € Z,onaa? =1 mod p.
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DEfiNITION 23. [NOMRE DE CARMICHAEL]
Un entiern > 1 non premier est de CARMICHAELSIVa € Z,aAn =1 = a""' =1 mod n.

I PROPOSITION 24. Un nombre de CARMICHAEL est impair et sans facteur carré.

APPLICATION 25. [ALGORITHME RSA]
Alice veut envoyer un message privé a Bob.

« Bob choisit deux entiers premiers distincts p, ¢ € P et pose n = pq, puis il choisit ensuite
d,e € Ztelsquede =1 mod ¢(n) (onay(n) = (p— 1)(¢ — 1) et il suffit de trouver d
premier a p(n) et son inverse).

« Bob diffuse la clé publique (n, d) a tout le monde et converse la clé secréte (n, e).

« Pour envoyer son message m mod n, Alice envoie le message chiffré M = m? mod n.
« Bob déchiffre le message m = M¢ mod n d’apres le théoreme d’EULER.

Le succes de cet algorithme réside dans la difficulté de factorisation d’un entier.

I THEOREME 26. [THEOREME DEWILSON] Sin > 2,0onan € P <= (n— 1) = —1 mod n.

lll. Applications en algébre

ll.A. Théorie de SyLow [Per96, §1.5, p18-20]

Soit G un groupe fini d’ordre n, et p € P diviseur de n. On noteran = p*mou p t m.

DEfiNITION 27. [p-GROUPE, p-SOUS-GROUPE DE SYLOW]

Sin est une puissance de p (m = 1), on dit que G est un p-groupe.

Plus généralement, on appelle p-sous-groupe de SyLow (ou p-SyLow) un sous-groupe de G
de cardinal p®.

COROLLAIRE 28. [EQUATION AUX CLASSES]
Si |G| < +o0, choisissons pour chaque orbite O un représentant xo. Alorson a :

G
X =2"0e0 10l =2 0co 7\Sta|b(|zo)|

APPLICATION 29. Le centre d’un p-groupe non trivial est non trivial.

I THEOREME 30. [THEOREME DE SYLOW 1] /l existe au moins un p-SyLow dans G.

I COROLLAIRE 31. [l existe au moins un sous-groupe de G d’ordre p’ pour tout i € [1, a].

THEOREME 32. [THEOREME DE SYLOW 2]
(i) si H < G estun p-groupe, alors il existe un p-SyLow S tel que H < S,
(ii) les p-SyLow sont tous conjugués,

(iii) notons Y. le nombre de p-SyLow de G. Alors ¥ | metX =1 mod p.

I COROLLAIRE 33. Soit .S un p-SyLow de G. Alors S <1 G <= S est ['unique p-SyLow de G.

APPLICATION 34. Tout groupe d’ordre 63 ou 255 n’est pas simple.

I1l. B.
Pourp € P,onnoteF, = Z/pZ.

Propriétés des corps finis [Per96, §3.2, p72-76] [Rom17, Ch13, p415]

DEfiNnITION 35. Soit A un anneau commutatif unitaire. Il existe un unique entier positif, ap-
pelé caractéristique de A, noté car(A), tel que le sous-anneau premier de A estisomorphe
aZ/car(A)Z.

PROPOSITION 36. SiK est un corps fini, sa caractéristique est un nombre premierp € P et
son sous-corps premier est isomorphe a I,

CoROLLAIRE 37.  SiK est un corps fini, alors K est un IF,,-espace vectorielou p = car(K), de
cardinal p™ ot n = dimg, (K). De plus, tout sous-corps de K est de cardinal p? pourund | n
et réciproquement pour tout d | n il existe un unique sous-corps de K de cardinal p?.

THEOREME 38. [l existe un corps fini a ¢ = p™ éléments pour toutp € P,n € N*. Il s’agit du
corps de décomposition de X — X sur I, ou de tout autre polynéme irréductible de IF,,. Ce
corps est unique a isomorphisme prés. On le note F,

EXEMPLE 39. [F5[X]/(X? + X + 1) estun corps a 4 éléments de caractéristique 2.

COROLLAIRE 40. Tout corps de rupture d’un polynéme P irréductible sur F,,[ X est un corps
de décomposition de P sur F,.

DEfiNITION 41. [MORPHISME DE FROBENIUS]
Frob : F, — F,, x — 2P est un morphisme de corps appelé morphisme de FROBENIUS.

PROPOSITION 42. Erob est un automorphisme et les sous-corps de F, sont exactement les
ensembles des points fixes de Frob® pour d | n.
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I THEOREME 43. Frob est cyclique d’ordre n et on a Aut(F,) = (Frob).

lll.C. Résidus quadratiques modulo p

[Rom17, §13.6-7, p429-435] [Per96, §3.2, p72-76]
Soitp € P.On note F,, le corps Z/pZ, puis F2 = {a? |z € F, } et F3* = F2 N F,.

P 2 _ A 2| _ pt1
I PROPOSITION 44. Sip = 2, alors F2 = F,,. Sinon, on a |F2| = E2.

APPLICATION 45. Poura,b € F} etc € Fp, axz® + by® = cadmet des solutions dans F,.

On suppose dans la suite p impair.

I LEMME46. Onaw € F}? — 5 =1

EXEMPLE 47. DansZ/77Z,2 est un carré mais par 3.

On aimerait savoir rapidement si un entier a donné est un carré modulo p, donc savoirsiz? = a
mod p admet ou non une solution entiere.

DEfiNITION 48. [SYMBOLE DE LEGENDRE]
Soit a € Z, on appelle symbole de LEGENDRE (de a modulo p) l’entier :

u 1 sizZ=a mod pestrésolubleetpfa
() = 0 sipla
p —1 sinon

PROPOSITION 49. Ona (%) =a"= mod ppourtouta € Z.

EXEMPLE 50. —1 est un carré modulo p si et seulementsip =1 mod 4.

PROPOSITION 51. (%) = (%ﬁ”) pour tout a, k € Z. On peut donc définirz € F, —

(%) Clest 'unique morphisme de groupes non trivial de (F, x) vers ({1}, x).

REMARQUE 52. Le nombre de solutions de 22 = a poura € Fpestl+ (%)

THEOREME 53. [LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE]
Soient p # q des nombres premiers impairs. Alors (g) (%) = (fl)pT_lq%l.

2_
| PrROPOSITION 54. Pour p premier impair, on a (%) = (—1)710 . Ainsi 2 est un carré modulo
psietseulementsip =+1 mod 8.

On peut donc calculer (%) pour tout entiern :

EXEMPLES5. (20) = (32.) (42) = (- (32

Ainsi 26 n’est pas un carré modulo 307.

3
~—
I
I
—~

Jun

)=~ (3) () -

. D. Irréductibilité dans Z[X]| et Q[ X], réduction modulo p

[Per96, §3.3-3.4, p76-85]

PROPOSITION 56. Un polynéme de degré supérieur ou égal a 1 est irréductible dans Z[ X
si et seulement si il est de contenu 1 et irréductible dans Q[ X].

PROPOSITION 57. [CRITERE D’EISENSTEIN]
Soit P = % _,a; X" € Z[X]. Soitp € P.Sip t a, Vi < r,p | a; et p* { ao, alors P est
irréductible dans Q[ X].

EXEMPLE 58. Sim € Z a un facteur premier sans carré alors X™ — m est irréductible dans
Z|X] pourtoutn € N.

PROPOSITION 59. Soitp € Pet P =3 " a; X' € Z[X]. Soit P la réduction de P modulo
p. Siptay etsi P estirréductible dans F,, [ X], alors P est irréductible dans Q[ X].

EXEMPLE 60. X3+4462X2+42433X —67691 estirréductible dans Z[ X], tout comme X?— X —1
pour toutp € P.

DEfiNITION 61. [POLYNOMES CYCLOTOMIQUES]
On définit le n-ieme polyndme cyclotomique ®,, € C,,[X] par @, (X) = []ocpx (X — Q).

I PROPOSITION 62. @, € Z[X].

I THEOREME 63. [IRREDUCTIBILITE DE ®,,] ®,, est irréductible sur Z et donc sur Q.
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SPEECH

Les nombres premiers apparaissent naturellement dans de nombreux domaines mathéma-
tiques. C’est pourquoi ils ont été étudié tres tot dans ’histoire des mathématiques.

La premiére partie contient les définitions de bases et la formulation équivalente en terme
d’idéaux. Le premier résultat important est la décomposition en facteurs premiers. Notons
aussi le lemme de GAuss qui est fondamental en arithmétique. La répartition des nombres
premiers est un probléme trés étudié, de nombreux résultats sont connus, nous en rappelons
quelques uns.

Dans une deuxiéme partie, on s’intéresse aux applications des nombres premiers en arithmé-
tique avec notamment les théoremes de FERMAT et de WiLsON. Cela mene aujourd’hui aux al-
gorithmes de cryptographie qui s’appuient sur les nombres premiers.

Ensuite, on regarde les applications en algebre, que ce soit en théorie des groupes avec les p-
SyLow, mais aussi en théorie des corps avec la notion de caractéristique, la cardinal d’un corps
de caractéristique p ... Le morphisme de FROBENIUS caractérise les sous-corps de F,. On re-
garde ensuite les carrés dans un corps fini via la loi de réciprocité quadratique (en développe-
ment). Citons enfin des critéres d’irréductibilité de polynémes sur des anneaux comme Z[X]
(critére d’EISENSTEIN) mais aussi Uirréductibilité des polynémes cyclotomiques (en développe-
ment) dont la preuve s’appuie sur les nombres premiers.
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Soit A un anneau unitaire commutatif intégre et K un corps commutatif.

I. Arithmétique dans les anneaux
I.A. Vocabulaire [Per96, §11.3, p45] [Rom17, Ch7, p205]

DEfinITION 1. [IDEAL]
I C Aestunidéalsi(I,+)estunsous-groupede (A, +)etsiV(a,i) € A x I,ai € I.

EXEMPLE2. Poura € A, (a) = aA le plus petit idéal contenant a est dit principal.

DEfiNITION 3. [DIVISIBILITE]
Poura,b € A, ondit que adivisebetonnotea | bsidec € A|b = ac,ou encore (b) C (a).

DEfiNITION 4. [ELEMENTS ASSOCIES]
a,b € Asontditsassociéssia | betbh | a(ous’il existeu € A* telque a = ub).

REMARQUE 5. C’est une relation d’équivalence (notée ~). Deux éléments associés sont in-
discernables du point de vue de la divisibilité.

DEfiNITION 6. [PREMIER, IRREDUCTIBLE] ¢ € A non inversible et non nul est dit :
« premier si pourtoutb,c € Atelsquea | be,alorsa | boua | ¢,
« irréductible si pour tout b, c € Atelsquea = be,alorsb € AX ouc e A*.

I PROPOSITION 7. Sia € A est premier alors a est irréductible.

EXEMPLE 8. Dans Z, les éléments premiers sont les nombres premiers et leurs opposés, tout
comme les irréductibles (on a équivalence dans ce cas, comme on le verra plus loin).

DEfiniTion 9. [PGCD, PPCM] Soienta, b € A. On dit que
+ de AestunPGCD deaetbetonnoted =aAbsiVe e A,c|aetc|b= c|d,
«mé€ AestunPPCM deaetbetonnotem =aVbsiVee Aja|cetb|c= m|ec.
a et b sont dits premiers entre euxsia A b = 1.

REMARQUE 10. Lexistence de PGCD et PPCM n’est pas garantie en général. S'ils existent,
ils sont définis a un inversible prés. On peut généraliser a une famille quelconque d’élé-
ments.

I PrROPOSITION 11. Deux PGCD (resp. PPCM) de a,b € A sont associés.

I.B. Anneaux principaux [Per96, §2.3-4, p49-51] [Rom17, Ch8, p231] [Com98, Ch1l,

p237]

DEfiNITION 12. [ANNEAU PRINCIPAL]
A est dit principal si tous ses idéaux sont principaux (engendrés par un élément).

EXeMPLE 13. Z et K[X] sont principaux.

I PrROPOSITION 14. A[X] est principal si et seulement si A est un corps.

Soit désormais A principal.

THEOREME 15. [THEOREME DE BACHET-BEZOUT]
Soienta,b € A*. Alorsil existe d € A | (a,b) = (a) + (b) = (d). d est alors un PGCD de a et
betil existe u,v € A tels que au + bv = d.

I PROPOSITION 16. Soienta,b € A*. Alorsilexistem € A|(a)N(b) = (m).Onam =aVb.
I REMARQUE 17.  On peut la encore généraliser a toute famille finie d’éléments.

THEOREME 18. [THEOREMES DE GAUSS]
Soienta,b,c € A*.Sia|bceta ANb=1,alorsa | c.Siab|cetbAc=1,alorsa|c.

THEOREME 19. [THEOREME DES RESTES CHINOIS]
Soient ay,...,a, € Adeuxa deux premiers. Alors 'application ¢ : * mod a; ...a, — (z
mod a;)1<i<, est unisomorphisme d’anneauxde A/(a; ... a,) sur [T, A/(a;).

REMARQUE 20.  Si les (a;)1<i<, ne sont pas deux a deux premiers, le résultat est faux : par
exemple Z /47 nest pas isomorphe a (Z/27)2.

PropPoOsITION 21.  Soitp € A*. Alors p est irréductible si et seulement si A/(p) est intégre
si et seulement si A/(p) est un corps.

I COROLLAIRE 22. Dans un anneau principal, premier équivaut a irréductible.
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PROPOSITION 23.
« Lesirréductibles de C[X|] sont les polyn6mes de degré 1.

+ Q[X] posséde des irréductibles de degré arbitrairement grand.

DEfiNITION 24. [ANNEAU FACTORIEL]
Un anneau A est factoriel si pour touta € A*:

comporte qu’un nombre fini de termes distincts de 1) :

etsi I estfini, (a;);cr posséde un PPCM. Ona:

« Lesirréductibles de R[X| sont les polynémes de degré 1 et ceux de degré 2 sans racines.

I.C. Anneau factoriel [Per96, §2.3, p47] [Rom17, §7.6/8.2, p217/237]

(E) ilexisten € N, py,...,p, € Airréductiblesetu € AX telsquea = up; ... p,.
(U) sidepluson peutaussiécrirea = vq; ...q. pourunr € N, qq, ...
etv € A¥,alorsr = netilexisteo € &, tel que p; ~ g,(;y pourtout1 <i <n.

,qr € Airréductibles

PROPOSITION 25. Soit P un systéme de représentants d’éléments irréductibles a associa-
tion prés. Alors tout élément a € A* s’écrit de maniére unique sous la forme (le produit ne

a= unpepp%(“) ouu € A* etvy(a) = max{n € N|p" | a}

COROLLAIRE 26. Soit (a;);c1 une famille d’éléments de A. Alors (a;);c; posséde un PGCD

PGCD((az)zEI) = HPEP pminiel 'Up(ai) et‘ PPCM((ai)iEI) = Hpeppmaxiel 'U;D(ai)

I COROLLAIRE 27. Soienta,b € A*. Alorsa | b <= Vp € P,vp(a) < vp(b).

I PROPOSITION 28. Un anneau principal est factoriel.

EXEMPLE 29. Z est factoriel. Ainsi tout entier n € Z* s’écrit de maniére unique n =

e [I,ep p"r™ olie = +1 et P est l'ensemble des nombres premiers.

EXeMPLE 30. K|[X] est factoriel. En particulier :

« pour P € C[X],ilexistea € C, (\;)1<;<¢ € C* distincts et (a;)1<i<¢ € (N*)* tels que

P=al]i_ (X — X\

« pour P € R[X],ilexistea € R,(\;)1<i<e € R distincts et (a;)1<i<¢ € (N*), puis
(15, vi)1<j<m € (R?)™ distincts et (53;)1<;j<m € N* tels que 5 — 4v; < 0 pour tout j et

4 . m .
P=al[;_;(X = A)™ Hj:l(X2 + i X + ;)P

I THEOREME 31. [THEOREME DE GAUSS] Si A est factoriel, alors A[X] factoriel.

I COROLLAIRE 32. Sj A est factoriel alors pour toutn € N, A[ X1, ... X, ] est factoriel.

EXEMPLE 33. Un anneau factoriel n’est pas nécessairement principal! Considérer par exemple
Z[X] et (2, X) qui n’est pas principal.
Il. Applications aux anneaux euclidiens
II.A. Généralités [Per96, §2.3-5, p50] [Rom17, Ch9, p257] [Com98, §11.2, p238]
DEfiNITION 34. [STATHME, ANNEAU EUCLIDIEN]
Un stathme sur A est une application p : A* — N telle que poura,b € A x A*, il existe

q,r € Atelsquea = bg + ravecr = 0ou p(r) < ¢(b).

EXEMPLE 35. Z muni de la valeur absolue et K[X] muni du degré sont euclidiens.

I PrRoPOSITION 36. Un anneau euclidien est principal.

I ProposITION 37. K[X] est euclidien.

APPLICATION 38. [ALGORITHME D’EUCLIDE] Dans un anneau euclidien, il existe un algorithme
permettant de trouver le PGCD de deux éléments.

I PROPOSITION 39. Z[%‘/ﬁ] est principal mais non euclidien.

II.B. Lanneau des entiers de GAUSS
[Per96, §2.3, p50] [Rom17, §9.4.3, p263] [Com98, §11.6, p246]

I DEfiNITION 40. Onnote Z[i] = {a + ib| a,b € Z} 'ensemble des entiers de GAUSS.
I PROPOSITION 41. Muni du stathme N (a + ib) = a? + b%, Z[i] est euclidien.

I PROPOSITION 42. Z[i]* = N71({1}) = {£1, £i}.
On définit ¥ = {n € N|3a,b € N|n = a® + b*}. On cherche a quelle(s) condition(s) n € .

EXeMPLE43. 0,1,2,4,5,8,9,10 € X maispas 3,6,7,11.
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I LEMME 44. X eststable par produit.
I LEMME45. Sip € P,alorsp e ¥ < p=1,2 mod 4.

THEOREME 46. [THEOREME DES DEUX CARRES DE FERMAT]
n € X si et seulement si pour tout p € P tel quep | netp |3 mod 4, alors2 | v,(n).

PROPOSITION 47. Les irréductibles de Z[i] sont :
+ lesp € Ptelsquep =3 mod 4,
. les a + ibtels que a® + b* € P.

lll. Autres applications

Ill.A. Equations diophantiennes [Rom17, §8.3/10.4, p243/288]

THEOREME 48.  Dans le Théoréme 19, Iisomorphisme réciproque est ! (x;
mod ai)lgigr — 22:1 xluzbz mod ai...Qp ou bi = a/ai et 22:1 uibi =1

APPLICATION 49. Soita,b,c € A principal. Onnoted = a A b = au + bv et on écrita = da’
etb = db'. Uéquation ax + bv = cadmet une solution si et seulement sid | ¢, disons c = dc’ et
dans ce cas les solutions sont de la forme (c'u + kb, v — ka') ke a-

I REMARQUE 50. Dans le cas ou 'anneau est euclidien, on peut déterminer u et v par l’algo-
rithme d’EUCLIDE.

APPLICATION 51. [LE cAs DE Z] Soient n, m > 2. Soita,b € Z et () le systéme d’équations

r=a modn
z=b modm

d’inconnuez € Z.Sin A m = 1, alors
« on cherche une relation de BEzouT un + vm = 1 avec u,v € Z,
« on a alors une solution particuliere de . : zy = unb + vma,
+ les solutions de . sont les (zg 4+ knm)icz.

r =2 mod 3

v =4 mod5 sont les (14 + 15k)xez.

EXEMPLE 52. Lessolutionsde {

lll. B. Algébre linéaire
Soit M € M,,(K).

[MM16] [BMPO5, §4.2.1, p158-161] [Gou09, §5.4, p224-226]

DEfiNITION 53.
$M :

[POLYNOME MINIMAL]
K[X] — K[M]

P +— P(M)
idéal de K[ X] principal donc est engendré par un unique polyndme unitaire 7, appelé po-
lyn6me minimal de M.

L'application est un morphisme d’algébres. Son noyau est un

I PrROPOSITION 54. On a dim(K[M]) = deg(mar).

I ProposITION 55. K[M] est un corps si et seulement si myy est irréductible dans K[ X].

LEMME 56. [LEMME DES NOYAUX]

Soit (P;)1<i<r une famille de polynémes deux a deux premiers entre eux et f € L(E). Alors
enposant P = [[;_, Py, onaker(P(f)) = @;_, ker(P;(f)).

De plus, le projecteur de ker(P(f)) surl’un de ces sous-espaces parallélement a la somme des
autres est un polynéme en f.

EXEMPLE 57. En pratique, on utilise souvent ce lemme avec P annulateur de E. On obtient
alors une décomposition de E en sous-espaces stables, carker(Q(f)) est stable par f pour tout
polynéme Q.

ProPOSITION 58. M est trigonalisable (resp. diagonalisable) si et seulement si wy, est
scindé (resp. scindé racines simples).

THEOREME 59. [DECOMPOSITION DE DUNFORD]

Supposons M de polynéme caractéristique scindé. Alors il existe un unique couple (D, N) €
M,,(K)? tel que D est diagonalisable, N est nilpotente, M = D + N et M commute avec
N.

De plus, D et N sont des polyn6mes en M.

DEfiNITION 60. [ENDOMORPHISME SEMI-SIMPLE]
M est dite semi-simple si tout sous-espace vectoriel de K™ M -stable admet un supplémen-
taire M-stable.

I THEOREME 61. M est semi-simple si et seulement si m,, est sans facteur carré.

EXEMPLE 62. Si M est nilpotente, alors M est semi-simple si et seulement si M = 0.
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ANNEXE

Algorithme d’EucLIDE
Soit A un anneau euclidien. Lalgorithme d’EucLIDE détermine le PGCD de deux éléments :

Entrée:a,be A,b#0

Sortie: d,u,vtelsqueau+bv=detd=aAb
Algorithme:ug =1,u; =0,v9 =0,v1 = 1,79 = a,r, =b,i =1

Tantquer; #0:
rir1 < 1i_1 — q;r;  (division euclidienne de r;_; parr;)

Ui41 < Ui—1 — QiU

Vit1 £ Vi—1 — qiV;

14—1+1
Renvoyer r;_1,u;—1,v;—1

SPEECH

On souhaite généraliser les propriétés des anneaux classiques, et notamment de Z (Z notam-
ment). Avant de parler du plan écrire au tableau les implications entre anneaux : euclidien im-
plique principal implique factoriel, puis expliquer que la notion de PGCD (et PPCM) définie sur
un anneau factoriel va profiter des propriétés des autres types d’anneaux.

Dans la premiére partie, on s’intéresse a l'arithmétique dans les anneaux, avec les définitions
d’idéal, d’idéal principal, d’élément premier, irréductible, de PGCD et de PPCM. On regarde
le cas des anneaux principaux avec le théoréme de BACHET-BEzouT, l'existence d’un PPCM,
mais aussi théoréme chinois qui permet par exemple de simplifier la résolution de systémes de
congruences (cf troisiéme partie), mais aussi ’équivalence entre élément premier et irréduc-
tible. Enfin les anneaux factoriels permettent des manipulations algébriques plus simples, on
a une décomposition en produits irréductibles et théoreme de GAuss.

Ensuite, on s’intéresse aux anneaux euclidiens qui sont des exemples d’anneaux principaux
danslesquels on aun algorithme permettant de trouver facilement le PGCD de deux éléments.
Le cas particulier de l'anneau des entiers de GAUSS sera étudié.

La derniére partie s’intéresse aux applications des anneaux principaux, que ce soit pour la ré-
solution d’équations diophantiennes via le théoréme chinois dont on connait la réciproque et
qui devient effectif dans un anneau eucliden, mais aussi en algebre linéaire avec le lemme des
noyaux (principalité de K[X]) qui méne par exemple a la décomposition de DUNFORD.

QUESTIONS

Q Résoudre 22 + y? = 22 d’inconnues z,y, z € N.

R On va regarder cette équation dans Z[3].
Comme 2,3,z € N,onad = PGCDgz(z,y,2) = PGCDg;(z,y, 2) et on peut supposer

que d = 1 quitte a diviser les trois inconnues par d.
Soitz € Netw = x + iy € Z]i] tels que N(w) = z2. Soit a un diviseur de w et w. Alors
a|2c=w—weta|2y=(w+w)/i.
On peut choisir a irréductible puisque z, y, z sont premiers entre eux, etalorsa | 2oua | .
Sia | 2,onaN(a) € {1,2,4}.[...]10n finit par montrer que w A w’ = 1 et on conclut en
considérant la décomposition de z en irréductibles de Z[7] [.... 1.
Q Décomposer 3 + j enirréductibles de Z[j].
R Lesirréductibles de Z[j] sont (aux inversibles {+1, 45, +5*} prés):
- lesp € Ptelsquep =2 mod 3,
- lesa+ bj € Z[j] tels que N (a + bj) € P.
On calcule N(3 + j) = 7 € P donc 3 + j estirréductible.
Q Soit A principal. Montrer qu’il existe v : A — N telle que
-v(a)=0<a=0,
- v(ab) > v(a) poura,b € A,b # 0,
- siv(a) > v(b) poura,b € A,b# 0,alorsb | aoudg,d € A|0 < v(ad — bq) < v(b).
R On prend pour v(a) le nombre de facteurs irréductibles comptés avec leur multiplicité. On
démontre le dernier point par I'absurde en utilisant 'identité de BEzouT.
Q Lensemble des fonctions holomorphes sur un ouvert U est un anneau satisfaisant une re-
lation de BEzouT entre ses éléments. Montrer cependant qu’il n’est pas principal.

R On montre en fait qu’il n’est pas factoriel. On vérifie que si f holomorphe est irréductible,
alors nécessairement f n’a qu’un seul 0. On en déduit que toute fonction possédant une
infinité de 0 nadmet pas d’écriture finie en produit d’irréductibles (par exemple sin).

Q Trouver les nombres premiers s’écrivant sous la forme p = a? + 2b2.

R a2 + 2b% = (a + iv/2b)(a — iv/2b). On se place dans A = Z[iv/2]. Le stathme N = |.|°
montre que A est principal. Puis on procéde similairement au théoreme des deux carrés.

Q C[X,Y]/(Y? - X3)etC[X,Y]/(X?+Y? — 1) sont-ils principaux?
R Seul le second l’est!
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1123| CORPS FINIS. APPLICATIONS.

Soit P I'ensemble des nombres premiers. Les corps considérés seront supposés commutatifs.

I. Notion de corps fini [Per96, §3.2, p72-76] [Rom17, Ch13, p415]

I.A. Vocabulaire général sur les corps

Cloture algébrique unique a isomorphisme prés (admis).
Corps de rupture / de décomposition.

Théoréme de WEDDERBURN

I.B. Premiers résultats

I DEfinITION 1. Un corps fini est un corps de cardinal fini.
I PROPOSITION 2. Pourp € P,F,, = Z/pZ est un corps fini a p éléments.

PropPosITION 3. Soit K un corps. Lapplication Z — K, m —— mlg est un morphisme
d’anneaux de noyau nZ pour unn € N.

DEfinITION 4. Limage de cette application est un sous-corps de K appelé sous-corps pre-
mier. n est appelé caractéristique de K, noté car(K).

I ProposiTION 5. SiK est fini, on a car(K) € P.

APPLICATION 6. Le sous-corps premier de K est alors isomorphe a Z/pZ.
Pourp € P,onnoteF, = Z/pZ.

CoRoOLLAIRE 7. SiK est un corps fini de caractéristique p, alors K est un F,-espace vectoriel
ou p = car(K), de cardinal p" ot n = dimg, (K).

APPLICATION 8. Il n’existe par de corps a 6 éléments.

I.C. Existence et unicité

Soitp € P etn € N*. Soitq = p™.
DEfiNITION9. [MORPHISME DE FROBENIUS]

Soit K un corps de caractéristique p. Frob : K — K, 2 — 2 est un morphisme de corps
appelé morphisme de FROBENIUS.

I ProposITION 10. Frob est injectif et si K est fini, c’est un automorphisme.

I ProposITION 11. Pour K = F,, on a Frob = Id.

PROPOSITION 12.  Soit F, une cléturglgébrique de IF,,. Alors l'ensemble des racines de
XP" — X dans T, est un sous-corps de F,, a ¢ = p™ éléments, contenant IF,,.

COROLLAIRE 13. [l existe un corps fini a q éléments, unique a isomorphisme prés : c’est le
corps de décomposition de X? — X surF,. On le note F,.

Il. Eléments de structure

1. A.

IF, est un IF,-espace vectoriel de dimension n, donc isomorphe a 7}
Fx = F; est cyclique, doncisomorphe a (Z/(q — 1)Z, +)

Racine primitive, nombre de racines primitives

Element primitif : une racine primitive est un élément primitif

[Per96, §111.2, p73]

Structure d’un corps fini

Il. B. Inclusion entre corps finis

I PROPOSITION 14. Les sous-corps de F,» sont les IF,,a pour d | n.

THEOREME 15. [THEOREME DE LA BASE TELESCOPIQUE]

Soient K, L, M des corps, (e;):cr une base de L sur K, (f;);cs une base de M sur L. Alors
(€ifj)i,j)erx s estune base de M sur K.

En particulier, lorsque deux des degrés d’extensions sont finis, le troisiéme aussi et on a
M: K] =[M:LI]L:K].

APPLICATION 16. Onaalors [Fyn : Fpa] = 5.

EXEMPLE 17. Schéma des inclusions des sous-corps de Fyzo.

1. C.

Aut(F,) est un groupe de neutre id
Sif € Aut(F,),alorsF, C {x € F,| f(z) =z}
Aut(F,) est cyclique d’ordre n, engendré par Frob

Structure du groupe des isomorphismes [Rom17, §13.4, p426]
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1. A.

Applications

Résolution d’équations de degré 2
[Rom17, §13.6-7, p429-435] [Per96, §llI.2, p72-76]

Soitp € Petq=p"olin € N*.Onnote F2 = {a? |z € F,} et F;* = F2NF}.
I PROPOSITION 18. Sip = 2, alors F2 = F,. Sinon, ona |F%| = ot

APPLICATION 19. Poura,b € F} etc € Fp, axz® + by®> = cadmet des solutions dans F>..

On suppose dans la suite p impair.

I LEMME 20. Onaw € F;? — T =1

EXEMPLE 21. —1 est un carré modulo g si et seulementsiq | 1 mod 4.

EXEMPLE 22. DansZ/7Z,2 est un carré mais par 3.

On aimerait savoir rapidement si un entier ¢ donné est un carré modulo p, donc savoirsiz2 = a
mod p admet ou non une solution entiere.

DEfiNITION 23. [SYMBOLE DE LEGENDRE]
Soit a € Z, on appelle symbole de LEGENDRE (de a modulo p) l’entier :

u 1 siz?=a mod pestrésolubleetpfa
() = 0 sipla
p —1 sinon

PROPOSITION24. Ona (%) =a" mod ppourtouta € 7.

PROPOSITION 25. (%) = (%ﬁ”) pour tout a, k € Z. On peut donc définirz € F, —

(%) Clest l'unique morphisme de groupes non trivial de (F, x) vers ({1}, x).

REMARQUE 26. Le nombre de solutions de 22 = a poura € Fpestl+ (%)

p2_
PROPOSITION 28. Pour p premierimpair, on a (%) =(-1) 25 Ainsi 2 est un carré modulo
psietseulementsip =+1 mod 8.

On peut donc calculer (%) pour tout entiern :
EXEMPLE29. (1) = (5f7) (%) = ~-0™% 75 (%) = (&) = - (%) (&) =
Ainsi 26 n’est pas un carré modulo 307.

lIl.B. Irréductibilité dans Z| X | et Q[ X], réduction modulo p

[Per96, §3.3-3.4, p76-85]

PropPoOSITION 30. Un polynéme de degré supérieur ou égal a 1 est irréductible dans Z[ X
si et seulement si il est de contenu 1 et irréductible dans Q[ X].

PROPOSITION 31. [CRITERE D’EISENSTEIN]
Soit P = Y0 _,a; X" € Z[X]. Soitp € P.Sipt a,, Vi < r,p | a; et p* { ao, alors P est
irréductible dans Q[ X].

EXEMPLE 32. Sim € Z a un facteur premier sans carré alors X™ — m est irréductible dans
Z[X] pourtoutn € N.

PROPOSITION 33. Soitp € Pet P =3 " a; X" € Z[X]. Soit P la réduction de P modulo
p. Siptay etsi P estirréductible dans F,, [ X], alors P est irréductible dans Q[X].

EXEMPLE34. X3+462X2+42433X —67691 estirréductible dans Z[ X], tout comme X? — X —1
pourtoutp € P.

DEfiNITION 35. [POLYNOMES CYCLOTOMIQUES]
On définit le n-iéme polynéme cyclotomique ®,, € C,,[X] par @, (X) = [[ cpyx (X — O).

I PRoOPOSITION 36. ®,, € Z[X].

I THEOREME 37. [IRREDUCTIBILITE DE ®,,] ®,, estirréductible sur Z et donc sur Q.

THEOREME 27. [LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE]
Soient p # q des nombres premiers impairs. Alors (%) (%) =(-1)"7= =.

Liens entre irréductibilité et degré des extensions [Per96, p78-79]
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SPEECH

Dans la premiére partie, on essaie de comprendre ce qu’est un corps fini. Les outils principaux
étant les notions de caractéristique et de sous-corps premier, le morphisme de FROBENIUS. Cela
va mener a I’ unicité du corps de cardinal p? a isomorphisme prés.

Ensuite, on regarde la structure de ces corps finis, avec notamment les racines primitives et
les éléments primitifs. Le probléme est qu’il n’y a pas de méthode générale pour exhiber une
racine primitive. On s’intéresse aux sous-corps d’un corps fini et aux degrés des différentes ex-
tensions et on étudie également le lien entre les automorphismes du corps et le morphisme de
FROBENIUS.

La derniére partie s’'intéresse aux applications des corps finis, avec la résolution d’équations
de degré 2 dans ces corps (loi de réciprocité quadratique), et les criteres d’irréductibilité de
polynémes.

COMMENTAIRES

Voir aussi le [Dem09].

BIBLIOGRAPHIE

[Dem09] M. DEMASURE : Cours d’algebre. Cassini, 2009.
[Per96] D.PERRIN: Cours d’algébre. Ellipses, 1996.

[Rom17] J.-E. ROMBALDI : Mathématiques pour 'agrégation : Algébre et géométrie. De Boeck,
2017.
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(125| EXTENSIONS DE CORPS. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Généralités sur les extensions de corps
[Per96, §l111, p65] [Cog00, §2.1, p60-62]

On ne considére que des corps commutatifs.

DEfiNITION 1. [EXTENSION DE CORPS, DEGRE]

Soient K et I deux corps tels que K C L. On dit que IL est une extension de corps de K.

L est alors un K-e.v.. Lorsque dim(LL) est fini, on note [L : K] = dim(IL) et on l'appelle le
degré de IL sur K. On dit alors que l’extension est finie.

ExemPLE2. R C C,Q C Q(i).

Une extension de corps est un espace vectoriel sur le corps de base. On note [L : K] le degré de
cet espace vectoriel (éventuellement infini). Exemples

THEOREME 3. [THEOREME DE LA BASE TELESCOPIQUE]

Soient K, L, M des corps, (e;)icr une base de L sur K, (f;)jes une base de M sur L. Alors
(eifj)(i,j)erx s est une base de M sur K. En particulier, lorsque deux des degrés d’extensions
sont finis, le troisieme aqussietona [M : K] = [M : L][L : K].

Sous-corps contenant une partie. Exemple

DEfiNITION 4. [ELEMENT ALGEBRIQUE, TRANSCENDANT]

Soit L une extension de K, soit « € L. Soit ¢ : K[T] — L le morphisme d’anneaux tel que
ok =ideto(T) = o

Si ¢ est injectif, on dit que « est transcendant sur K. Sinon, a € L est algébrique sur K et
P € K[X] unitaire tel que ker(¢p) = (P). P est appelé polynéme minimal de «.

EXEMPLE 5. /2,7 sont algébriques sur Q. e et 7 sont transcendants sur Q.

THEOREME 6. [CARACTERISATION D’UN ALGEBRIQUE]
Soit I une extension de K. Pour « € I, ona:

aestalgébrique sur K <= K[a] = K(a) <= dim(K[a]) < +c0

THEOREME 7. Pour tout entier n € N et toute famille p1, . .. , p,, d’entiers supérieurs ou
égaux a 2, tous sans facteur carré, et premiers deux d deux, on a:

[Q{V/Piti<i<n] : Q] =2"

Dans le cas transcendant, isomorphisme K[a] ~ K[X] et K(«a) ~ K(X)
Extension algébrique
Lorsque [L : K] < 400, l'extension est algébrique

.
1. A.

Corps de rupture d’un polyndme irréductible

Il existe un unique corps de rupture a isomorphisme pres.
Exemple de C, de Q[v/2]

Degré du corps de rupture

Extensions de corps et polynomes [Per96, §il.1.c, p70]

Corps de rupture

Corps de décomposition

Existence et unicité a isomorphisme pres
Exemple de Q(i, v/2)

Théoréme de I’élément primitif

Corps de décomposition

1. C.

Corps algébriquement clos. Formulations équivalentes
Théoreme de D’ALEMBERT-GAUSS

Application : toute matrice de M., (C) est trigonalisable
Polynéme ne s’annulant pas sur un corps fini — tout corps fini n’est pas algébriquement clos
Cloture algébrique

Tout corps admet une clture algébrique unique a isomorphisme pres

Cloture algébrique

[Rom17, p378]

1.
1. A.

Applications
Irréductibilité de polynomes et réduction
[Per96, §3.3-3.4, p76-85] [Rom17, §12.11.4, p381-383]

Soit A un anneau factoriel. On note K = Frac(A)

PROPOSITION 8.  Un polynéme de degré supérieur ou égal a 1 est irréductible dans A[X]|
si et seulement si il est de contenu 1 et irréductible dans K[X].

PROPOSITION 9. [CRITERE D’EISENSTEIN]
Soit P =" ,a;X* € A[X]. Soitp € Apremier.Sip+tan, Vi < n,p | a; etp? t ag, alors P
estirréductible dans Frac(A)[X].
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EXEMPLE 10. Sim € Z a un facteur premier sans carré alors X" — m est irréductible dans
Z[X] pour toutn € N.

PROPOSITION 11.  Soit I un idéal premierde Aet B = A/I. Soit P = Y7_a; X' € A[X]
et P la réduction de P modulo I. Sia,, dans B, etsi P est irréductible sur B ou Frac(B), alors
P estirréductible sur K.

Que lonreformuledanslecas A =7, = (p), B=F,:

PROPOSITION 12. Soitp € Pet P =Y/ a; X' € Z[X]. Soit P la réduction de P modulo
p. Sip 1 ay etsi P estirréductible dans IF,,[ X, alors P est irréductible dans Q[ X|.

EXEMPLE13. X3+462X2+42433X —67691 estirréductible dans Z[X], tout comme X7 — X —1
pourtoutp € P.

Liens entre irréductibilité et degré des extensions [Per96, p78-79]

lll. B. Cyclotomie
Soitn € N*,

[Per96, §3.4, p80] [Rom17, §12.11.5, p383]

DEfiNITION 14. [POLYNOMES CYCLOTOMIQUES]
On définit le n-ieme polynéme cyclotomique ®,, € C,,[X] par @, (X) = [[;cyx (X = O).

PROPOSITION 15.
(i) @, estunitaire de degré o(n) = card({k € [1,n] |k An = 1}).
(i) X" —1= Hdln ®,. En particulier, sin est premier: &, = X" — 1.

COROLLAIRE 16.
* Onen déduit la fameuse formule ¢(n) = 3, #(d).
e Pourn > 2, Zwemn w=0.

I PropPosITION 17. &, € Z[X].
I THEOREME 18. ®,, estirréductible sur Z et donc sur Q.

I COROLLAIRE 19. Ona [Q[e*7/"] : Q] = ¢(n).

ANNEXE

Schémas d’extensions de corps avec leur degré.

BIBLIOGRAPHIE

[Cog00] M. COGNET : Algéebre linéaire. Bréal, 2000.
[Per96] D.PERRIN: Cours d’algébre. Ellipses, 1996.

[Rom17] J.-E. ROMBALDI : Mathématiques pour l'agrégation : Algébre et géométrie. De Boeck,
2017.
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EXEMPLES D’EQUATIONS EN ARITHMETIQUE.

Définition d’une équation diophantienne [Com98, §12.7, p273]

I. Equations diophantiennes linéaires [Rom17, §10.4, p288]

Cas de l’équationaz = b

PGCD d’une famille d’éléments, algorithme d’EucLIDE, théoréeme de BACHET-BEzouT
Lemmes d’EucLIDE, de GAUSS sur la divisibilité d’un produit

Equation az + ny = ¢, réécrite ax = ¢ mod n : ensemble des solutions, existence ssia An | b,
dans ce cas une solution particuliere est donnée par 'identité de BEzouT, exemples
Soientn,m > 2.

THEOREME 1. Soita € N*,b € Z. Onnote§ = a A netonécrita = da’ etn = dn/.
L'équation ax = b mod n a des solutions entiéres si et seulementsi§ | b et dans ce cas, si
b = &b/, les solutions sont les ' z{, + kn' avec k € Z et x|, est une solution particuliére de
ax=1 mod n'

Généralisation a Y~ a;x; = b: calcul par récurrence d’une solution

Equivalent du nombre de solutions S, de dMan;=n [Gou08, §4.4, p249]

Il. Systémes de congruence [Rom17, §10.3-4, p283-290]

THEOREME 2. [THEOREME DES RESTES CHINOIS]

Soient n1,...,n, € N des entiers distincts. Ces entiers sont premiers entre eux

si et seulement si Z./nZ et H§:1 Z/n;Z sontisomorphes, ouin = H;:1 n;. Plus précisément,
. . - —n; . . ,

l'application ¢ : k,, — (k" )1<i<, est un isomorphisme d’anneaux.

EXEMPLE 3. 7 /47 nest pasisomorphe a (Z/27)2.

N

’, ~ . . . ’ ~r . . n \
THEOREME 4. Lisomorphisme inverse est donné par (k; " )i<i<r — 22—1 kjuj-= ou
- - - J
> icf s n o o_
l'on a choisit (u;)1<;j<, telsque 3 7, uj7t = 1.

Soientn,m > 2.

=a modn .
_ d’inconnue

APPLICATION 5. Soita,b € Z et (.%) le systéme d’équations { v
z=b modm
xr € Z.Sin Am =1, alors
« on cherche une relation de BEzouT un + vm = 1 avecu,v € Z,
« on aalors une solution particuliére de . : 7y = unb + vma,

+ les solutions de . sont les (z¢ + knm)ez.

=2 mod 3

=14 mod5 sont les (14 + 15k) xez.

EXEMPLE 6. Lessolutionsde {

lll. Nombres premiers et équations diophantiennes

Théoréme de DIRICHLET (faible) : existence d’un nombre infini de nombres premiers d’une cer-
taine forme

. A.

Soitp € P. On peut regarder I'’équation modulo p.
S’iln’y a pas de solution dans Z/pZ, il n’y en a pas non plus sur Z.
Soit p € P.On note F, le corps Z/pZ, puis Fz = {2* |z € F, } et IE‘;;Q =F2NF;.

Réduction [Rom17, §13.6-7, p429-436] [Per96, §3.2, p72-76]

I PROPOSITION 7. Sip =2, alors F2 = F,.. Sinon, ona |F2| = E1L.

On suppose dans la suite p impair.

I LEMMES. Onax € F3? — 5 =1

EXEMPLE9. DansZ/7Z,2 est un carré mais par 3.

On aimerait savoir rapidement si un entier a donné est un carré modulo p, donc savoirsiz? = a
mod p admet ou non une solution entiere.

DEfiNITION 10. [SYMBOLE DE LEGENDRE]
Soit a € Z, on appelle symbole de LEGENDRE (de a modulo p) 'entier :

a 1 siz?=a mod pestrésolubleetpa
<) = 0 sipla
p —1 sinon

I ProPOSITION11. Ona (%) =a" mod ppourtouta € Z.

EXEMPLE 12. —1 estun carré modulo p si et seulementsip =1 mod 4. Doncz? +1=pna
pas de solution pour p =3 mod 4.
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PROPOSITION 13. (%) = (“J;#) pour tout a, k € Z. On peut donc définirT € F,, —

%). Clest l'unique morphisme de groupes non trivial de (Fy, x) vers ({1}, x).

APPLICATION 14. Poura € Z, le nombre de solutions de 22 = @ dans Fpestl+ (%)
APPLICATION 15. Poura,b € F} et c € F), az® + by® = c admet des solutions dans F,,.

Exemple : 2 + y? = pz? selonp mod 4 [Com98, §12.7, p275

I DEfiniTION 20. OnnoteZ[i| = {a +ib|a,b € Z} 'ensemble des entiers de Gauss.
I PROPOSITION 21. Muni du stathme N (a + ib) = a? + b2, Z[i] est euclidien.

| ProposiTion 22. Z[i]* = N-1({1}) = {1, i)},
On définit ¥ = {n € N|Ja,b € N|n = a® + b*}. On cherche a quelle(s) condition(s) n € .
EXempPLE23. 0,1,2,4,5,8,9,10 € ¥ maispas3,6,7,11.

THEOREME 16. [LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE]
Soient p # q des nombres premiers impairs. Alors (%) (%) = (—l)pT_l%l.

2_
ProPOSITION 17. Pourp premierimpair,ona (%) = (—I)L . Ainsi 2 est un carré modulo
psietseulementsip =+1 mod 8.

On peut donc calculer (%) pour tout entier n.

EXEMPLE18. (28)=(52) (&) =-(-1)"7 "= (&) =— (&) =- (&) (&) =1

307 307 ) \307
Ainsi 26 n’est pas un carré modulo 307.

fun

2 + py = r avec p premier impair er p { r, alors on a une solution si et seulement si (%) =1
et dans ce cas on a une paramétrisation de ’'ensemble des solutions

IV. Equations diophantiennes non linéaires

IV. A.

Solutionsde z2 +¢2 = 2
Méthode de descente infinie, exemple de z* + y* = 22 ou 2*
Autre exemple [FGNO7, §4.38, p165]

Exemples de résolutions [Com98, §12.7, p273] [FGN07, §4.39, p167]

2

THEOREME 19. [THEOREME DE SOPHIE GERMAIN]
Soit p un nombre premier impair tel que g = 2p + 1 est premier. Alors il nexiste pas de
triplet (x,vy, 2) € Z3 tel que p | xyz et xP + yP + qP = 0.

Théoréme de FERMAT

IV. B. L’anneau des entiers de GAUSS [Per96, §2.3, p50] [Rom17, §9.4.3, p263]

I LEMME 24. X est stable par produit.
I LEMME 25. Sip € P,alorsp € ¥ <= p=1,2 mod 4.

THEOREME 26. [THEOREME DES DEUX CARRES DE FERMAT]
n € X siet seulement si pour toutp € P telquep | netp |3 mod 4, alors2 | v,(n).

PROPOSITION 27. Les irréductibles de Z[i] sont :
o lesp € Ptelsquep =3 mod 4,
o lesa + ibtels que a®> + b2 € P.

Généralisation : anneaux quadratiques [Duv07, Ch5, p4T]
Ou encore théoréme des quatre carrés de LAGRANGE : tout nombre entier est somme de 4 carrés.
[Duv07, §6.6, p73] [FGNO7, §4.36, p162]

ENS Paris-Saclay - 2018/2019

Antoine BARRIER - https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Page 49 sur 238


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Agrégation - Lecons

126 - Exemples d’équations en arithmétique.

QUESTIONS

Q Ons’intéresse a y* = 2 — x et au nombre de points de cette courbe sur F,,. On note N, le
nombre de solutions. Montrer que N = p+ >, cp, (”ij“”) Calculer N7. Montrer en fait
que pourp =3 mod 4,ona N, = p.

R On utilise le fait que card({y* = a|y € F,}) =1+ (%) Ona:

Np:%:card({yQ:xB—x} |y€Fp)—%:1+($3—x> =p+ Y (x?’])—x)

p z€eF,

Pour calculer N7, on calcule les (me’%) pour x € Fr, on obtient dans l'ordre pour x =
0,...,6:0,1,—1,—1,1,1,—1,d’ot Ny = 7.

Sip =3 mod 4, on a pour f impaire : (f(;x)) = (_fp(x)) = (*71) (%) = — (%) ce
qui assure que la somme est nulle dans la formule de N,, et ainsi N, = p.

Q Quedirede f : z — 1L pourz € F, \ {1}.

R Lapplication est-elle injective? si f(z) = f(y),ona (1 4+ x)(1 —y) = (1 — z)(1 + y) donc
2x = 2y puisx = y sip > 3. Supposons p > 3. Lapplication est injective et son image est
IF,, privée d’un point: —1 puisque 1 + = = z — 1 n’a pas de solution.

Q En déduire le nombre de solutions de 22 + 32 = 1?

R Ecrivons 2% = 1 —y? = 1*2(1 —y)2. Donc:

%ore S (5E) = () = £ () - ()

y#1 z#—1
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POLYNOMES IRREDUCTIBLES A UNE INDETERMINEE. CORPS DE RUPTURE. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

Soit K un corps et A un anneau intégre, tous deux commutatifs.

I. Polyndomes irréductibles [peros, s11.3/111.3, pas-53/76] [Rom17, §12.8, p368]

I.A. Irréductibilité

Définition de lirréductibilité de polynémes

Dans le cas d’un corps : simplification de lirréductibilité, cas des polynémes de degré 1,
exemples, lien entre réductibilité et existence de racines pour deg(P) < 3

Lemme d’EucLIDE pour A[X] principal/factoriel, exemple de (X? + 1)? réductible sur R[X]
bien qu’il n'admette pas de racine

Décomposition en produit d’irréductibles

Ily a une infinité de polyndmes irréductibles

I.B. Propriétésde A[X] [Per96, §11.4, p50]

A[X] principal correspond a A est un corps

A factoriel implique A[X] factoriel

Notion de contenu, polyndme primitif, lemme de GAauss

Dans un corps: P irréductible si et seulement si (P) maximal
I.C. Critéres d’irréductibilité

On suppose que A est un anneau factoriel

Lien entre les irréductibles de A et les irréductibles de Frac(A)

[FGNO7, §5.16, p188-190]

PROPOSITION 1. [CRITERE D’EISENSTEIN]
Soit P=3%" ja; X" € A[X]. Soitp € Apremier. Siptan, Vi <n,p | a; etp*t ao, alors
P estirréductible dans Frac(A)[X].

EXEMPLE 2. Sim € Zaun facteur premier sans carré alors X" —m estirréductible dans Z[ X |
pour toutn € N.

PROPOSITION 3. Soit I unidéal premierde Aet B = A/I.Soit P =Y | a; X" € A[X]et
P la réduction de P modulo I. Sia,, dans B, et si P est irréductible sur B ou Frac(B), alors P
estirréductible sur K.

Que l'onreformuledanslecas A =7Z,I = (p), B=F,:

PROPOSITION 4. Soitp € PetP =) 7 a; X" € Z[X]. Soit P la réduction de P modulo
p. Siptay etsi P estirréductible dans IF,,[ X, alors P est irréductible dans Q[ X|.

EXEMPLES. X3-+462X2+2433X —67691 estirréductible dans Z[X ], tout comme X? — X —1
pour toutp € P.

Cependant la réciproque est fausse, mais dans certains cas particuliers on peut s’en tirer en
jonglant entre les corps utilisés

.
I1. A.

On ne considére que des corps commutatifs.

Extensions de corps et polynomes

Extensions de corps [Per96, §111.1, p65-66]

DEfiNITION 6. [EXTENSION DE CORPS, DEGRE]

Soient K et IL deux corps tels que K C L. On dit que LL est une extension de corps de K.

L est alors un K-e.v.. Lorsque dim(IL) est fini, on note [L : K] = dim(LL) et on l'appelle le
degré de L sur K. On dit alors que l’extension est finie.

EXEMPLE7. R C C,Q C Q(i).

Degré d’une extension, exemples

THEOREME 8. [THEOREME DE LA BASE TELESCOPIQUE]

Soient K, IL, M des corps, (e;)icr une base de IL sur K, (f;);c.s une base de M sur L. Alors
(eifj)(i,j)erx s estune base de M sur K. En particulier, lorsque deux des degrés d’extensions
sont finis, le troisiéme aqussietona [M : K] = [M : L][L : K].

DEfiNITION9. [ELEMENT ALGEBRIQUE, TRANSCENDANT]

Soit L une extension de K, soit & € L. Soit ¢ : K[T] — L le morphisme d’anneaux tel que
px = idetp(T) = au

Si ¢ est injectif, on dit que « est transcendant sur K. Sinon, o € L est algébrique sur K et
P € K[X] unitaire tel que ker(¢) = (P). P est appelé polyndme minimal de «.

EXEMPLE 10. /2,7 sont algébriques sur Q. e et 7 sont transcendants sur Q.

THEOREME 11. [CARACTERISATION D’UN ALGEBRIQUE]
Soit L. une extension de K. Pour o« € I, ona:

aest algébrique surK < K|a] = K(a) <= dim(K]a]) < +o0

Liens entre irréductibilité et degré des extensions [Per96, §l11.3, p77-79]
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II.B. Corpsde rupture et de décomposition

Corps de rupture d’un polyndme irréductible, existence et unicité a isomorphisme pres.
Exemple de C, de Q[/2]

Degré du corps de rupture

Corps de décomposition, existence et unicité a isomorphisme pres

Exemple de Q(i, v/2)

Théoréme de ’élément primitif

[Per96, §lll.1.c, p70]

I1. C.

Extension algébrique, corps algébriquement clos, formulations équivalentes
Théoréme de D’ALEMBERT-GAUSS

Application : toute matrice de M., (C) est trigonalisable

Polyndéme ne s’annulant pas sur un corps fini — tout corps fini n’est pas algébriquement clos
Cloture algébrique, tout corps admet une cléture algébrique unique a isomorphisme pres

Cloture algébrique [Per96, §lll.1.c, p70]

[Rom17, p378]

Soitn € N*.

Polynomes cyclotomiques [Per96, §3.4, p80] [Rom17, §12.11.5, p383]

DEfiNITION 12. [POLYNOMES CYCLOTOMIQUES]

On définit le n-ieme polynéme cyclotomique ®,, € C,,[X] par @, (X) = [Jocyx (X — Q).

PROPOSITION 13.
(i) ®,, estunitaire de degré p(n) = card({k € [1,n] |k An = 1}).
(i) X —-1= Hdln ®g. En particulier, sin est premier: &, = X™ — 1.

COROLLAIRE 14.
» Onen déduit la fameuse formule ¢(n) = 3_,, ,, ¢(d).
« Pourn >2,% cy w=0.

I ProposITION 15. @, € Z[X].
I THEOREME 16. &, estirréductible sur Z et donc sur Q.

I COROLLAIRE 17. Ona [Q[e*"/"] : Q] = p(n).

APPLICATION 18. Théoréme de DIRICHLET faible

COMMENTAIRES

Autres références : [BMP05, Gou09].

QUESTIONS

Q X*+1est-ilirréductible?

R Oui, il ma pas de racine et on peut appliquer le critére d’EISENSTEIN & (X + 1)* + 1 avec
p=2.

Q X* + lest-ilirréductible surF,?

R SurF,: cyclique, X® — 1= (X1 +1)(X*—1)et8 | (p*—1)=(p—1)(p+1).

Q Peut-on construire une famille de polynémes (X™ + a),, irréductibles sur Q pour tout n?

BIBLIOGRAPHIE
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[Gou09] X.GOURDON : Les maths en téte - Algébre. Ellipses, 2¢me édition, 2009.
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2017.
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PGCD ET PPCM, ALGORITHMES DE CALCUL. APPLICATIONS.

Soit A un anneau unitaire commutatif intégre et K un corps.

I. Notionde PGCD et de PPCM sur un anneau factoriel

I.LA. Généralités [Per96, §11.3, p45] [Rom17, Ch7, p205]
DEfiNITION 1. [DIVISIBILITE]

Poura,b € A, on dit que adivisebetonnotea | bsidc € A|b = ac, ou encore (b) C (a).

DEfiNITION 2. [ELEMENTS ASSOCIES]
a,b € Asontditsassociéssia | betb|a(ous’ilexisteu € A* tel que a = ub).

REMARQUE 3. C’est une relation d’équivalence (notée ~). Deux éléments associés sont in-
discernables du point de vue de la divisibilité.

DEfiNITION 4. [IRREDUCTIBLE] a € A non inversible et non nul est dit irréductible si pour
tout b, c € Atelsquea = be,alorsb € A* ouce A%,

EXEMPLE 5. Dans Z, les éléments irréductibles sont les nombres premiers et leurs opposés.

DEfiniTiION 6. [PGCD, PPCM] Soienta, b € A. Ondit que
+de AestunPGCDdeaetbetonnoted =aAbsiVee A,c|aete| b= c]|d,
+mé€ AestunPPCMdeaetbetonnotem =aVbsiVee A,a|cetb|c= m|c.
a et b sont dits premiers entre euxsia A b = 1.

REMARQUE 7. L'existence de PGCD et PPCM n’est pas garantie en général. S’ils existent, ils
sont définis a un inversible prés. On peut généraliser a une famille quelconque d’éléments.

I PROPOSITION 8. Deux PGCD (resp. PPCM) de a, b € A sont associés.

Anneau factoriel, propriété d’existence et d’unicité. Dans la suite A est factoriel.
Ecriture en produit d’irréductibles, valuation p-adique

EXeMPLE9. Z et K[X] sont factoriels.

Existence de PGCD, PPCM, expression en fonction des décompositions en produit d’irréduc-
tibles, expression en terme d’idéaux — ok pour le PPCM mais pas pour le PGCD (I'anneau
n’est pas nécessairement principal!)

Application pour le PPCM : dans un groupe, il existe un élément d’ordre 'exposant du groupe
Lemmes de GAusS

Exemples dans Z, dans les anneaux de polynomes.
Ona(aAb)(aVb)=abetaA (bVa)=a=aV (bAa)

Contenu, lemme de GAuss

Contenu d’un polynome [FGNO7, §5.16, p188-190] [Per96, p51]

PROPOSITION 10. [CRITERE D’EISENSTEIN]
Soit A un anneau factoriel. Soit P = """ ,a; X" € A[X]. Soitp € A premier. Sip 1 a,
Vi <n,p | a;etp®{ ag, alors P estirréductible dans Frac(A)[X].

Théoréeme de GAuss : A[X] factoriel si A 'est

Il. VerslethéoréemedeBEzouT:PGCD surunanneau principal

[Rom17, §8.2, p237] [Per96, §11.3.e, p49]

Anneau principal, exemple de Z, de K[ X]

K[X, Y] est factoriel non principal

Si A est principal, on a bien (a A b) = (a) + (b) (théoreme de BEzour). En particulier condition
pour que a et b soient premiers entre eux! Exemples

Généralisation a une famille d’éléments

Application : lemme des noyaux

lll. Algorithmes de calcul dans les anneaux euclidiens
lll.A. Obtentiondu PGCD

Anneau euclidien, stathme, exemple de K[ X] avec le degré

Euclidien implique principal implique factoriel

Exemple d’anneau principal non euclidien

Algorithme d’EucLIDE : on utilise la division euclidienne en s’appuyant sur le fait que sia =
bg+ravecr #0alorsa Ab=bAT

Exemple d’application de l’'algorithme

[Rom17, §9.2, p260]

1. B. Recherche d’une relation de BEzouT

Algorithme d’EucLIDE étendu : en remontant dans l'algorithme, on obtient une relation de BE-
ZOUT.
Exemple avec le PGCD de polyndmes
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IV. Applications aux équations en arithmétique

IV.A. Equations diophantiennes [Rom17, §10.4, p288] [FGNO7, §4.39, p167]

Définition d’une équation diophantienne [Com98, §12.7, p273]
Cas de ’équationaz = b

Equation az + ny = ¢, réécrite ax = ¢ mod n : ensemble des solutions, existence si et seule-
ment sia A n | b, dans ce cas une solution particuliére est donnée par l'identité de BEzour,
exemples

Soientn,m > 2.

THEOREME 11. Soita € N*,b € Z. Onnoted = a A netonécrita = da’ etn = on'.
Léquation ax = b mod n a des solutions entiéres si et seulement sié | b et dans ce cas, si
b = OV, les solutions sont les b'z(, + kn' avec k € Z et xj, est une solution particuliére de
ax=1 mod n'.

Généralisation a > a;x; = b: calcul par récurrence d’une solution

THEOREME 12. [THEOREME DE SOPHIE GERMAIN]
Soit p un nombre premier impair tel que ¢ = 2p + 1 est premier. Alors il nexiste pas de
triplet (z,y, 2) € Z3 tel que p { xyz et xP + yP + ¢P = 0.

IV. B. Systémes de congruence [Rom17, §10.3-4, p283-290]

THEOREME 13. [THEOREME DES RESTES CHINOIS]

Soient n1,...,n, € N des entiers distincts. Ces entiers sont premiers entre eux
. . r : . r L
si et seulement si Z/nZ et [ [;_, Z/n;Zsontisomorphes, oun = [[;_, n;. Plus précisément,

lapplication ¢ : k, — (k" )1<i<, est un isomorphisme d’anneaux.

EXEMPLE 14. 7 /47 n’est pas isomorphe a (Z/27,)>.

—n;

2 S 5. . . e n \
THEOREME 15. L’isomorphisme inverse est donné par (k; " )i<i<r — > ;,1 kju;-= ou
- - - J
B il T n o __
l'on a choisit (uj)1<;<r telsque 35 _, ujne = 1.

Soientn, m > 2.

r=a modn .
d’inconnue
z=b modm

APPLICATION 16. Soita,b € Z et () le systéme d’équations {
x € Z.SinAm =1,alors
« on cherche une relation de BEzouT un + vm = 1 avec u,v € Z,
« on aalors une solution particuliere de . : 7y = unb + vma,

« les solutions de . sont les (zg 4+ knm)kez.

EXEMPLE 17. Lessolutionsde {

=2 mod 3
=4 mod5H

sont les (14 + 15k)kez.
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ANNEXE

Algorithme d’EucLIDE
Soit A un anneau euclidien. Lalgorithme d’EucLIDE détermine le PGCD de deux éléments :

Entrée:a,be A,b#0

Sortie: d,u,vtelsqueau +bv =detd=aAb
Algorithme:uy = 1,u; = 0,99 =0,v1 = 1,19 = a,rp =b,i =1

Tantquer; #0:
711 < Ti—1 — q;v;  (division euclidienne de r;_; par r;)

Uig1 £ Uj—1 — GilU;
Vit1 £ Vi—1 — ¢iV;
14—1+1

Renvoyer r;_1,u;—1,vi—1

Algorithme d’EucLIDE étendu

SPEECH

Lobjectif est de généraliser les notions de PGCD et de PPCM connue sur N a des anneaux.

QUESTIONS

Q En quoi le lemme des noyaux est une application du théoréme de BEzouT?

Q Dans le casdes anneaux euclidiens, retrouve-t-on exactement les mémes résultats que dans
77

R Dans Z on a unicité de la division euclidienne. Dans A euclidien, il faudrait imposer une
condition supplémentaire pour l'avoir.
Q Quelle est la complexité de l'algorithme d’EucLIDE?
R O(In(a)/In(d)).
Q Connaissez-vous un algorithme plus simple que l’algorithme d’EucLIDE?
R OnaaAb=(a—0b)Abpoura,be N.
Tant que a sont b sont non nuls, on remplace le max(a, b) par max(a, b) — min(a, b).
Une autre possibilité récursive :
- siaetbsont pairs, PGCD(a,b) = 2PGCD(a/2,b/2),
- sia est pair et bimpair, PGCD(a, b) = PGCD(a/2,b),
- si les deux sont impairs, on regarde s’ils sont divisibles par 3 ...
Q Montrer que Z[v/5] ~ Z[X]/(X? — 5). Calculerd = 9 A 3(2 + i\/5).
R z=a+/5b, N(z) = a® + 5b>. z inversible correspond & N(z) = 1 ouencore z € {+1}.

3 est un diviseur commundonc3 | d.Ona9 =3 x 3 = (2 +iV/5)(2 — iV/5)
Sizz/ =2+iv5,0naN(z)N(z') =9
Q Que dire des orbites de l'action de GLy(Z) sur Z2?

R (ab)~(cd)sia/\b:c/\d:e(sie:au—HM:( —Z/e aq/’e ) ( _Z/e ) = ( ) )).

Réciproquement, deux vecteurs dans la méme orbite ont méme PGCD par transitivité.

Q Etpourlaction de GL,,(Z) sur Z™?

R On espére le méme résultat. Par le théoreme BEzouT,ona ), a;u; = d mais on ne va pas
pouvoir trouver explicitement la matrice correspondante.
Enrevanche,siV = Z(uy,...,u,) " etW = {(z1,...,2,) € Z"| Y. a;z; = 0},alors W N
V = 0etdonc W ~ Z" ! est un sous-groupe d’un groupe abélien libre donc est un groupe
abélien libre. On a donc la matrice qu’il nous faut via cet isomorphisme.
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RACINES D’UN POLYNOME. FONCTIONS SYMETRIQUES ELEMENTAIRES. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

Soit K un corps commutatif. [Rom17, p365]

I. Racines d’un polynome [Gou09, §2.2, p59] [Rom17, §12.5, p358]

Fonction polynomiale associée, racine d’un polynéme, a racine <= X —a | P,

Exemple: un polyndme de R[X] de degré impair a une racine réelle. Polynémes cyclotomiques
Application aux polynémes d’endomorphismes:si P(f) = 0, P(Sp(f)) = 0.Casde P = x et
P= K.

Majoration du nombre de racines par le degré du polyndme s’il est non nul
Application : polyndme d’interpolation de LAGRANGE

Identification d’un polynéme et de sa fonction polynomiale sur un corps infini
Multiplicité, formule de TAYLOR

Lien entre multiplicité et zéros des polynémes dérivés

Polyndme scindé, corps algébriquement clos

Théoréme de D’ALEMBERT-GAUSS

Application : toute matrice de M., (C) est trigonalisable

Les racines (complexes) de P € Q[X], ou P € R[X] sont simples si P est scindé

[Rom17, p378]

Il. Fonctions symétriques élémentaires et polynomes symé-

triques

Il.A. Fonctions symétriques et relations coefficients/racines

[Gou09, §2.2, p59] [Rom17, §12.5, p358]

Fonctions symétriques élémentaires, exemples de o1, 02, 0

Toute expression symétrique en xy, ..., x, estun polyndmeenoy,...
Relations coefficients/racines

Formules de NEwWTON, application a la caractérisation des matrices nilpotentes

’UTL

II.B. Structure des polyndmes symétriques

[Rom17, §2.8.5, p57] [CG13, §V.D, p197] [Tau07, §XIII, p140]

Théoréme de structure des polynémes symétriques
Algorithme de factorisation, exemple

PROPOSITION 1. [FORME DE HANKEL]
Soit P € R[X| de degré netxy, ...,z ses racines distinctes, de multiplicité m, . ..
On définit sj, = 22:1 mex} pour k € N puis on pose

y M.

V(Xo,...,Xn,1)€(Cn, S(Xl,...,Xn):

by

0<i,j<n—1

Si+inXj

Alors s (la restriction de s a R™) est une forme quadratique sur R™, de signature (p, q) ot
p+ q = tetp— qestle nombre de racines réelles de P.

Il1l. Localisation des racines

1l A.

Les racines de P sont dans un disque déterminé par les coefficients de P
héoréme de GAUSS-LUCAS

Premiers résultats [FGNO7a, §5.33, p213] [Gou09, §2.2/2.5, p66/83/89]

THEOREME 2. [THEOREME DE KRONECKER]
Soit P € Z[X)| unitaire tel que toutes les racines de P sont de module inférieur ou égal a 1
et P(0) # 0, alors toutes les racines de P sont des racines de ['unité.

COROLLAIRE 3. [THEOREME DE KRONECKER]
Soit P € Z[X] unitaire et irréductible sur Q. Si toutes les racines de P sont de module
inférieur ou égal a 1, alors P = X ou P = ®y, pourun k € N*,

lll. B. Disques de GERSHGORIN

On cherche lesracinesde P = X" + a,,_1 X" ' + -+ ag € C[X].

Introduction de la matrice compagnon

Matrice a diagonale dominante, disque de GERSHGORIN

Sp(A) C U?:1Di

pracines dans une composante connexe regroupant p disques (via I'analyse complexe)

[FGNO7b, §2.8, p80] [Ser01, §4.5, p49]

. C.

Si P adesracinesréellesa; < --- < ., la méthode de NEwTON partant de xy > «,. converge
vers a;.. Vitesse de convergence selon la multiplicité
Méthode de la puissance

Approximation d’une racine [Rou99, Ch4, p140] [AK02, §11.1, p215]

ENS Paris-Saclay - 2018/2019

Antoine BARRIER - https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Page 56 sur 238


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Agrégation - Lecons

144 - Racines d’un polyndme. Fonctions symétriques élémentaires. Exemples et applications.

IV. Racines de polynomes et extensions de corps [perss, siil.1.c, p70]
IV. A.

Extension de corps, degré, théoreme de la base télescopique, exemples, algébricité

Rappels sur les extensions de corps

IV.B. Corps de rupture et corps de décomposition

Corps de rupture d’un polyndme irréductible, existence et unicité a isomorphisme pres
Exemple de C, de Q[v/2]

Degré du corps de rupture

Corps de décomposition, existence et unicité a isomorphisme pres

Exemple de Q(i, v/2)

Théoréme de l’élément primitif

IV. C.

Corps algébriquement clos

Formulations équivalentes

Polynéme ne s’annulant pas sur un corps fini — tout corps fini n’est pas algébriquement clos
Cloture algébrique

Tout corps admet une clture algébrique unique a isomorphisme prés

Cloture algébrique

SPEECH

Tout au long de cette lecons on s’intéresse a 3 problémes fondamentaux liés aux racines d’un
polynéme:

« l'existence de racines d’un polynome P € K[X] ainsi que leur calcul exact. On peut iden-
tifier polynéme et fonction polynomiale dans le cas d’un corps infini. Trouver les racines
d’un polynéme reste un probleme que l'on ne peut pas résoudre en général,

« localisation approchée des racines (GAUSS-LUCAS, GERSHGORIN, autres méthodes),

+ etle problémeinverse du premier:soit k une extension de K etz € k. Existe-t-il P € K[X]
tel que P(z) = 07 On va ensuite regarder la structure de ’ensemble des racines de P, le
polyndme minimal de x. Théoréme de l’élément primitif.

On peut aussi présenter cette partie avec une version théorie des corps, question d’exis-
tence de racines résolue par corps de rupture/décomposition.

QUESTIONS

Q SoitP, =31, Xk—,k Montrer que P, n’a que des racines simples dans C.

R Onvérifieque P, = P, 1 =P, —
0, ce qui n’est pas le cas.

% Uneracine de P, et de P,,_ ne peut donc étre que

Q Soit ¢ : M,,(C) — C une fonction polynomiale satisfaisant ¢(AB) = ¢(BA). Soit f; :
A x4 le i-ieme coefficient de x 4. Montrer que p est un polynémeen fo, ... f—1.

R Ona 0'7;()\1, ey /\n) = (71)”]0”_7(14)
Soit: (A1,..., \n) — @(diag(Aq, ...,

V((Aoi))i) = p(diag((Ao(i))i)) = P diag((Ai):) P~ = @(diag((Ai)i))

1) est symétrique, donc fonction des (o;);, donc des (f;); ... Ainsi ¢ est un polyndme en les
(fi): sur ’ensemble des matrices diagonales. Pour une matrice quelconque, on 'approche
par des matrices diagonales et on conclut par continuité.

Q Soit I un intervalle de R. Déterminer les sous-algébres de dimension finie de C°(I, R).

R SoitC une telle algébre. Soit f € C.Pourtouti, fi € Cdonc (1, f,... f")estliée, etil existe
P € R,[X] annulateur de f. Si f est non constante, P est nul, absurde. Donc C = {0} ou
C = {f constante}.

Q Montrer que si Tr(A*) = 0 pour tout &, alors A est nilpotente (K = C).

R En utilisant le polynéme caractéristique de A, on a que Tr(x4(A)) = 0 = nag ou ag est le
coefficient constant de x 4, donc ag = 0. Ainsi 0 € Sp(A) et on conclut par récurrence.
Variante : la relation donne que les sommes de NEWTON sont toutes nulles, donc que les
fonctions symétriques sont nulles, donc que les racines sont nulles : le polynéme est nil-
potent.

An)).Ona

BIBLIOGRAPHIE

[AKO2]  G.ALLAIRE et S.-M. KABER : Algébre linéaire numérique. Ellipses, 2002.

[CG13] P.CALDERO et J. GERMONI : Histoires hédonistes de groupes et de géométries - Tome 1.

Calvage et Mounet, 2013.
[FGNO7a] S.FRANCINOU, H. GIANELLA et S. NICOLAS : Oraux X-ENS - Algébre 1. Cassini, 2007.
[FGNO7b] S.FRANCINOU, H. GIANELLA et S. NICOLAS : Oraux X-ENS - Algébre 2. Cassini, 2007.
[Gou09] X.GOURDON : Les maths en téte - Algébre. Ellipses, 2¢me édition, 2009.
[Per96] D.PERRIN: Cours d’algébre. Ellipses, 1996.

[Rom17] J.-E. ROMBALDI : Mathématiques pour l'agrégation : Algébre et géométrie. De Boeck,
2017.

[Rou99] F. ROUVIERE : Petit guide de calcul différentiel. Cassini, 1999.

[Ser01] D. SERRE: Les Matrices. Dunod, 2001.

[Tau07] P. TAUVEL : Mathématiques générales pour l'agrégation. Masson, 2007.

ENS Paris-Saclay - 2018/2019

Antoine BARRIER - https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Page 57 sur 238


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

EXEMPLES D’ACTIONS DE GROUPES SUR LES ESPACES DE MATRICES.

Soit K un corps commutatif. Soient n, p des entiers non nuls.

I. Action par translations et pivot de GAuss [CG13, ChIV, p127]

I.A. Généralités

DEfiNITION 1. [ACTION PAR TRANSLATION]
On définit les actions par translation/multiplication a gauche et a droite :

GLL(K) x M, ,(K)  — M, ,(K) ot GL,(K) x My p(K) —> P
(P, M) — PM (P, M) —  MP!

DEfiNITION 2. [MATRICES DE DILATATION, TRANSVECTION, PERMUTATION ELEMENTAIRE]
Une matrice de dilatation est une matrice D; , € GL,,(K) pour un a € K*. Une matrice de
transvection est une matrice T; j s = I,, + BE; ; € GL,(K) pourun 3 € K* eti # j. Une
matrice de permutation élémentaire est une matrice P, ; € GL,,(K) pouruni < j.

Do = a b= Lj—i—1
L. . 1 0
n—u

PrOPOSITION 3. Soit M € M,, ,(K). Les opérations élémentaires sur les lignes (resp. co-
lonnes) de M sont obtenues par multiplication a gauche (resp. a droite) par les matrices pré-
cédemment introduites :

Matrice Di,on E,j,ﬁM Pi7jM MD,

)

Opération L+ al; | L; + L; + ﬂLJ L, & O[Lj Cz — OéCZ'

DEfiniTiION 4. On appelle:

« pivot d’une ligne son coefficient non nul le plus a gauche.

« matrice échelonnée en lignes une matrice telle que dés qu’une ligne est nulle, les sui-
vantes sont nulles, et pour les lignes non nulles le pivot d’une ligne est strictement a
droite du pivot de la ligne précédente. On dit qu’une matrice échelonnée est réduite si
ses pivots valent 1.

On a la définition similaire de matrice échelonnée (resp. réduite) en colonnes.

I.B. Caractérisation des orbites et pivot de GAuss [CG13, Chl, p2]

2 5 2 00
EXEMPLE 5. 0 1 | estréduiteenlignes,| 1 3 0 | estéchelonnéeen colonnes.
0 0 2 40

S O =

THEOREME 6. [ORBITES DE L’ACTION PAR MULTIPLICATION A GAUCHE]

Pour l’action par multiplication a gauche :
+ deux matrices A et A’ sont dans la méme orbite si et seulement siker(A) = ker(A4’),
« toute matrice est dans l'orbite d’une unique matrice réduite en lignes.

THEOREME 7. [ORBITES DE L’ACTION PAR MULTIPLICATION A DROITE]

Pour l’'action par multiplication a droite :
« deux matrices A et A’ sont dans la méme orbite si et seulement siIm(A) = Im(A"),
« toute matrice est dans 'orbite d’une unique matrice réduite en colonnes.

I THEOREME 8. SL,(K) est engendré par les transvections, GL,,(K) est engendré par les
transvections et les dilatations.

APPLICATION 9. [ALGORITHME DU PIVOT DE GAUSS]
Lalgorithme du pivot de GAUss permet de se ramener a la matrice réduite associée a une ma-
trice via des opérations élémentaires sur les lignes.

2 4 1 12 1/2
EXEMPLE 10. 1 3 0 | apourmatrice réduite associée | 0 1 —1/2
0 5 2 0 0 1

I.C. Application a la décomposition polaire
[CG13, ChvI, p201] [Rom17, Ch22, p697]

On se place sur K = R, n = p et on considere l'action a gauche restreinte a O, (R).

THEOREME 11. [DECOMPOSITION POLAIRE]
Lapplication O,,(R) x S+ (R) — GL,(R), (O, S) — OS est un homéomorphisme.

THEOREME 12. Lorbite de toute matrice M contient une matrice symétrique positive. Si M
est inversible, l'orbite contient une matrice symétrique définie positive.

AppPLICATION 13. O, (R) est le seul sous-groupe compact de GL,,(R) contenant O, (R).

APPLICATION 14. Pour A € M, (R),ona[[A]l, = /p(ATA).
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1. Action de STEINITZ

[CG13, CHI, p2]

DEfiNITION 15. [ACTION DE STEINITZ]

GLL(K) x GL,(K) x M,, ,(K)
((P,Q), M) —>
Les orbites pour cette action sont appelées classes d’équivalence.

On appelle action de STEINITZ 'action

THEOREME 16. Si M est de rang r, M est équivalente a J, = ( L 0 >
n—r,p—r

I REMARQUE 17. L’algorithme du pivot total permet d’obtenir J,..

COROLLAIRE 18. Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang.
Ainsi O = {0, |0 < r <min(m,n)} ot O, = {M € M,, ,(K)| rg(M) =r}.

EXEMPLE 19. (

o =N
Ut W

1
0 ) est équivalente 3 I.
2

I COROLLAIRE 20. 1g(M ") = rg(M).

I PrROPOSITION 21, Soit K = R ou C. Alors O, = | |y <, Ok

Soit K = R ou C. L'unique orbite fermée est Oy = {0} et 'unique orbite

(n.p)- Sin = p, On, = GL,(K) est un ouvert dense de M., (K).

COROLLAIRE 22.
ouverte est Oin

lll. Action par conjugaison [CG13, Chlll, p83]

lIl.A. Généralités

DEfiNITION 23. [ACTION PAR CONJUGAISON]

GL,(K) x M, (K)
(P, M)
Deux matrices d’une méme orbite sont dites semblables.

On considére l'action par conjugaison

REMARQUE 24.  On considére un K-espace vectoriel E de dimension finie n, etu € L(FE).
Soient B et B’ deux bases de E, P la matrice de passage de B vers B'. Alors si A = Mg (u)
et A’ = Mp/(u),ona A’ = PAP~L.

PROPOSITION 25. Deux matrices semblables ont méme rang, déterminant, trace, valeurs
propres, polynéme minimal, polynéme caractéristique.

REMARQUE 26. Dans aucun des cas il ne s’agit d’une caractérisation. Par exemple pour le
polynéme minimal considérer diag(1, 1, 2) et diag(1, 2, 2) et pour le polyndme caractéris-

L)

Applications a la trigonalisabilité/diagonalisabilité

tique, considérer I, et ( (1)

I1l. B. [MM16]

I DEfiNITION 27. Une matrice est trigonalisable (resp. diagonalisable) si elle est dans 'orbite
d’une matrice triangulaire (resp. diagonale).

THEOREME 28. Une matrice est trigonalisable (resp. diagonalisable) si et seulement si son
polynéme minimal est scindé (resp. scindé a racines simples).

ProposiITION29. DansK = C, M € M, (K) estdiagonalisable si et seulement si sa classe
de similitude est fermée dans M., (K).

APPLICATION 30. [CARDINAL DE D, (F,)]
Soitn € N,q = p" ouppremier,r # 0.Soit D, (F

[Rom17, §5.6, p148-151]
,) lensemble des matrices diagonalisables

deT,. Alors en posant |GLy(F,)| = 1,ona:
GLA(Fy)|
D, (F,)| =
D (Fy)| W;FHH —1GL (F,)]

lll.C. Actionde O,(R)etdet/,(C)
SiK = R (resp. C), restreignons l’action par conjugaison a O,,(R) (resp. U, (C)).

[CG13, ChV, p149] [Rom17, Ch22]

REMARQUE 31. Avec le contexte de laremarque précédente, lactionde O,,(R) (resp. U, (C))
équivaut a un changement de base orthonormée pour E euclidien (resp. hermitien).

Fixons donc un endormorphisme u € L£(FE) euclidien. On suppose u normal, c’est-a-dire que
sa matrice M dans une base orthonormée fixée vérifie :

I DEfiniTion 32. M € M,,(K) est dite normale si M*M = MM*ou M* = MT.

I PROPOSITION 33. Lesvaleurs propres (complexes) de M normale sont des racines de 'unité.
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LEMME 34.
« Si F est un sous-espace vectoriel stable par u, alors F* est stable par u,
« Il existe un sous-espace vectoriel stable par u de dimension 1 ou 2.

THEOREME 35. [REDUCTION DES ENDOMORPHISMES NORMAUX]
Il existe une base orthonormée B de E telle que

diag(A1,. .., Ap)
R1

Mg (u) =

Ry

ak

—bg
b a ) avec by, # 0.

oup+2r=n, (N\)i<i<p € RPetpourl <k <r Ry = (

APPLICATION 36. [REDUCTION D’UN ENDOMORPHISME ANTISYMETRIQUE]
Supposons u antisymétrique. Alors il existe une base orthonormée B de F telle que Mp(u) est

0 —bx
b O )

[Rom17, Ch15, p463]

de la forme précédente,avec \; = --- =\, =0,2r < netRy = (

IV. Action par congruence

IV.A. Généralités

IV. B. Classification des formes quadratiques [CG13, ChV.B, p179]

THEOREME 41. [cLASSIficATION SURK = C]
Soit S € S(C). Alors S est congruente a J,. ot r = rg(.S).
Deux matrices de S,,(C) sont congruentes si et seulement si elles ont méme rang.

THEOREME 42. [cLASSIficATION SURK = R]

Is
Soit S € S(R). ll existe (s,t) € N? tels que S soit congruente a < —1I )
On—s—t

PROPOSITION43. Onas = max({dim(F) | F sevde E sur lequel q est définie positive}) et
t = max({dim(F) | F sev de E sur lequel q est définie négative}).

COROLLAIRE 44. Deux matrices de S,,(R) sont congruentes si et seulement si elles ont méme
signature.
On note F,, le corps Z/pZ, puis F2 = {a? |z € F,,} et F;* = F2 N F;.

I PROPOSITION 45. ]F;;2 est un sous-groupe d’indice 2 de ;.

APPLICATION 46. Poura,b € F} et c € Fy, ax® + by® = c admet des solutions dans IF,,.

THEOREME 47. [CLASSIficATION SURK = F ]

. I’rfl
On suppose dans cette section que car(K) # 2. Soita € T \ ]Ff. Alors toute matrice S € S,,(FF,) est congruente a o
On—r
DEfiNITION 37. [ACTION PAR CONGRUENCE] LK) x Su(K) —> Su(K) ot d € {1,a}etr =rg(s).
On appelle action par congruence l’action sur S,,(K) : " (P,S) " L PT:S’PT .
D trices &’ R bit t dit ¢ ’ APPLICATION 48. [LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE]
eux matrices d’une meme orbite sont dites congruentes. Soit a € Z, on appelle symbole de LEGENDRE (de a modulo p) entier :
REMARQUE 38.  On considére un K-espace vectoriel E de dimension finie n, ¢ une forme a\ (1) siz® =a mod pestrésolubleetp {a
bilinéaire symétrique sur E, B et B’ deux bases de E, P la matrice de passage de B vers B'. p) 1 z;foLa
Alorssi S = Mp(q) € S.(K)etS' = Mp/(q) € S,(K),ona S’ = PSPT.
Soient p # g des nombres premiers impairs. Alors (%’) (%) = (—l)pz;lq%l.
DEfiNITION 39. [DISCRIMINANT]
On définit le discriminant de S € S,,(K) pardet(S) € K*/(K*)?si S estinversible, 0 sinon. L1 5071
EXEMPLEA9. () = (507) (507) = (D77~ () == (35) =~ (&) () =1
. . L Ainsi 26 n’est pas un carré modulo 307.
I PROPOSITION 40. Deux matrices congruentes ont méme discriminant.
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SPEECH

Les matrices sont des objets mathématiques assez anciens, dont la structure a été formalisée
par son lien avec l'algébre linéaire (opérations sur les lignes et colonnes, endomorphismes,
formes quadratiques). Les actions de groupes permettent de synthétiser tout cela.

Dans un premier temps, on regarde les multiplications de matrices qui nous meénent au pivot
de GAuss et aux décompositions LU et polaire.

Ensuite on étudie l'action de STEINITZ et la caractérisation des orbites par le rang.

Enfin la troisiéme partie s’intéresse a l'action par conjugaison, qui correspond a la notion de
matrices représentant un méme endomorphisme et donne un grand nombre d’invariants par
similitude. On applique cela a la diagonalisabilité et a la réduction de FROBENIUS.

Enfin on parle de l'action par congruence qui correspond a la relation de représentation d’une
méme forme quadratique. Sur C on a une caractérisation simple des orbites, sur R on utilise
la signature. Enfin on donne la classification sur ', avec application a la loi de réciprocité qua-
dratique.

QUESTIONS

Q Montrer le premier point du Théoreme 15.

R Voir [CG13, §IV.2, p131].

Q Soit S € S,,(C) telle que det(S + X) = det(X) pourtout X € S,,(C). Quedirede S?

R Ona0 = det(S — §) = det(—S) = (—1)" det(S) dons S est non inversible.
Pour tout P € GL,(C), on a det(PSPT + PXPT) = det(P)?det(S + X) =
det(P)?det(X) = det(PXPT). On peut donc remplacer S par sa forme réduite. Quand
X décrit S,,(C), PX P T décrit S,,(C) donc le probléeme se réécrit : det (S’ + X') = det(X")
pour X’ € §,,(C),ou S’ = J,. Prenant alors X’ = Id, on obtient det(S’ + X’) = det(X’),
ce qui n’est possible que sirg(S’) = 0, c’est-a-dire S’ = 0, ou encore S = 0.
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1151/ DIMENSION D’UN ESPACE VECTORIEL (ON SE LIMITERA AU CAS DE LA DIMENSION FINIE). RANG. EXEMPLES
ET APPLICATIONS.

I. Espaces vectoriels et dimension [Gou09, §3.1, p109-111]

Soit K un corps commutatif. Soit £ un K-espace vectoriel dont on rappelle la définition :

DEfiNITION 1. [ESPACE VECTORIEL, SOUS-ESPACE VECTORIEL]

+ (E,+,.)estunK-espace vectorielsi (E, +) est un groupe commutatif et si la loi externe
satisfait pour tout A\, u € Ketz,y € E, (A + p).x = Ao+ px, Mz +y) =
x4+ Ay, A(px)=Ap)ex, lgxoz=u,

+ Unsous-ensemble nonvide F' de E est un sous-espace vectoriel de E s’il est stable par
les lois de E, c’est-a-dire si pourtout A € Ketz,y € F,onalz+y € F.

EXEMPLE 2. Une intersection et une somme de sous-espaces vectoriels de E est un s.e.v. de
E. On peut donc définir Vect(A).

DEfiNITION 3. [FAMILLE GENERATRICE, LIBRE, BASE, DIMENSION fiNIE]
Soit (e;)ier une famille d’éléments de F.
« (e;)ier est dite génératrice de E lorsque Vect((e;)ier) = E. Lorsque E possede une
famille génératrice finie, on dit que E est de dimension finie,
+ (ei)iers est dite libre lorsque V(\;)icr € K17Z¢61 i, =0=Vie I\ =0.Sice
n’est pas le cas, la famille est dite liée,
* Si(e;)ier est libre et génératrice, on dit que C’est une base de F.
+ Soient (F;);e; des s.ev de E. On dit que E est la somme directe des (E;);cr Si
> .;cr Ei = E et que la décomposition de tout vecteur de £ dans (E;);c; est unique.

EXEMPLE 4.
« {1,v/2,V/3} estlibre sur le Q-espace vectoriel R.
« Labase canonique de £ = K",
+ Une sous-famille (/sur) d’une famille libre (/génératrice) de E est libre (/génératrice),
+ K[X] n’est pas de dimension finie,
+ Unicité de la décomposition de = € Vect((e;);cr) lorsque (e;);¢ est libre.

THEOREME 5. [THEOREME DE LA BASE INCOMPLETE]
Soient L une famille libre et G une famille génératrice de E. Alors il existe une base B de telle
queLCBC LUQG.

COROLLAIRE 6. Si F est de dimension finie, il admet une base. De plus, toute base de E a
méme cardinal appelé dimension de E, et noté dim(F).

Toute famille libre (resp. génératrice) est de cardinal inférieur (resp. supérieur) ou égal a
dim(E) et en cas d’égalité, c’est une base.

PROPOSITION 7. [PROPRIETES DES SOUS-ESPACES VECTORIELS DE F]
Soient E de dimension finie n, et I, F» des sous-espaces vectorielsde E.
« I estde dimension finie et dim(F;) < dim(E), et dim(F}) = dim(E) <= F; = E.
+ [FORMULE DE GRASSMAN] On a dim(F; + F3) + dim(Fy N Fy) = dim(Fy) + dim(Fs).
« I et Iy sont supplémentaires dans E (C’est-a-dire E = F| © F5) si et seulement si au
moins 2 des propriétés suivantes sont vérifiées :

Il. Rang d’une application linéaire [Gou09, §3.2-3.3, p113-122]

Soient F, G des espaces vectoriels de dimension finie n et m.
Il.A. Applications linéaires
DEfiNITION 8. [APPLICATION LINEAIRE]

[+ E — Gestlinéairesi f(A.z + p.y) = \.f(z) + p.f(y) pour A\, u € Ketz,y € E.
L(E,G) est 'ensemble des applications linéaires de F dans G et L(E) = L(E, E).

REMARQUE 9. Im(f) etker(f) sontdess.e.v. et dim(Im(f)) < dim(F) < +oo.
Une application linéaire est entiérement déterminée par ses valeurs sur une base de E.

DEfiNITION 10. [RANG D’UNE APPLICATION LINEAIRE]
Pour f € L(E,G),on noterg(f) et on appelle rang de f Uentier dim(Im(f)).

I THEOREME 11. [THEOREME DU RANG]
Soit f € L(E,G). Alors dim(ker(f)) + rg(f) = dim(E).

APPLICATION 12. [MM16,§2.1, p16] Pour f € L(E):

o (rg(f*))ren est décroissante stationnaire et (rg(f*) — rg(f**1))ren est décroissante.
« ilexiste P € Kgim(p)2+1[X] telque P(f) = 0.(p).

I COROLLAIRE 13. Lorsquen = m, ona f bijective <= f surjective <= f injective.

APPLICATION 14. [BMPO5, p154] Existence et unicité du polyndme interpolateur de LAGRANGE.
[Gril5, §3.3, p63] Contre-exemple en dimension infinie : P — P,
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1. B. Représentations matricielles d’une application linéaire

DEfiNITION 15. [MATRICE D’UNE APPLICATION LINEAIRE]

Soit f € L(F,G).SiB = (e1,...,e,) etC sont des bases de E et G, on définit la matrice
Mpc(f) € My, »(K)de f dans les bases B et C comme la matrice de vecteurs colonnes les
(f(es))1<i<n exprimés dans la base C.

DEfiNITION 16. [RANG D’UNE FAMILLE DE VECTEURS ET D’UNE MATRICE]
On définit rg(A) le rang de A € M., ,,(K) comme le rang de la famille de ses vecteurs
colonnes (z1, ..., z,), C’est-a-dire Uentier dim(Vect ((z;)1<i<n))-

I. 0

0o 0 )

I COROLLAIRE 18. Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont méme rang.

ProPOSITION 17. SiA € M, ,(K) est de rang r, alors A est équivalente a <

I PROPOSITION 19. Le rang d’une matrice est l'ordre du plus grand mineur non nul.

PROPOSITION 20. [LIENS ENTRE RANGS]
* Pourtout A € M,, ,,(K), il existe E, G, f et B,C tels que A = Mg c(f).
« Deux matrices de M., ,,(K) représentent une méme application linéaire f € L(E,G)
dans des bases différentes si et seulement si elles sont équivalentes.
« 1g(A) = rg(f) lorsque A est une matrice de f.

APPLICATION 21. [Gou09, §2/3, p37/90]
« La méthode du pivot de GAuss permet d’obtenir le rang d’une matrice,
» Soient M € M, (K)et N € GL,,(K). Alorsrg(MN) =rg(NM) = rg(M).

1l.
i A.

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé réel ou complexe de dimension quelconque (on sup-
pose la notion de norme connue).

Les conséquences de la dimension finie

Espaces vectoriels normés [Gou08, §1.5/1.6, p50/56]

THEOREME 22. [THEOREME DE RIESZ]
E est de dimension finie si et seulement si By (0, 1) est compacte.

I THEOREME 23. Si E est de dimension finie, alors toutes les normes sur E sont équivalentes.

EXEMPLE 24. Contre-exemple en dimension infinie: ||.||; et ||.]| . surC([0, 1], R).
Contre-exemple sur un corps non complet : Q[v/2], Ny (a + bv/2) = |a| + |b| et Ny = |.|.

I COROLLAIRE 25. Si E est de dimension finie, les compacts de E sont les fermés bornés.

THEOREME 26. [ORTHONORMALISATION DE GRAM-SCHMIDT] [Rom17, §22.1, p699-700]
Supposons que ||.|| dérive d’un produit scalaire {. | .} (E est alors un espace euclidien).

Pour toute famille libre (x;)1<i<, de E, il existe une unique famille orthonormée (e;)1<i<p
telle que pour tout k € [[1, p], Vect(eq, ..., ex) = Vect(x1,...,xx) et (zx | ex) > 0.
Dualité

I1l. B. [Rom17, Ch14, p443-456]

DEfiNITION 27. [ESPACE DUAL]

On note E* = L(F,K) l'espace dual de E.

Atoute base B = (eq, ..., e,) de E,on associe la famille B* = (e}, ..., e!) de E* ol e} est
la projection sur Vect(e;) parallelement a Vect((e;) jzi).

PROPOSITION 28. BB* est une base de E*, appelée base duale de B. Ainsi, E* est de dimen-
sion finie et dim(E*) = dim(E).
Par ailleurs, toute base de E* est la base duale d’une unique base B de E.

APPLICATION 29. [THEOREME DU RANG]
Si ¢ € E* est non identiquement nulle, son noyau est un hyperplan H.
Si¢1,...,¢p € E*,alors dim(N_; ker(¢;)) = dim(NY_, H;) > n — p.

DEfiNITION 30. [ORTHOGONAL]
« Lothogonaldans E* de {0} C X C Eest X+ = {¢ € E*|Vx € X, ¢(z) = 0},
+ Lothogonaldans Ede {0} CY C E*estY® ={z € E|V¢ € E, ¢(z) = 0}.
Ce sont des sous-espaces vectoriels de E* et F respectivement.

PROPOSITION 31.  Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors dim(F) + dim(F+t) =
dim(E). De méme si G est un sous-espace vectoriel de E*, dim(G) + dim(G°) = dim(E).

DEfiNITION 32. [TRANSPOSEE]
Pour f € L(E, F), on définit application transposée f : F* — E*, ¢ — ¢ o f.

APPLICATION 33. Si A = Mpc(f),alors Mg c«(if) = AT.
On en déduit que {vowu) = fwo .
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IV. Applications des espaces vectoriels de dimension finie

IV. A.

Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie n. On suppose les notions de polynéme d’en-
domorphisme et de valeurs/vecteurs/espaces propres connues.

Réduction d’endomorphismes [MM16]

LEMME 34. [LEMME DES NOYAUX]

Soit (Py)1<k<n une famille de polynémes deux a deux premiers entre eux et f € L(F). Alors
enposant P = [[r_, Py, on aker(P(f)) = @n_, ker(Py(f)).

De plus, le projecteur de ker(P(f)) sur l’un de ces sous-espaces parallélement a la somme des
autres est un polynéme en f.

EXEMPLE 35. En pratique, on utilise souvent ce lemme avec P tel que ker(P(f)) = E. On
obtient alors une décomposition de E en sous-espaces stables, car ker(Q(f)) est stable par f
pour tout polynome Q.

DEfiNITION 36. [POLYNOME CARACTERISTIQUE]

On définit le polynéme caractéristique de A € M,,(K) par x4 (X) = det(XI,, — A).

On définit le polynéme caractéristique de f € L(E) comme le polynéme caractéristique
d’une matrice de f dans n’importe quelle base de E (en remarquant que x 4 est invariant
par similitude). On le note ;.

THEOREME 37. [THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON]
Pourtout f € L(E), x;(f) =0.

THEOREME 38. [CARACTERISATION D’UN POLYNOME TRIGONALISABLE]
Un endomorphisme f € L(E) est trigonalisable si et seulement si x s est scindé.

IV. B.

On ne considére que des corps commutatifs.

Extensions de corps et nombres algébriques [Per96, §3.1, p65-66]

DEfiNITION 40. [EXTENSION DE CORPS, DEGRE]

Soient K et IL deux corps tels que K C L. On dit que LL est une extension de corps de K.

L est alors un K-e.v.. Lorsque dim(IL) est fini, on note [L : K] = dim(IL) et on l'appelle le
degré de L sur K. On dit alors que l’extension est finie.

EXeMPLE4l. R C C,Q C Q(»4).

THEOREME 42. [THEOREME DE LA BASE TELESCOPIQUE]

Soient K, L, M des corps, (e;)icr une base de L sur K, (f;);es une base de M sur L. Alors
(eifj)(i.j)erx s estune base de M sur K.

En particulier, lorsque deux des degrés d’extensions sont finis, le troisiéme aussi et on a

M: K] =[M:LI]L :K].

DEfiNITION 43. [ELEMENT ALGEBRIQUE, TRANSCENDANT]

Soit L une extension de K, soit « € L. Soit ¢ : K[T| — L le morphisme d’anneaux tel que
ok =ideto(T) = a.

Si ¢ est injectif, on dit que « est transcendant sur K. Sinon, a € L est algébrique sur K et

THEOREME 39. [DECOMPOSITION DE JORDAN]
Soit f € L(E) de polynéme caractéristique scindé. Soient A1, . ..
de f.

llexiste des entiersd; > --- > d; ., pour j € [1,m] tels que dans une certaine base B de
E, M3(f) soit diagonale par blocs avec les blocs (Bj i) 1<j<m, 0U Bj i, = Njla, , + Ja, ,

[Rom17, Ch21, p672-675]
, Am les valeurs propres

1<k<r;
0 0
1 0
ennotantJ; =1 0 1 € My(K).
. .y
0 0 1 0

P € K[X] unitaire tel que ker(¢) = (P). P est appelé polyndme minimal de «.

EXEMPLE 44. /2, i sont algébriques sur Q. e et 7 sont transcendants sur Q.

THEOREME 45. [CARACTERISATION D’UN ALGEBRIQUE]
Soit L. une extension de K. Pour o € I, ona:

aest algébrique sur K < K|a] = K(a) < dim(K[a]) < +o0

APPLICATION 46. Pour tout entier n € N et toute famille py, . .., p, d’entiers supérieurs
ou égaux a 2, tous sans facteur carré, et premiers deux a deux,on a:

[Q{v/Piti<i<n] : Q] = 2"
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151 - Dimension d’un espace vectoriel (on se limitera au cas de la dimension finie). Rang. Exemples et applications.

ANNEXE

Exemple(s) du pivot de GAuss, schémas de degrés d’extensions de corps ...

SPEECH

La théorie de l'algebre linéaire en dimension finie est fondamentale en mathématiques dans
de nombreux domaines via les propriétés de réduction. Il y a deux visions possibles : d’un cété
voir les applications linéaires dans des bases adaptées, en visualisant 'image de la base, et de
l’autre les matrices associées qui permettent des calculs matriciels et des algorithmes. On va
voir qu’il faut savoir jongler entre les deux!

Dans la premiére partie, on insiste sur la propriété d’existence de base en dimension finie et le
théoreme de la base incompléte.

Ensuite, la théorie du rang avec les deux visions et leurs liens (dernier théoréme). On regardera
les applications a I’étude d’endomorphismes.

Dans un troisiéme temps, on se demandera ce que la dimension finie apporte dans un es-
pace vectoriel normé. Une conséquence notable est le procédé d’orthogonalisation de GRAM-
SCHMIDT. On introduira également la notion de dualité qui est trés importante de par ses pro-
priétés intéressantes que 'on va pouvoir notamment appliqué dans la partie suivante.

Enfin on regardera le cas particulier de I'étude des endomorphismes. On introduit des résul-
tats classiques ou la dimension finie joue un réle important, notamment la décomposition de
JORDAN proposée en développement ot 'on va raisonner par récurrence sur la dimension (clas-
sique) et utiliser des propriétés de dualité. Notons également des résultats en théorie des corps
qui utilisent des théorémes vus dans la lecon.

COMMENTAIRES

C’est une lecon trés dense, qui se compléte tres bien avec des morceaux d’autres legons. Il faut
faire des choix.

QUESTIONS

Q Quelle est la premiére utilisation du théoreme de la base incompléte?
R Il existe des bases en dimension finie.

Q Calcul de rangs de matrices.

Q Quelle est ladimensionde E/F?

R Utiliser le théoréme du rang appliqué a la projection.
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[152] DETERMINANT. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Définitions et propriétés générales [Gou09, §3.5, p134-137]

I.A. Formes n-linéaires alternées, déterminant d’une famille de vec-
teurs

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n ou K est un corps commutatif.

DEfiNITION 1. [APPLICATION n-LINEAIRE, ALTERNEE]
Soit f : E™ — K une application.
« On dit que f est n-linéaire si en tout point les n applications partielles sont linéaires.
L'ensemble des applications n-linéaires est noté £,,(E, K).
« Si f € L,(E,K), ondit que f est alternée si f(z1,...,z,) = 0 dés que deux des
{zi},<i<, sont égaux.

THEOREME 2. [PROPRIETES DE A,,(F)]
Lensemble A,,(E) des formes n-linéaires alternées de E est un espace vectoriel de dimension
1. Il existe une unique forme n-linéaire alternée égale a 1 sur une base donnée de B.

DEfiNITION 3. [DETERMINANT DANS UNE BASE]
Soit B une base de E. On appelle déterminant dans la base B, et on note detg, 'unique
forme n-linéaire alternée égale a 1 sur B.

COROLLAIRE 4. [EXPRESSION DE detj]
Soient x4, . .., x, des vecteurs de E. En notant (x; 1, . .
une base Bde E,ona:

., Z;n) les coordonnées de x; dans

Z €(0)T1 0(1) X *++ X Tp o(n)
ceES,

detg(x1,...,2,) =

COROLLAIRE 5. [CHANGEMENT DE BASE]
Soit Bune basede E. Pour f € A,,(E),ona f = f(B) detg.
En particulier, si B’ est une autre base de E, on a detg: = detp/ (B) detg.

PROPOSITION 6. [CARACTERISATION D’UNE FAMILLE LIEE, LIBRE]
Soientxy, ..., x, € E.On aéquivalence entre :

(i) lafamille {x1, ..., x,} estliée,

(i) pourtoute base B de E, on adetg(x1,...,2,) =0,
(iii) il existe une base B de E telle que detp(z1,...,z,) = 0.

I.B. Déterminant d’une matrice carrée et d’un endomorphisme
Soit A = (aij)1§i,j§n e M, (K). Soit f € L(E).

DEfiNITION 7. [DETERMINANT D’UNE MATRICE]
On appelle déterminant de A le déterminant des vecteurs colonnes de A dans la base cano-
nique de K™. On le note det(A).

ProPOSITION 8. Soient A € Ket B € M,,(K). On a les propriétés suivantes :
i) on ne change pas la valeur du déterminant lorsque ['on ajoute a une colonne une combi-
naison linéaire des autres colonnes,
i) det(AT) =det(4) et det(\A) = A"det(A),
iii) det(AB) = det(A)det(B).
iv) Si A et B sont semblables, alors det(A) = det(B).
v) A€ GL,(K) <= det(A) # 0. Dans ce cas, det(A~1) = det(A)~L.

DEfiNITION9. [DETERMINANT D’UN ENDORMORPHISME]
On note det(f) le déterminant de la matrice de f dans une base de F.

I REMARQUE 10. On transpose les propriétés de la Proposition 8 aux endomorphismes.

Il. Méthodes de calcul de déterminants

EXEMPLE 11. Déterminant en dimensions 2 et 3 (régle de SARRUS).

II.A. Mineurs et cofacteurs [Gou09, §3.5, p136-137]

DEfiNITION 12. [MINEUR, COFACTEUR, COMATRICE]

Soit4,j € [1,n]. On appelle mineur d’indice (4, j) le déterminant A; ; de la matrice d’ordre
n — 1 déduite de A en supprimant la ligne 7 et la colonne 5. On appelle cofacteur d’indice
(i,7) le scalaire A; ; = (=1)" A, ;.

On définit la comatrice de A par Com(A) = (4; j)1<ij<n-

THEOREME 13. [DEVELOPPEMENT PAR RAPPORT ... ]
« [AUNE coLONNE] Pour tout j € [1,n], onadet(A) =37 | a; jA; ;.

« [AUNE LIGNE] Pour touti € [1,n], onadet(A) = Z?:l a; jA; j.
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THEOREME 14. [FORMULE DE LA COMATRICE]

Ona ACom(A)"T = Com(A)T A = det(A)I,.

En particulier, si A est inversible, alors A~1 = m Com(A)T.
Il. B.

Matrices triangulaires par blocs [Rom17, §17.2, p542-543]

n

I LEMME 15. Si A est une matrice triangulaire, alors det(A) = [[,_; ai .

APPLICATION 16. [PIVOT DE GAUSS]

La formule du Théoréme 13 est impraticable en réalité (trop d’opérations). Via des opérations
sur les lignes et les colonnes, on transforme toute matrice en une matrice triangulaire supé-
rieure dont on peut facilement calculer le déterminant.

THEOREME 17. [DETERMINANT PAR BLOCS]
Supposons A de la forme :

Ay * * *

0 Ao * *

A= 0 0 As *
0 0 0 Ap

ou les (A;)1<i<p Sont des matrices carrées et x des matrices quelconques de tailles adéquates.
Alors det(A) = TT5_, det(A;).

Il.C. Exemples classiques [Gou09, §3.5, p143-147]

EXEMPLE 18. [DETERMINANT CIRCULANT]

Soientaq,...,a, € C.Alors:
al a2 asz ... an
an a1 az an—1 ne1 .
det an—-1 an a1 an—2 _ H Pu*) od P(X) = ZiZO a;i41X°
. w = exp(2im/n)
: 0<k<n—1
a2 a3 a4 al

PROPOSITION 19. [CONVERGENCE D’UNE SUITE DE POLYGONES VERS L'ISOBARYCENTRE]

On définit par récurrence une suite (P®)),ey par PO = (219 . 2y e cnet
L) () IR I SIS S

plk+l) — (2 ;2 e ”*1;" S ) pour k € N.

Alors P(%) T (9,9,-..,9)o0g = Isobar(zgo), ey 27(10)).
—+oo

EXEMPLE 20. [DETERMlNANT DE VANDERMONDE]
Soientay, ... ,Qp € C. Alors det((af)lgi,jgn) = H (a]’ — ai).
1<i<j<n

[voir annexe]

EXEMPLE 21.
Soientay, ..., an,01, ..

< 1 > [licicj<nla; —ai)(b; —
det =
ai+bi /)< i<n [Ti<ij<n(ai +b;)

Applications des déterminants en analyse

[DETERMINANT DE CAUCHY]
., b, € Ctelsquea; + b; # 0. Alors:

bi)

lll.A. Propriétés du déterminant [Rou99, §2.3, p74-76]

ProposITION 22. det: M, (R) — RestC>®etona:

VM, H € M, (R),ddety (H) = Tr(Com(M) " H)

APPLICATION 23. [WRONSKIEN]

Soient A € CO(R, M,,(R)) etyy, ..., y, € R™ dessolutions de I'équation différentielle linéaire
y' = A(t)y. On définit leur déterminant wronskien w(t) = det(y1(t), . .., yn(t)) . Alorsw’(t) =
Tr(A(t))w(t). De plus si A est constante alors on a det(exp(tA)) = exp(t Tr(A)).

APPLICATION 24, OnseplacesurK =RouC.
i) GL,(K) estun ouvertde M, (K). De plus, GL,,(R) a deux composantes connexes,
ii) Deux matrices réelles semblables sur C sont semblables sur R.

lll. B. Changement de variables [Gou08, §5.4, p334-335]

THEOREME 25. [CHANGEMENT DE VARIABLES]
SoitU,V deuxouverts deR™ et ¢ un C*-difféomorphisme de U sur V. Alors pour toute fonction
borélienne f : V — Ry, ona:

Jy f)dv = [i; f(d(w)) [Jo(u)| du od  Jy(u) = det(d ¢u)

APPLICATION 26. [PASSAGE EN COORDONNEES POLAIRES]
Pour f : R* — R borélienne,ona [5, f(z,y)dzdy = [g. ] £ (rcos(0), 7 sin(0))rdrde.
+ b
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IV. Applications des déterminants en algébre

IV.A. Polynéme caractéristique

[Gou09, §4.1/4.2, p162/176] [BMP05, §4.3.3/4.6, p179/217]

REMARQUE27. On étend laformule explicite du Corollaire 4 3 une matrice a coefficients dans
un anneau A quelconque (le déterminant est un polyndme). Si A est intégre, les propriétés
du déterminant restent vraies car A se plonge dans Frac(A).

DEfiNITION 28. [POLYNOME CARACTERISTIQUE]

On définit le polynéme caractéristique de A € M,,(K) par xa(X) = det(XI,, — A).

On définit le polyndme caractéristique de f € L(E) comme le polyndme caractéristique
d’une matrice de f dans n’importe quelle base de F.

APPLICATION 29.
« Lesvaleurs propres de A sont les racines de 4,
+ Lensemble des matrices nilpotentes est fermé dans M, (K),
. POUFA, B e Mn((C), onaxap = XBA-

IV. B.

Soient p et ¢ deux entiers et A = (a; j)1<i<p, 1<j<q € Mp ¢(K). On s’intéresse a la résolution
dusystéeme (5) AX = B, d’'inconnue X € M, (K) et de paramétre B € M, 1(K).

Systémes linéaires [Gou09, §3.5, p137-138] [Rom17, p547-548]

I THEOREME 30. rg(A) est ['ordre du plus grand mineur extrait de A qui est non nul.

a 2 -1 b
EXEMPLE 31. Soit la matrice M = < 30 1 -4 ) ol a et b sont des paramétres réels.
5 4 —-1 2

Alorsrg(M) > 2etonarg(M) =2 (a,b) = (1, 3). [Gril5, §4, p136]

THEOREME 32. [SYSTEME DE CRAMER]
Lorsque p = g, alors () admet une unique solution pour tout parametre B si et seulement
sidet(A) # 0. Dans ce cas, la solution X g de (/&) est le vecteur de coordonnées :

det(Al, .. .,Aifl,B,AiJrh N

det(A)

, An)

Vi e [L,p],z; =

V. Applications des déterminants en géométrie

V.A. Volume d’un parallélépipéde [BMPO5, §4.4.1, p184] [Gril5, p127]

On munit R™ de sa base canonique. Pourn = 2,0na:

THEOREME 33. [AIRE D’UN PARALLELOGRAMME] [voir annexe]
Soit A(v, w) l'aire du parallélogramme engendré par v et w. Alors A(v, w) = |det(v, w)|.

On peut généraliser en dimension quelconque :

THEOREME 34. [VOLUME D’UN PARALLELEPIPEDE]
Soient vy, . .., v, des vecteurs de R™. En notant V(v1, . .., v, ) le volume du parallélépipéde
engendré par les vecteurs vy, . .., v,. Alors V(vy, ..., v,) = |det(vy, . . ., v,)|.

V.B. Déterminant de GRAM et inégalité de HADAMARD

[Gou09, §5.4, p262-263] [Rom17, §17.4.7, p560]

Soit (F, (. | .)) un espace préhilbertien (réel ou complexe).

DEfiNITION 35. [MATRICE ET DETERMINANT DE GRAM]

Soient x1, ..., x, des vecteurs de E. On appelle matrice de GRAM de z1, .. ., z,, la matrice
Ma(z1,...,2xn) = ((®; | ;))1<i,j<n et déterminant de GRAM de 21, . . . , z:,, le déterminant
de la matrice de GRAM, noté G(z1, ..., zy).

THEOREME 36. [DISTANCE A UN SOUS-ESPACE VECTORIEL]

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie n de E, muni d’une base (e, ..., e,).
Alors pour tout z € E,onad(z, F)? = %
THEOREME 37. [INEGALITES DE HADAMARD] [voir annexe]

(i) Soientxy,...,x, desvecteursde E. Alors G(z1, ... ,x,) < [[ir; [EAR
(i) Soientxy,...,x, desvecteursde C™. Alors |det(z1, ..., xn)| < Ty @il 00 |-,
désigne la norme hermitienne standard sur C™.
Dans les deux points, on a égalité si et seulement si la famille {x;}, _, ., est orthogonale
ou l'un des vecteurs est nul.

APPLICATION 38. Interprétation géométrique de l'inégalité de HADAMARD dans R".
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SPEECH

Je vais vous présenter la legon intitulée « Déterminant. Exemples et applications. ». Pourquoi
étudie-t-on les déterminants? Il y a deux motivations principales : d’un c6té l'aspect pratique
du déterminant (caractérisations simples de la liberté, méthodes de calculs nombreuses) et
de lautre le fait qu’il posséde de nombreuses applications (on pense a l’étude de systéemes
linéaires, d’endomorphismes, etc). Cela rend donc cet outil puissant.

Avant de revenir a ses applications, commencons par le définir. Dans la premiére partie on se
place surun corps K et on considére un K-espace vectoriel E de dimension finie n. On observe
que les formes n-linéaires alternées de E forment un espace vectoriel de dimension 1, ce qui
permet de définir le déterminant d’une famille de vecteurs dans une base B comme ['unique
forme n-linéaire alternée qui vaut 1 sur cette base. On a de plus une formule explicite dépen-
dant des coefficients. On définit également le déterminant d’une matrice a coefficients dans
K et d’'un endomorphisme de L£(E). La n-linéarité et le caractere alterné donnent alors des
premiers résultats (det(AB) = det(A) det(B), stabilité par ajouts d’'une combinaison linéaire
de colonnes et surtout condition d’inversibilité d’'une matrice) qui ouvrent la voie a des mé-
thodes explicites de calculs de déterminants, comme le développement d’un déterminant par
rapport a une ligne ou une colonne. Ce développement est en général intéressant pour des ma-
trices plutdt creuses (ou pour obtenir des relations de récurrence), mais dans la pratique ce sont
les déterminants de matrices triangulaires ou triangulaires par blocs qui sont les plus simples
a calculer, c’est pour cela qu’on essaye de s’y ramener via la méthode du pivot de GAUSS qui
transforme une matrice en matrice triangulaire. On peut citer des applications classiques de
ces méthodes (VANDERMONDE, circulant, CAUCHY).

Donc les méthodes de calculs sont nombreuses et variées, ce qui tombe bien parce qu’ily a plein
de domaines d’applications du déterminant, c’est 'objet de la suite de la legon. Tout d’abord
en analyse, on remarque que l'application det est un polyndme et est donc C*°, l’expression
de sa différentielle permet par exemple 'étude du wronskien d’un systeme de solutions d’une
équation différentielle, ce qui constitute mon premier développement. En théorie de 'intégra-
tion, le déterminant joue un réle fondamental dans la formule du changement de variables.
Ensuite en algebre, on peut étudier le polyndme caractéristique d’une matrice A défini comme
det(X T, — A). Cette définition est possible puisque le déterminant est un polynéme et ne fait
pas intervenir d’inverses donc on peut le définir sur un anneau. Lorsque cet anneau est integre,
on conserve les propriétés vues précédemment. Ce polynéme caractéristique contient notam-
ment des informations sur les valeurs propres de A. Toujours concernant ’étude d’une matrice,
on peut s’intéresser a la résolution d’un systeme de type AX = B. Les formules de CRAMER
donnent alors la solution explicite unique dans le cas ot det(A) # 0. Enfin, on peut aussi souli-
gner le role du déterminant en géométrie. Le déterminant de n vecteurs dans la base canonique
de R" s’interprete en effet comme le volume du parallélépipéde engendré par ses n vecteurs.
Plus généralement, dans un espace pré-hilbertien E, on peut définir le déterminant de GRAM
qui va étre relié a la distance d’un point a un sous-espace vectoriel de E. Ce déterminant per-
met de démontrer 'inégalité de HADAMARD, qui, dans le cas de R™, s’interprete comme le fait
que le volume d’un parallélépipede de longueurs de cotés fixés est maximisé lorsqu’il est un
rectangle, ou un hyperrectangle. Cela fait 'object de mon deuxiéme développement.

QUESTIONS

Q Quelle est 'application principale du procédé d’orthogonalisation de GRAM-SCHMIDT?
R Lexistence d’une base orthonormée.

Q Calculs de déterminants dans M,,(Z). Liens entre M,,(Z), M,,(Q) et M, (Z/nZ).

Q Calculerdet((i A7) ;).

Q Calculer le déterminant de 'application M — M T,
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1153] POLYNOMES D’ENDOMORPHISME EN DIMENSION FINIE. REDUCTION D’UN ENDOMORPHISME EN
DIMENSION FINIE. APPLICATIONS.

Soit K un corps commutatif, £’ un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Soit f € L(E).Pour P =>"7_ a,X* € K[X], on définit P(f) = Y% _, arf* € L(E).

I. Polynomes d’endomorphisme

I.A. Lalgeébre K[f] et polyndme minimal [MM16, Chi/IV]
DEfiniTioN 1. [POLYNOME MINIMAL] Lapplication ¢ : K[X] — L(E),P ~— P(f)
est un morphisme d’algebres. Son noyau, ’ensemble des polynémes annulateurs de f, est
un idéal de K[f] principal donc est engendré par un unique polynéme unitaire 7 appelé

polynéme minimal de f. Son image K[ f] est une sous-algebre de L(E).

REMARQUE 2.  Le noyau est non réduit a {0} puisque £L(E) est de dimension infinie n2. En
dimension finie, c’est faux (considérer par exemple 'opérateur de dérivation).

I ProposITION 3. On a dim(K[f]) = deg(ny).

EXEMPLE 4. Polyndmes minimaux usuels [VOIR ANNEXE]

REMARQUES. Sedonner f € L(E)revientasedonnersamatrice M dansunebasede E.On
adonc les mémes résultats pour les matrices, et si M est une matrice de f dans une certaine
base, on a7y = s (donc deux matrices semblables ont méme polynéme minimal).

I.B. Polyndme caractéristique [MM16, ChV/VII] [Gou09, Ch4] [BMPO5, §4.6, p217]
DEfiNITION 6. [POLYNOME CARACTERISTIQUE]

On définit le polynéme caractéristique de M € M,,(K) par x s (X) = det(X 1, — M).

EXEMPLE 7. Endimension2,onaxy = X2 —Tr(M)X +det(M) et xp (M) = 0. En dimen-
sion quelconque, sixa = >, ax X", 0naa, = 1,a,_1 = —Tr(M) etag = (—1)" det(M).

I ProposiTiON 11. Pour K = Rou C, M —— x s est continue.

APPLICATION 12. L’ensemble des matrices nilpotentes est fermé pour K = Rou C.

I.C. Polynomes d’endomorphisme et sous-espaces stables [MMis, chijiv]
ProposITION 13. Soient f, g € L(FE) tels que f et g commutent. Alors ker(f) et Im( f) sont

stables par g. En particulier ker(P(f)) et Im(P(f)) sont stables par f pour tout P € K[ X].

LEMME 14. [LEMME DES NOYAUX]

Soit (P;)1<i<, une famille de polynémes deux a deux premiers entre eux. Alors en posant P =
[I;_, Ps,onaker(P(f)) = @;_, ker(P;(f)). De plus, le projecteur de ker(P(f)) sur l'un de
ces sous-espaces parallélement a la somme des autres est un polynéme en f.

APPLICATION 15. Soit P annulateurde f.Si P = [[;_, P{ oules (P;)1<;<, sont deux a deux
premiers, alors on a la décomposition en sous-espaces f-stables E = @_, ker(P/(f)).

Exemple d’un projecteur, d’une symétrie

I.D. Liens entre polynomes et valeurs propres [MM16, Chv/VII]

PROPOSITION 16. Soit F un sous-espace f-stable de E. On pose fr I’endomorphisme induit
sur F'par f. Alors :

Tfr |7Tf et Xfr | Xf

SiE = @;_, E;estune décomposition en sous-espaces stables de E, alors xy = [[;_ Xy, -

EXEMPLE 17. Ce dernier résultat n’est pas vrai pour le polynéme minimal! Si f = Idg et
(e1,...,en) estunebasede I, alors E = @, Vect(e;), fy,,,.., = X —1maismp = X —1.

PROPOSITION 18. [LIENS ENTRE VALEURS PROPRES]
X € Kest une valeur propre de f si et seulement si x s (\) = 0 si et seulement si w¢(\) = 0.

o ... ... 0 —agp
PROPOSITION 8. Deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique. On peut
donc définir le polynéme caractéristique de f. . ) !
EXEMPLE 19. Pour P = X" + /" Ja X", on définit C(P) = |
EXEMPLE 9. Polyndmes caractéristiques usuels [VOIR ANNEXE] )
w0 —ap—2
0 0 1 —an—1
I PROPOSITION 10. Pour A, B € M,(C),ona xap = XBa. la matrice compagnon de P.On aalors x¢(,) = me(p) = P.
ENS Paris-Saclay - 2018/2019 Antoine BARRIER - https://perso.ens-1lyon.fr/antoine.barrier/fr/ Page 71 sur 238


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Agrégation - Lecons

153 - Polynémes d’endomorphisme en dimension finie. Réduction. Applications.

THEOREME 20. [THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON]
X s estun polynéme annulateur de f. Autrement dit, w¢ | x .

Il. Application a la réduction d’endomorphismes

Il. A. Trigonalisation et diagonalisation [MM16, chvill/IX/X] [Gou09, §4.4, p193]

DEfiNITION 21. [MULTIPLICITES]

Soit A € K une valeur propre de f. On appelle:
« multiplicité géométrique de X la dimension de E\ = ker(f — A1d), notée m4(X),
« multiplicité algébrique de X la multiplicité de A en tant que racine de x r, notée mg, (\),
« multiplicité minimale de X la multiplicité de A en tant que racine de 7, notée m,,, (\).

I PROPOSITION 22.  Onam,(A) < mg(X) et mg(A) < mg(X).

| DEfinITION 23.  Ondit que f est trigonalisable (resp. diagonalisable) s’l existe une base de
E telle que la matrice de f dans cette base soit triangulaire (resp. diagonale).

| THEOREME 24. f est trigonalisable si et seulement si x ; est scindé si et seulement si 7 ¢ est
scindé si et seulement si f admet un polynéme annulateur scindé.

EXEMPLE 25. Un endomorphisme nilpotent est trigonalisable. Dans une base adéquate, la
matrice est méme triangulaire supérieure puisque les valeurs propres d’un endomorphisme
trigonalisable sont les coefficients diagonaux de sa matrice dans une base de trigonalisation.

THEOREME 26. [ est diagonalisable siet seulement simy est scindé a racines simples
(m.,(\) = 1 pour A valeur propre de f) si et seulement si f admet un polyné6me annulateur
scindé a racines simples si et seulement si mq(\) = mg4(X) pour toute valeur propre \.

EXEMPLE 27. Un endomorphisme trigonalisable ayant des valeurs propres deux a deux dis-
tinctes (m4 () = 1) est diagonalisable.

EXEMPLE 28. Si A est diagonalisable, la matrice ( 61 31 ) 'est aussi, mais la matrice

< ‘3 i > ne l'est que si de plus A est nulle.

THEOREME 29. [DECOMPOSITION DE DUNFORD]

Supposons f de polynéme caractéristique scindé. Alors il existe un unique couple (d,n) €
L(E)? tel que d est diagonalisable, n est nilpotent, f = d + n et d commute avec n.

De plus, d et n sont des polynémes en f.

APPLICATION 30. Soit M € M, (K) de polynéme caractéristique scindé. On note
Wi, - -, ln les nracines de x s (par nécessairement distinctes). Soit (D, V) la décompo-
sition de DUNFORD de M. Soit P € GL,,(K) telleque P~*DP = A = diag(u1, . . . , itn ) SOIt
diagonale. Alorson a:

n—1 Nk
exp(A) = Pdiag(e",... et )P~} Z o
k=0

EXEMPLE 31.

[

[N
[
— = o
o O O
o O =
o = O

(i)
()

Résolution de l’équation différentielle Y’ = AY pour A € M,,(C).

O N =
W = =
v
I
VR

(=
== o

APPLICATION 32.

II.B. Décompositions en sous-espaces stables [MM16, ChX/XI]

THEOREME 33. [DECOMPOSITION DE JORDAN]
Supposons f de polynéme caractéristique scindé. Notons M1, . . ., \, ses valeurs propres.
llexiste des entiersd; 1 > --- > dj ¢, pour j € [1,r] tels que dans une certaine base BB de

E, Mg(f) soitdiagonale par blocs avec les blocs (Bj, ;) 1<j<r,0U Bj, 1, = Aila;  +Ja;
1<k<e;

avec J; = C(X?) € My(K).

EXEMPLE 34. Dans le cas d’'un endomorphisme nilpotent, la donnée de la décomposition de
JORDAN (C’est-a-dire d; > --- > dy) équivaut a la donnée du tableau de YounG de ’'endomor-
phisme. Voir des exemples en annexe. Lecture de 'image, du noyau de ’'endomorphisme, etc.

APPLICATION 35. Deux endomorphismes scindés sont semblables si et seulement siils ont
méme décomposition de JORDAN.
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DEfiNITION 36. [POLYNOME MINIMAL LOCAL, ENDOMORPHISME CYCLIQUE]

Soitz € E. s , : K[X] — E,P +— P(f)(x) est un morphisme d’espaces vectoriels.
Son noyau est un idéal de K[ f] engendré par un unique polynéme unitaire 7y, , appelé po-
lynédme minimal local de f en z. On note Ey, , son image.

Lorsque E = Ey , pouraumoinsunx € E, ondit que f est cyclique.

PROPOSITION 37.

(z, f(x),...

EXEMPLE 38.

Pour tout x € E, Ey , est un sous-espace f-stable et B, =
, [P(z)) ot p = dim(EYy, ) en est une base.

En dimension 2, un endomorphisme est soit cyclique soit une homothétie.

PrOPOSITION 39. [l existex € E tel que jiy » = puy. Pour un tel z, Ey . admet alors un
supplémentaire f-stable.

THEOREME 40. [DECOMPOSITION DE FROBENIUS]
Il existe une unique suite finie de polynémes unitaires P, . .., P,, appelés invariants de simi-
litude et une décomposition E = @._, E; en sous-espaces stables de E telles que :

e Piyq | Pipourtoutl <i<r—1,

+ fg, estcyclique de polynéme minimal P; pour tout1 < i <r.

REMARQUE 41.  f est quelconque ici (contrairement a la décomposition de JORDAN). On a
P =y etH:Zl P = x;.

APPLICATION42. Deuxendomorphismessontsemblablessi et seulement siils ont les mémes
invariants de similitudes.

0 -1 0 O 0 00 O

P 1 0 00 1 0 0 O

EXEMPLE 43. Laréduitede 0 0 0 0 est 01 0 -1
0O 0 1 0 0 01 2

lll. Calculs pratiques avec des polynomes d’endomorphismes

lIl. A. Calculs d’inverses, de puissances [MM16, §1.4, p5]

PROPOSITION 44.  Si f admet un polynéme annulateur P = >} _, ap X" tel que ay =
P(0) # 0, alors f estinversibleet f~" = —2- 377 _jap f*' € K[f].

I COROLLAIRE 45. f estinversible si et seulement si 0 n'est pas valeur propre de 7.

PROPOSITION 46. Pour P € K[X], ona P(f) = R(f) si R est le reste dans la division
euclidienne de P par n’importe quel polynéme annulateur de f.

APPLICATION 47. Sip = deg(ms),ona f™ € Vect((f*)o<k<p)-

EXEMPLE48. SiP = (X —a)(X — b) annule f (aveca, b € Cdistincts), alors:

m _ pm
vmeN, fm =2 f+
a—>b

bam _ abm

Id
b—a E

Ill. B. Application aux matrices stochatisques [MM16, ChXIV]

DEfinITION 49.  Ondit que Q € M,,(R) est stochastique si ses coefficients sont a valeurs
dans [0, 1] et si pour touti € [1,m],ona} ", ¢; ; = 1.

APPLICATION 50. Soit (X,,),cn Uune chaine de MARKov sur E = [[1, m] de mesure initiale v
et de noyau de transition la matrice stochatisque Q. Si v, est la loi de X, alors v,, = vyQ™ et
donc si 'on a un polynome annulateur de Q, on peut simplifier le calcul de v,,.

I DEfiniTion 51. On dit que (X, )nen (ou Q) estirréductiblesiVi, j € E,3n € N[gf'; > 0.

Rajouter quelques lemmes ...

THEOREME 52. [THEOREME DE PERRON-FROBENIUS]
Soit A est une matrice positive irréductible, alors p(A) = maxycsp(a) |A| est une valeur
propre de A, de sous-espace propre de dimension 1 admettant un vecteur propre positif.

APPLICATION 53. On a p(Q) = 1donc si Q estirréductible, QT admet un unique vecteur
propre v associé a 1 qui est 'unique mesure invariante par Q, c’est-a-dire telle que vQ = v.

APPLICATION 54. Si (X,,),cn est une chaine de MARkov sur E = [1,m] de mesure initiale v
et de noyau de transition la matrice stochatisque Q irréductible, alors elle admet une unique
mesure invariante, c’est-a-dire une mesure v telle que v = vsiyy = v.
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ANNEXE

Polyndmes minimaux et caractéristiques usuels

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension1 < p <n — 1.

| f " Xs
nilpotent d’indice k XF X"
homothétie de rapport A | X — A (X =)™
projecteur sur ' X2 -X (X —1)PX"—P
symétrie parrapporta FF | X2 —1 [ (X —1)P(X +1)"P

Tableaux de YOUNG
Chafne réductible/irréductible, périodique/apériodique

QUESTIONS

Q Que nous dit la décomposition de DUNFORD ?
R Aun nilpotent prés, un endomorphisme trigonalisable est diagonalisable.

Q A-t-on existence et/ou unicité de la décomposition de DUNFORD pour un endomorphisme
non trigonalisable?

Q Montrer que deg(pa) <1+ rg(A).
Q Si AB — BA = B, que peut-on direde B?

R Onmontre que AB* — B*¥ A = kB* pour tout k. On en déduit que Tr(B*) = 0 pour tout k,
et donc que B est nilpotent.

Q Trouver A telle que la matrice D = (81 i) soit diagonalisable.

R S’il existe un polyndme scindé a racines simples annulateur de D, alors il annule A et donc
A est diagonalisable. On vérifie qu’alors seule la matrice nulle convient...
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SOUS-ESPACES STABLES PAR UN ENDOMORPHISME OU UNE FAMILLE D’ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE
VECTORIEL DE DIMENSION FINIE. APPLICATIONS.

Soit K un corps commutatif, ' un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
Soit f € L(E).

I. Sous-espaces stables par un endomorphisme

I.A. Définitions et premiéres propriétés [MM16, Chil]

DEfinITION 1.  F sous-espace vectoriel de E est dit f-stable si f(F) C F. On note alors
fr: F — F,x — f(x)linduitde f sur F.

PrROPOSITION 2. Soit g € L(E) commutant avec f. Alors Im(f), ker(f) et ker(P(f)) pour
tout P € K[X] sont g-stables.

EXEMPLE 3. En particulier £\ = ker(f — Aidg) est f-stable pour tout A € K. E), est le
sous-espace propre associé a A. S’il est non réduit a {0}, on dit que ) est valeur propre de f.

EXEMPLE 4. Soit p un projecteur de L(E) et F' un sous-espace p-stable. Alors F' est somme
directe d’un sous-espace de ker(p) et d’un sous-espace de Im(p).

EXEMPLES5. Soitg € Aut(E) et I f-stable. Alors g(F) est stable pourgo f o g~!.

I PROPOSITION 6. Si F'est f-stable, alors s, | mfet x ¢, | Xt

I.B. Sous-espaces cycliques
Soitx € E.

[MM16, Chl/li]

DEfiNITION 7. [POLYNOME MINIMAL LOCAL, SOUS-ESPACE CYCLIQUE]

Lapplication ¢¢, , : K[X] — E, P ~—— P(f)(x) est un morphisme d’espaces vectoriels.
Sonnoyau estunidéal de K[f]. Ilest engendré par un unique polynéme unitaire 7y, , appelé
polyndme minimal local de f en x. On note Ef , son image.

PROPOSITION 8. Ey , est f-stable et Ey, , = K[f](z) = Vect(B,) oud = degny, , et
By = {z, f(z),..., ¥ ()} est une base de Ey ,.

I DEfiniTion 9. Ondit que f est cyclique s’il existe x € E telque E = Ey ,.

EXEMPLE 10. Sin = 2, tout endomorphisme est soit cyclique, soit une homothétie.

PrRoOPOSITION 11. Supposons f cyclique et soit x tel que E = Ej .
o ... ... 0 —ag
1
Alors Mg, (f) =C(rs.) = | o oUTs = X"+ S0y apX*.
. . .0 —anp—2
0 ... 0 1 —an
C’est une matrice appelée matrice compagnonde g, .. Onaalors x5 = 7y = 7y, 4.

I ProposITION 12. Sj f estcyclique, 'ensemble des endomorphismes commutants avec f est

K[f].

THEOREME 13. [THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON]
X ¢ est un polynéme annulateur de f. Autrement dit, w¢ | x ¢.

Il. Détermination de sous-espaces stables et réduction
Il.A. Lemme des noyaux et décomposition de DUNFORD [MM16, ChIV]
LEMME 14. [LEMME DES NOYAUX]

Soit (P;)1<i<, une famille de polynémes deux a deux premiers entre eux. Alors en posant P =
[I;_, Ps,onaker(P(f)) = @;_, ker(P;(f)). De plus, le projecteur de ker(P(f)) sur l'un de
ces sous-espaces parallélement a la somme des autres est un polynéme en f.

APPLICATION 15. llexistex € Etelquery , = m¢. Doncsideg(my) = n,alors f estcyclique.

THEOREME 16. [DECOMPOSITION DE DUNFORD]

Soit f € L(E) de polynéme caractéristique scindé. Alors il existe un unique couple (d,n) €
L(E)? tel que d est diagonalisable, n est nilpotent, f = d + n et d commute avec n.

De plus, d et n sont des polynémes en f.

APPLICATION 17. Soit M € M,,(K) de polyndme caractéristique scindé. On note 1, .. ., tin
les n racines de x s (comptées sans leur multiplicité). Soit (D, V) la décomposition de DuN-
FORD de M. Soit P € GL,,(K) telleque P~'DP = A = diag(u, . . ., i1, ) soit diagonale. Alors

onaexp(A) = Pdiag(e, ... e )P~ 3170 %k
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EXEMPLE 18.

0

1 | =13+

1

1 1 0
exp 0 1 1

0 0 1

EXEMPLE 19. Un endomorphisme nilpotent et diagonalisable est nul.

OO =
(=R
o O O
o o
o= O

N~
_l’_
/N
o OO
o OO
o OO
N~

APPLICATION 20. Résolution de 'équation différentielle Y/ = AY pour A € M,,(C).

II.B. Utilisation de la dualité dans la recherche de sous-espaces propres

[Rom17, Ch21, p672]

DEfiNITION 21.  Pour A C E on définit AL = {p € E*|Vz € A, ¢(z) = 0} et pour B C
E*,on définit B = {z € E|Vp € B, p(z) = 0}.

I DEfiNITION 22.  On définit if : E* — E*, o — o f.
I PROPOSITION 23. Si B* est la base duale de B, on a Mp-('f) = Mp(f)T.
I PROPOSITION 24. F est f-stable si et seulement si F- est f-stable.

| PROPOSITION 25. Soitx € FE tel que my , = my. Alors Ey , admet un supplémentaire

f-stable.

Il.C. Sous-espaces stables et trigonalisabilité / diagonalisabilité

[MM16, ChVIII-IX]

THEOREME 26. f est trigonalisable si et seulement si x s est scindé si et seulement si 7y est
scindé si et seulement si f admet un polynéme annulateur scindé.

EXEMPLE 27. [ENDOMORPHISME TRIGONALISABLE]
Si f est trigonalisable et (eq, ..., e,) est une base de trigonalisation (supérieure), alors Fj, =
Vect (e, ..., ex) est f-stable.

THEOREME 28.  f est diagonalisable siet seulement sim; est scindé a racines simples
si et seulement si f admet un polynéme annulateur scindé a racines simples.

PrRopPoOsITION 29. Sif estdiagonalisable, soit Sp(f) 'ensemble de ses valeurs propres. Alors
I’ensemble des sous-espaces stables de f sont les ®xcgp(s)F 0U Fy est un sous-espace de
FE.

APPLICATION 30. Sous-espaces propres d’un projecteur, d’une symétrie.

Il. D. Autour des nilpotents et de la décomposition de JORDAN

[MM16, ChX] [Rom17, Ch21, p672-675]

APPLICATION 31. [ENDOMORPHISME NILPOTENT]
Si f est nilpotent d’indice n alors les sous-espaces stables de f sont exactement les
(ker(f*))o<k<n-

LEMME 32. [DECOMPOSITION DE JORDAN D’UN ENDOMORPHISME NILPOTENT]
Supposons f nilpotent. Il existe des entiers dy > --- > dy tels que dans une certaine base
B de E, Mg(f) soit diagonale par blocs avec les blocs (Ja, )1<k<¢ 0t Jq = C(X?).

THEOREME 33. [DECOMPOSITION DE JORDAN]

Supposons f de polynéme caractéristique scindé (trigonalisable). Notons A1, ..., A, ses
valeurs propres distinctes. Il existe des entiers d; 1 > > dj ¢, pourj € [1,7]
tels que dans une certaine base B de E, Mp(f) soit diagonale par blocs avec les blocs
(Bj, k) 1<j<r> 00 Bj i = Njla, , + Ja .-

1<k<e;
-1 =1 0 0 -1 1 0 0
0 -1 0 O N 0 -1 0 0
EXEMPLE 34. 0 9 0 —1 est semblable a 0 0 1 0
0 2 2 3 0 0O 0 2

I THEOREME 35. Deux endomorphismes trigonalisables sont semblables si et seulement si ils
ont méme réduction de JORDAN.

EXEMPLE 36. On déduit de la réduction de JORDAN tout un ensemble de sous-espaces stables.
Le cas d’un nilpotent est traité en annexe, en utilisant le tableau de YouNG associé a ’endomor-
phisme. Le cas général s’en déduit.
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II.E. Décomposition de FROBENIUS [MM16, ChXI]

THEOREME 37. [DECOMPOSITION DE FROBENIUS]
Il existe une unique suite finie de polynémes unitaires Py, . .., P,, appelés invariants de simi-
litude et une décomposition E = @;_, E; en sous-espaces stables de E tels que :

o Py1 | Pipourtoutl <i<s-—1,

+ fg, estcyclique de polynéme minimal P; pour tout1 < i < s.

COROLLAIRE 38. Dans des bases adéquates la matrice de f est diagonale par blocs avec
pour blocs les matrices compagnons (C(P;))1<i<s. On dit que c’est la forme réduite de f.

0 -1 0 O 0 00 O

. 1 0 0 O 1 0 0 O

EXEMPLE 39. Laréduite de 0 0 0 0 est 01 0 -1
0O 0 1 O 0O 0 1 2

lll. Autres propriétés autour des sous-espaces stables

lll.A. Co-trigonalisabilité et co-diagonalisabilité [MM16, CHVII/IX]

Les sous-espaces propres de f sont stables par tout endomorphisme commu-
tant avec f.

PrROPOSITION 41.  Soit (f)1<k<n une famille d’endomorphismes trigonalisables com-
mutant deux a deux. Alors il existe une base commune de trigonalisation (on dit que les
(fx)1<k<n sont co-trigonalisables).

APPLICATION 42, Des endomorphismes trigonalisables commutant deux a deux possédent
au moins n + 1 sous-espaces stables en commun.

ProPosITION 43. Soit K = C. Soient f,g € L(F) trigonalisables tels que fg = 0. Alors f
et g sont co-trigonalisables.

PROPOSITION 44.  Soit (fx)1<k<n une famille d’endomorphismes diagonalisables com-
mutant deux a deux. Alors il existe une base commune de diagonalisation (on dit que les
(fx)1<k<n sont co-diagonalisables).

APPLICATION 45. Soient A, B € M,,(R) diagonalisables. Alors © € L£(M,,(R)) définit par
O(M) = AM B est diagonalisable.

EXEMPLE 46. Soit G un sous-groupe fini abélien de G£,,(C). Alors les éléments de G sont
co-diagonalisables, et donc G est conjugué a un sous-groupe de matrices diagonales.

COROLLAIRE 47.  Si de plus chaque endomorphisme posséde n valeurs propres distinctes,
les sous-espaces stables sont les mémes pour chaque endomorphisme.

EXEMPLE 48. Silesvaleurs propres ne sont pas nécessairement distinctes, c’est faux : on peut
considérer pour f; une homothétie et pour f, un endomorphisme diagonalisable qui n’est pas
une homothétie.

lIl.B. Semi-simplicité [BMPOS5, §4.2.1, p158-161] [Gou09, §5.4, p224-226]
DEfiNITION 49. [ENDOMORPHISME SEMI-SIMPLE]

f est dit semi-simple si tout sous-espace f-stable admet un supplémentaire f-stable.

I THEOREME 50. f est semi-simple si et seulement si 7y est sans facteur carré.

APPLICATION 51.
sur C.

Sur K = R ou C, f est semi-simple si et seulement si f est diagonalisable

EXEMPLE 52. Si f est nilpotente, alors f est semi-simple si et seulementsi f = 0.
EXEMPLE 53. Les rotations de R? sont semi-simples.

APPLICATION 54. Supposons f semi-simple et soit F' un sous-espace f-stable. Alors uy et
u: E/F — E/F sont aussi semi-simples.
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ANNEXE

Lecture de sous-espaces stables sur un tableau de YounG

SPEECH

Onveutillustrer le role des sous-espaces stables dans la théorie des endomorphismes : trouver
des sous-espaces stables permet par exemple de simplifier I'étude en se restreignant a un sous-
espace stable, cela va amener vers la réduction des endomorphismes.

Dans chaque partie, on se demande a quoi servent les sous-espaces stables, et comment les
identifier.

D’abord, pour les endomorphismes cycliques, on a un vecteur dont le sous-espace stable mi-
nimal et Uespace tout entier, on va donc parcourir 'espace entierement grace a ce vecteur. Ces
sous-espaces sont importants car ils permettent de montrer le théoréme de CAYLEY-HAMILTON
trés important en théorie des endomorphismes.

Ensuite, 'idée de la réduction de JORDAN est d’obtenir des sous-espaces propres donnés par le
lemme des noyaux via le polyndme caractéristique. Pour la décomposition de FROBENIUS, on
s’intéresse aux sous-espaces cycliques associés aux z tel que 7y = 7y, .

Enfin, on s’intéresse aux propriétés autour des sous-espaces propres et de la (co-
)trigonalisabilité/diagonabilité. La trigonalisation revient par exemple a trouver une famille
imbriquée de sous-espaces stables.

QUESTIONS

Q Soit f cyclique. Montrer qu’il y a un nombre fini de sous-espaces f-stables.

R Soit z € FE tel que E = Ey ,. Fixons F' un sous-espace f-stable et considérons
{P e K[X]| P(f)(x) € F}.Comme F est f-stable, il est facile de vérifier qu’il s’agit d’un
idéal de K[X]. Il est donc engendré par un unique polyndme unitaire Q. Siy = Q(f)(z),
onaK[f](y) C F par stabilité mais réciproquement, si z = P(f)(z) € F, alors nécessai-
rement P = QR pour un R etdonc z = R(f)(y). Ainsi F = E, est cyclique. Comme
m¢(f)(xz) =0 € F,onremarque alors que @ | 7y, et on adonc une injection de l'ensemble
des sous-espaces f-stables de E dans les polynémes unitaires diviseurs de . Ainsiily a
un nombre fini de sous-espaces f-stables.

Q Qu’en est-il de la réciproque lorsque K est infini?

R Soit f ayant un nombre fini de sous-espaces stables. Alors E ne peut étre réunion de sous-
espaces stables stricts de E. En effet, si E = UleEi avec Fy ¢ U;s1E;. Prenons donc
x € By \Us1E; ety € Uis1E; \ Er.Pourtout A € K,y + Az ¢ E; donc il existe i tel
quey + Az € E;. Comme K est infini, il existe A # u tels que y + Az, y + pax € E; pourun
certaini. Alors (A — p)xz =y + Az — (y + px) € E;,doncx € E;, ce qui est absurde.
Notons maintenant (F};)i<i<x les sous-espaces stricts de E f-stables. Choisis-
sons ¢ ¢ U;F,. Alors G = {z, f(2),..., /" (z)} est une famille libre sinon
Vect({z, f(z),..., f""2(x)}) serait f stable et de dimension inférieure & n — 2, donc

strictement inclus dans E donc égal a 'un des E;, ce qui est faux par définition de x. Ainsi
7y, » €st de dimension n, et donc f est cyclique.

Q Soit f tel que tout sous-espace est f-stable. Que peut-on dire de f?

R Les sous-espaces de dimension 1 sont f-stables donc chaque vecteur est vecteur propre.
Puispourz,y € E devaleurpropre A, # \y,0ona,+,(z+y) = f(z+y) = f(x)+f(y) =
Az + Ayy, donc comme (z,y) est libreona A, = Ay, = Ay, ce qui est absurde. Ainsi f
est une homothétie.

Q Montrer la décroissance des sauts de dimension dans la suite des noyaux itérés.

R Plusieurs possibilités, on peut quotienter.
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1155/ ENDOMORPHISMES DIAGONALISABLES EN DIMENSION FINIE.

Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension finien € N*,
Soit f € L(E).
I. Généralités

I.A. Eléments propres [MM16, Chi/IV]

DEfiniTioN 1. Onditque A € Kestvaleur proprede fsi Ey = ker f — X idg est non réduit

a {0}. E, est appelé sous-espace propre de f associé a A et ses éléments non nuls sont les
vecteurs propres associés a A. On note Sp(f) 'ensemble des valeurs propres de f.

I PROPOSITION 2. Les sous-espaces propres de f sont f-stables et en somme directe.
EXEMPLE 3. Supposons que n = 3 et qu’il existe une base B = (e, e, e3) telle que:
0
0
B
Alors Sp(f) = {a, B}, Eo = Vect(e1), Eg = Vect(eq, e3) et E = E, & Eg.

0
Mg(f) = B olia # €K’
0

oo R

I.B. Polynomes d’endomorphismes
Pour P = Y% _,ar X" € K[X],on pose P(f) = > h_,arf* € L(E).

[MM16, Chi/IV]

DEfiNITION 4. [POLYNOME MINIMAL]

Lapplication ¢ : K[X] — L(E), P — P(f) est un morphisme d’algebres. Son noyau,
’ensemble des polynémes annulateurs de f, est un idéal de K[f] donc est engendré par un
unique polynéme unitaire 7 appelé polynéme minimal de f.

I ProposITION 5. Ona dim(K[f]) = deg(ry).

EXEMPLE 6. Polynémes minimaux usuels [VOIR ANNEXE]

| REMARQUE 7. Se donner un endomorphisme f € L(E) revient a se donner sa matrice M
dans une base de E. On a donc les mémes résultats pour les matrices.

PrROPOSITION 8. Soient f,g € L(E) tels que f et g commutent. Alors ker(f) et Im(f) sont
stables par g. En particulier ker(P(f)) et Im(P(f)) sont stables par f pour tout P € K[X].

LEMME 9. [LEMME DES NOYAUX]

Soit (P;)1<i<, une famille de polynémes deux a deux premiers entre eux. Alors en posant P =
[I;_, Ps,onaker(P(f)) = @;_, ker(P;(f)). De plus, le projecteur de ker(P(f)) sur l'un de
ces sous-espaces parallélement a la somme des autres est un polynéme en f.

APPLICATION 10. Soit P annulateurde f.Si P = []._, P oules (P;)1<i<, sont deux a deux
premiers, alors on a la décomposition en sous-espaces f-stables E = @._, ker(P(f)).

I.C. Polyndéme caractéristique [MM16, ChV/VII] [Gou09, Ch4]

DEfiNITION 11. [POLYNOME CARACTERISTIQUE]
On définit le polynéme caractéristique de M € M,,(K) par xar(X) = det(X 1, — M).

PROPOSITION 12. Deux matrices semblables ont méme polynéme caractéristique. On peut
donc définir le polynéme caractéristique de f.

EXEMPLE 13. Endimension2,0onayy = X2 — Tr(M)X + det(M) et xa (M) = 0.
En dimension quelconque, si xp; = ZZ:O arX¥, onaa, = l,a, 1 = —Tr(M) etay =
(—1)"™ det(M).

Polynémes caractéristiques usuels [VOIR ANNEXE]

I.D. Liens entre polynomes et valeurs propres [MM16, Chv/VII]

ProPOSITION 14, Soit F un sous-espace f-stable de E. On pose fr I’endomorphisme induit
sur F par f. Alorsmy, | mp et x| X7
SiE = @;_, E; estune décomposition en sous-espaces stables de E, alors x y = []._; x fi,-

PROPOSITION 15. [LIENS ENTRE VALEURS PROPRES]
X € Kestune valeur propre de f si et seulement si x s (\) = 0 si et seulement si 7y (A) = 0.

THEOREME 16. [THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON]
X ¢ estun polynéme annulateur de f. Autrement dit, w¢ | x 1.

DEfiNITION 17. [MULTIPLICITES]
Soit A € Sp(f) une valeur propre de f. On appelle:
« multiplicité géométrique de X la dimension de E, notée m, (),
« multiplicité algébrique de X la multiplicité de X en tant que racine de x 7, notée mg (),
« multiplicité minimale de X la multiplicité de A en tant que racine de 77, notée m,,, (X).
Onamm,(A) < mg(A) etmg(X) < mg(N).
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Il. Diagonalisabilité [MM16, ChvIII]

Il. A. Critéres de diagonalisabilité

DEfinITION 18.  f est diagonalisable s’il existe une base de E formée de vecteurs propres
de f (c’est-a-dire si la matrice dans une certaine base de E est diagonale).

APPLICATION 19. Lesvaleurs propres de f sont alors les coefficients diagonaux d’'une matrice
diagonale associée a f (voir Exemple 3).

THEOREME 20. On a équivalence :
+ festdiagonalisable,
* B =@hespp) B
« my estscindé a racines simples,
« il existe un polynéme annulateur de f scindé a racines simples,
« x estscindé et pour tout \ € Sp(f), mgy(A\) = mqg(N).

APPLICATION 21,
« Si f admet n valeurs propres distinctes, f est diagonalisable.
« Si fn'aqu’unevaleurpropre, f estdiagonalisable si et seulement si f est une homothétie.
« Un projecteur et une symétrie sont diagonalisables.
« Un endomorphisme nilpotent et diagonalisable est nul.
0 1
) ( -1 0

« Sirg(f) = 1, alors f est diagonalisable si et seulement si Tr(f) # 0.

) est diagonalisable sur C mais pas sur R.

I COROLLAIRE 22. Si F'est f-stable et f est diagonalisable, alors f - est diagonalisable.

APPLICATION 23. [CARDINAL DE D, (F,)]
Soitn € N, ¢ = p" ol p est premier et r € N*, Soit D,,(F
nalisables de IF,,. Alors en posant |GLy(F,)| = 1,0na:

GLn (Fy)|
2 [, 1GLn, (Fy)l

ni+--+ng=n

[Rom17, p148-151]
4) lensemble des matrices diago-

Dn(Fg)| =

IIl.B. Co-diagonalisabilité

PROPOSITION 24. Soient f,g € L(E) tels que f et g commutent. Alors Im( ) et les sous-
espaces propres de f sont stables par g.

PROPOSITION 25.  Soit (fi)1<k<n une famille d’endomorphismes diagonalisables com-
mutant deux a deux. Alors il existe une base commune de diagonalisation (on dit que les
(fx)1<k<n sont co-diagonalisables).

APPLICATION 26.
o(M)

Soient A, B € M, (R) diagonalisables. Alors © € £(M,,(R)) définit par
= AM B est diagonalisable.

EXEMPLE 27. Soit G un sous-groupe fini abélien de GL£,,(C). Alors les éléments de G sont
co-diagonalisables. Donc G est conjugué a un sous-groupe de matrices diagonales.

II.C. Topologiepour K =RouC [BMPO5, §4.3.3/4.6, p179/217]

PrROPOSITION 28. Pour A € Sp(f), |\ < |||l ot |||l est la norme subordonnée a n'importe
quelle norme sur E.

I PrROPOSITION 29. Pour A, B € M,,(C),0ona xap = XBA-

I ProPOSITION 30. M —— s est continue.

APPLICATION 31. L'ensemble des matrices nilpotentes est fermé.

I ProposiTioN 32. D, (K) = 7, (K). En particulier D,,(C) est dense dans M,,(C).
II.D. Liens avec les endomorphismes semi-simples [BMPo5, §4.2.1, p158-161]

DEfiNITION 33. [ENDOMORPHISME SEMI-SIMPLE]
f est dit semi-simple si tout sous-espace f-stable admet un supplémentaire f-stable.

I THEOREME 34. f est semi-simple si et seulement si 7 est sans facteur carré.

AppLIcATION 35. Sur K = C, f est semi-simple si et seulement si f est diagonalisable. Sur
K = R, f est semi-simple si et seulement si f est diagonalisable sur C.

EXEMPLE 36. Si f est nilpotente, alors f est semi-simple si et seulementsi f = 0.
EXEMPLE 37.

Les rotations de R? sont semi-simples.

APPLICATION 38. Supposons f semi-simple et soit F' un sous-espace f-stable. Alors up et
uw: E/F — E/F sontaussi semi-simples.
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lll. Décomposition de DUNFORD [MM16, Ch10] [Gou09, §4.4, p193]

THEOREME 39. [DECOMPOSITION DE DUNFORD]

Soit f € L(FE) de polynéme caractéristique scindé. Alors il existe un unique couple (d,n) €
L(E)? tel que d est diagonalisable, n est nilpotent, f = d + n et d commute avec n.

De plus, d et n sont des polynémes en f.

APPLICATION 40. Soit M € M, (K) de polyndme caractéristique scindé. On note
Wi, .- ., Hn les nracines de s (comptées sans leur multiplicité). Soit (D, V) la décompo-
sition de DUNFORD de M. Soit P € GL,,(K) telleque P~1DP = A = diag(u1,. - . , ftn) SOit
diagonale. Alorson a:

n—1 Nk
exp(A) = Pdiag(et?,. .. et )Pt Z o
k=0

EXEMPLE 41.
11 0 0 1 0 11 1 1 1 1 0 0 0
01 1 |=I3+[ 0 0 1 01 1 |=(lo0o11]+[o0 o0 o0
0 0 1 0 0 0 0 0 3 0 0 3 0 0 0

O O
O ==
=)

=((HE)-(5 )

EXEMPLE 42. Un endomorphisme nilpotent et diagonalisable est nul.

APPLICATION 43. Résolution de 'équation différentielle Y’ = AY pour A € M,,(C).
REMARQUE 44. Sur K =
1 1 ot 1 1
0 1 0 a )

IV. Théorémes spectraux

R ou C, on n’a pas continuité de f —— (d,n) : considérer

[Rom17, Ch22, p697]

On se place sur K = R (resp. C) et on considére E euclidien (resp. hermitien) de dimension
finie. On note M* = M ' la transconjuguée de M. On note f* 'adjointde f € L(E).

DEfinITION 45. On dit que f est une isométrie (resp. un endomorphisme unitaire) si f
préserve lanorme (Vz € E, | f(x)| = ||z|)-

DEfiNITION 46.

fre.

On dit que f est auto-adjoint si f* = f.On dit que f est normalsi f*f =

EXEMPLE 47. On ales mémes définitions pour les matrices. Une matrice symétrique ou ortho-
gonale (resp. hermitienne ou unitaire) est normale.

I LEMME 48. Si F est f-stable et f est normal alors f= est f-stable et f*-stable.

APPLICATION 49. Les sous-espaces propres de f normal ont un orthogonal f-stable.

THEOREME 50. [REDUCTION DES ENDOMORPHISMES NORMAUX, CAS COMPLEXE]
Si E est hermitien, tout endomorphisme normal est diagonalisable dans une base orthonor-
mée.

LEMME 51. Toute matrice symétrique réelle admet une valeur propre réelle. De plus les sous-
espaces propres associés sont deux a deux orthogonaux.

THEOREME 52. [REDUCTION DES ENDOMORPHISMES AUTO-ADJOINTS]
Tout endomorphisme auto-adjoint admet une base orthonormale de diagonalisation.

APPLICATION 53. Pour déterminer les valeurs propres pip < p1 < --- < p, de f auto-adjoint,
on procéde par récurrence en posant :

pi = min({(f(z) | 2) | |lz] = Leta € (B @~ ® B, _)"})
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ANNEXE

Polyndmes minimaux et caractéristiques usuels
Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension1 < p <n — 1.

| f " Xs
nilpotent d’indice k XF X"
homothétie de rapport A | X — A (X =)™
projecteur sur ' X2 -X (X —1)PX"—P
symétrie parrapporta FF | X2 —1 [ (X —1)P(X +1)"P

SPEECH

La diagonalisation permet de trouver une base de vecteurs propres, dans laquelle il est souvent
beaucoup plus aisé de faire des manipulations!

QUESTIONS

Q Que peut-on dire des sous-espaces stables de f diagonalisable?

R Ils admettent un supplémentaire stable, par le théoréme de la base incompléte.

Q Comment montrer le Corollaire 227

Q Le Théoreme 52 est-il le méme résultat que la propriété de réduction des formes quadra-
tiques? (I'un découle-t-il de l'autre?)

R Ils n’ont rien a voir, en revanche il y a un résultat sur les formes quadratiques équivalent a
ce résultat.

Q Soit D ’ensemble des matrices diagonales de G£,,(C). Que direde D?

R C’est un groupe abélien. Il n’est pas distingué car il existe des matrices diagonalisables non
diagonales. Son commutateur est lui-méme. Son normalisateur N vérifie N/D ~ &,,. En
effet, soit P € N.Pour M = diag(u, ..., u,) € D avec tous les coefficients distincts, on
aque M’ = PM P! est diagonale. Notant (Ai)1<i<n ses coefficients diagonaux, il existe
o € 6, telleque \; = p,(;) pour1l < i < n,ouencore M’ = P,M.On en déduit que
Pe P, FE.
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EXPONENTIELLE DE MATRICES. APPLICATIONS.

Soit K = R ou C. On munit M,, (K) d’'une norme d’algebre ||.|.

I. Convergence et propriétésalgébriquesde ’exponentielle de
matrices [Rom17, Ch23, p745] [Ave97, Ch5, pa7]

Définition de la série exponentielle

Convergence normale sur tout compact, donc convergence de exp(A)

Exemple : exp(0), exp(I)

Exponentielle de la somme de matrices qui commutent, contre-exemple. On en déduit que
exp(A) estinversible et ’expression de exp(A)~!

exp(PAP™!) = Pexp(A)P~ !, exp(AT) = exp(A)T, exp(A) = exp(A), det(exp(A)) =
exp(Tr(4))
exp(A) € K[A] commute avec A

Il. Calcul pratique de ’exponentielle

[Rom17, Ch23, p745] [Gou09, §4.4, p193]

Matrice diagonale, nilpotente, puis utilisation de la décomposition de DUNFORD ou de la dé-
composition de JORDAN

THEOREME 1. [DECOMPOSITION DE DUNFORD]

Soit f € L(F) de polynéme caractéristique scindé. Alors il existe un unique couple (d,n) €
L(E)? tel que d est diagonalisable, n est nilpotent, f = d + n et d commute avec n.

De plus, d et n sont des polynémes en f.

APPLICATION 2. Soit M € M, (K) de polyndme caractéristique scindé.Onnote Ay, ..., A,
de multiplicités as, ..., ou 1, ...,y les racines de y,s. Soit (D, N) la décomposition
de DunFoRD de M. Soit P € GL,(K) telle que P~1DP = A = diag(u1,. .., 1n) soOit
diagonale. Soit p; le projecteur surker(f — A; Id)®* parallelementa P, ker(f — A; Id)*s.
Alorsona:

. _ n— k r ) a;i—1 (A=X; 1d)*
exp(M) = Pdiag(e, ... etn)P=U Y070 NE = 377 oA [ yoe T ALY |

Si x 4 est scindé, A est diagonalisable si et seulement si son exponentielle I'est
Utilisation de la décomposition de JORDAN

Ill. Propriétés analytiques de ’exponentielle

lIl. A. Différentiabilité

exp est C* (admis), expression de la différentielle
exp est un C!-difféo local de O sur I,

[Ave97, Ch5/7, p57/79] [Rom17, Ch23, p745]

Fonction log définie sur B(,,, 1), qui vérifie exp o log = Id

In bien définie sur les matrices unipotentes

Homéomorphisme de N, sur U, d’inverse le logarithme

exp est surjective (sur GL,,(C)) siK = C: il existe méme @ € C[X]telqueexp(Q(4)) = A
Connexité par arcsde G£,,(C)

exp est non injective, de noyau les matrices diagonalisables de spectre inclus dans 2inZ
[FGNO7, §4.25, p417]

SurR, on a injectivité, mais plus surjectivité : exp(A) = exp(4/2)? donc exp est a valeurs dans
gL, (C)

Injectivité et surjectivité [Rom17, §23.4, p752] [CG13, §VI.2.5, p357-358]

I THEOREME 3. exp : S, (R) — S, (R) est un homéomorphisme.

I PROPOSITION 4. exp : H,(C) — H,/T(C) est un homéomorphisme.

Décomposition polaire : on déduit les homéomorphismes G£,(R) ~ O, x R™7+1)/2 et

GL,(C) ~ U, x R"’

IV. Application aux équations différentielles linéaires
[Ber17, Ch2/6, p46/233]

Remarque : la fonction t — et4 est C>° sur R et de dérivée t — Ae!4

Etudede Y’ = AY [Dem96]
Remarque : on peut toujours se ramener a une équation différentielle matricielle d’ordre 1!
Solutions sous forme intégrale

Théorémes de stabilité selon les valeurs propres de A

Exemples
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QUESTIONS

Q A-t-on( _01 1 )et( :} 1 )dansexp(Mg(R))?

R La premiére matrice a pour déterminant —1, donc n’est pas un carré dans GL5(R). Or si
A = exp(B),ona A = exp(B/2)? donc A est un carré.
Pour la deuxiéme, on regarde le spectre de la matrice et on aboutit a une contradiction.

Q Soit M ayant une seule valeur propre, qui est réelle et strictement positive. A-t-on M ¢
exp(M,(R))?

R Ona s = (X —\)"estscindé. Ecrivons sa décomposition de DUNFORD:ona M = D+ N,
avec D = A, etdonc tM = I,, + + N.Si A = Log(I, + 3 N),onaexp(A) = M.

Q exp est-elle injective sur D(R) 'ensemble des matrice diagonalisables de R?

R Soit A, B diagonalisables telles que exp(A) = exp(B). On vérifie que A, B commutent, et
donc sont co-diagonalisables, ce qui implique alors que A = B en regardant ce que donne
exp(A) = exp(B) dans une base de co-diagonalisation.

Pour montrer le commutativité, on montre que A est un polynéme en B.

@)

Montrer que GL,,(C) est connexe par arcs.
Montrer que exp de {A € M,,(R) | () NR = &} est a valeurs dans GL£,,(R).
R Penser a utiliser la réduction de JORDAN.

@)
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Soit K un corps commutatif, £ un K-espace vectoriel de dimension finien € N*,

. Généralités
I.A. Rappels sur ’étude d’endomorphismes
Soit f € L(E).

[MM16]

DEfiNITION 1. [POLYNOME MINIMAL]
¢of : K[X] — K[f], P — P(f) estun morphisme d’algébres. Son noyau est un idéal de
K[ f] engendré par un unique polynéme unitaire 7 appelé polynéme minimal de f.

I ProposITION 2. Ona dim(K[f]) = deg(ny).

EXeMPLE 3. Polyndmes minimaux usuels [VOIR ANNEXE]

PROPOSITION 4. Soient f,g € L(E) tels que f et g commutent. Alors ker(f) et Im(f) sont
stables par g. En particulier ker(P(f)) et Im(P(f)) sont stables par f pour tout P € K[X].

LEMME 5. [LEMME DES NOYAUX]

Soit (P;)1<i<r une famille de polynémes deux a deux premiers entre eux et f € L(E). Alors
enposant P =[._, P, onaker(P(f)) = @;_, ker(P;(f)).

De plus, le projecteur de ker(P( f)) surl'un de ces sous-espaces parallélement a la somme des
autres est un polynéme en f.

APPLICATION 6. Soit P annulateurde f.Si P = [];_, P ot les (P;)1<;<, sont deux a deux
premiers, alors on a la décomposition en sous-espaces f-stables E = @._, ker(P/(f)).

DEfiNITION 7. [POLYNOME CARACTERISTIQUE]

On définit le polynéme caractéristique de M € M,,(K) par xar(X) = det(XI, — M).
Deux matrices semblables ayant méme polynéme caractéristique, on définit le polynéme
caractéristique de f.

EXEMPLE 8. Polyndmes caractéristiques usuels [VOIR ANNEXE]

PROPOSITION 9. [LIENS ENTRE VALEURS PROPRES]
X € Kest une valeur propre de f si et seulement si x s (\) = 0 si et seulement sims(A) = 0.

ENDOMORPHISMES TRIGONALISABLES. ENDOMORPHISMES NILPOTENTS.

THEOREME 10. [THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON]
X r estun polynéme annulateur de f. Autrement dit, 7y | x .

I.B. Noyaux itérés [MM16, Chll/IV, p46]
PrOPOSITION 11. La suite (ker(f*)),en est croissante stationnaire eton a :

Vk € N, dim(ker(f*™1)) = dim(ker(f"*)) + dim(ker(f) N Im(f*))

I COROLLAIRE 12. La suite (dim(ker(f*+1)) — dim(ker(f*)))ren est décroissante.
I DEfiNITION 13, p =min({q € N|Vk € N, ker(f7™") = ker(f4)}) est appelé indice de f.

I PrROPOSITION 14. p < netona E = ker(f?) @ Im(fP).

Il. Endomorphismes nilpotents [MM16, ChI/II/IX/X, p3/23/102/113]

I DEfiniTION 15, f € L(E) est nilpotent si f? = 0, ou p est l'indice (de nilpotence) de f.
Soit f nilpotent d’indice r.

APPLICATION 16. Onaalorsmy = XPetx; = X"

I PrROPOSITION 17. Onap < neton aégalité si et seulement si dim(ker(f)) = 1.

APPLICATION 18. Si f est nilpotent d’incide n, il existe une base 5 de F telle que:

0 0
1 0

Mg(f)=Jo=| 0 1

En particulier, f est trigonalisable.
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EXEMPLE19. Sin=3:
« soitp = 1,alors f =0,
« soitp = 2, alors dim(ker(f)) = 2,
+ soit p = 3, alors dim(ker(f)) =1

I PROPOSITION 20. f esttrigonalisable, avec une diagonale de 0.

PROPOSITION 21. SiK =

Vk € N*, Tr(g*) = 0.

RouC, g € L(E) est nilpotent si et seulement si

EXEMPLE 22. SiKK =T, le résultat est faux, prenant g = Id (g, »-

lIl. Trigonalisation [MM16, ChIX]

IIl.A. Caractérisation

DEfiniTioN 23, f € L(F) est trigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle la ma-
trice de f soit triangulaire.

PrROPOSITION 24. Si f est trigonalisable, les coefficients diagonaux de sa matrice dans une
base adaptée sont les valeurs propres de f. Notant (\;)1<;<, Ses valeurs propres, chacune de
multiplicité algébrique m(\;),ona:

s

det(f) = [T A7

=1

T
Tr(f) =Y ma(Mi)Ni et
i=1
THEOREME 25.  f est trigonalisable si et seulement si x y est scindé si et seulement si s est
scindé si et seulement si f admet un polyndéme annulateur scindé.

COROLLAIRE 26.
trigonalisable.

SiK = C ou est algébriquement clos, tout endomorphisme de L(E) est

EXEMPLE 27. La matrice ( ? _01 > est trigonalisable sur C mais par sur R.

APPLICATION 28. Pour A € M,,(C), on adet(exp(A4)) = exp(Tr(A)).

COROLLAIRE 29.
est trigonalisable.

Si f est trigonalisable et si I est un sous-espace f-stable de E, alors fr

lll. B. Co-trigonalisation

LEmMME 30. Soient f, g € L(FE) tels que f et g commutent. Alors les sous-espaces propres de
f sont g-stables.

PropPoOSITION 31.  Soit (fx)1<k<n une famille d’endomorphismes trigonalisables com-
mutant deux a deux. Alors il existe une base commune de trigonalisation (on dit que les
(fx)1<k<n sont co-trigonalisables).

EXEMPLE 32. Soient (fx)1<k<» des endomorphismes nilpotents qui commutent deux a deux.
Alors fy ... f, = 0.

ProposITION 33. Soit K = C. Soient f, g € L(F) trigonalisables tels que fg = 0. Alors f
et g sont co-trigonalisables.

ProposITION 34. Soit K = C. Soient f,g € L(F) trigonalisables tels que fg — gf =
af + Bg pour un couple (o, B) € K2. Alors f et g sont co-trigonalisables.

IV. Utilisations d’endomorphismes nilpotents/trigonalisables

IV.A. Décomposition de DUNFORD [MM16, Ch10] [Gou09, §4.4, p193]

THEOREME 35. [DECOMPOSITION DE DUNFORD]

Soit f € L(FE) depolynéme caractéristique scindé. Alors il existe un unique couple (d,n) €
L(E)? tel que d est diagonalisable, n est nilpotent, f = d + n et d commute avec n.

De plus, d et n sont des polynémesen f.

APPLICATION 36. Soit M € M, (K) de polynéme caractéristique scindé. On note
U1, - -, in les nracines de y s (comptées sans leur multiplicité). Soit (D, N) la décompo-
sition de DuNForD de M. Soit P € GL,,(K) telleque P~!DP = A = diag(p1, . . . , pin) SOit
diagonale. Alorson a:

—1 Nk
exp(A) = Pdiag(e", ... et ) P! Z T
k=0

EXEMPLE 37.
1 1 0 0 1 0 1 1 1 1 1 1 0 0 O
0 1 1 =13+ 0 0 1 0 1 1 = 0 1 1 + 0 0 O
0 0 1 0 0 O 0 0 3 0 0 3 0 0 O
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1 1 0 e e e/2 .
exp 0 1 1 =] 0 e e DEfiNITION 45. [TABLEAU DE YOUNG]
0 0 1 0 0 e Le tableau de YOUNG associé a une suite d’entiers d; > --- > d, est un tableau a / lignes

telles que chaque ligne i comporte d; cases.

A un endomorphisme nilpotent f, on peut donc associer un unique tableau de YOuNG asso-
cié a cet endomorphisme via sa réduction de JORDAN.

EXeEMPLE 38. Un endomorphisme nilpotent et diagonalisable est nul. Plus généralement, si f est trigonalisable, de valeurs propres Aq,..., )., on lui associe
les r tableaux de YOUNG associés aux r valeurs propres comme le tableau de YounGde
fNi — /\1 IdNi ou N; = ker(f — /\z id)m“(k’:).

. : o S e ;L
APPLICATION 39. Résolution de léquation différentielle Y = AY pour A € M,,(C). PrROPOSITION 46. Deux endomorphismes nilpotents (resp. trigonalisables) sont semblables

si et seulement si ils ont méme tableau de YOUNG (resp. ils ont méme valeurs propres et mémes
tableaux de YOUNG associés a chacune des valeurs propres).

IV.B. Réduction de JORDAN [MM16, ChX] [Rom17, Ch21, p672-675]
EXEMPLE 47. [LECTURE D’UN TABLEAU DE YOUNG]
Soit f nilpotent. Regardons son tableau de YOUNG :
LEMME 40.  Soit f nilpotent d’indice r. Soit = ¢ ker(f"~!). Posons F, = + les cases du tableau s’interprétent comme les éléments d’une base dans laquelle la ma-
VeCt({l‘, f(@),..., fr_l(ﬂU)})- trice de f est la forme réduite de JORDAN.
« F,est f-stable et B, = {z, f(z), ..., f*"(x)} en est une base, La i-iéme ligne est associée au bloc de JORDAN de taille d;. Si on prend z tel que F, est le
+ I, admet un supplémentaire f-stable. sous-espace associé a ce bloc, alors les cases de la ligne 7 parcourues de gauche a droite
sont associées a labase f%~1(z),..., f(x),x de F,
PROPOSITION 41. [DECOMPOSITION DE JORDAN D’UN ENDOMORPHISME NILPOTENT] « pour trouver les sous-espaces associés a Im( f*), il suffit d’enlever les k derniéres cases de
Soit f € L(F) nilpotent. Il existe des entiers dy > --- > dy tels que dans une certaine chaque ligne, o .
base B de E, Mg(f) soit diagonale par blocs avec les blocs (J,, )1< k<. . pr:)ur tr()lyver les sous-espaces associés a ker(f*), on garde les k premiéres cases de
chaque ligne,

« de ces deux derniéres observations on déduit facilement dim (Im( £*)) et dim(ker(f*)),

THEOREME 42. [DECOMPOSITION DE JORDAN] + lindice de nilpotence est le nombre maximal de cases sur une ligne.

Soit f € L(F) de polynéme caractéristique scindé. Notons A1, . .., A ses valeurs propres.

llexiste des entiersd; 1 > --- > d; 4, pour j € [1,r] tels que dans une certaine base B de ) . R R " R
E, Mg (f) soit diagonale par blocs avec les blocs (B;, 1) 1<j<r, 00 B;. 1 = Ajla, . +Ja. APPLICATIO!\I 48. Soient f,g € L(E) nllpotgnts ayant méme polyndme minimal et méme
1<k<l, ]’ » rang.Alorssin < 6, f et g sontsemblables. En dimension 7,0n a un contre-exemple: considérer

avec Jy = C(X?%) € My(K). les tableaux (3,2, 2) et (3,3,1).

APPLICATION 49. |ly a autant de classes de similitudes de matrices nilpotentes que de parti-

-1 -1 0 0 -1 1 0 0 tions de n.
0O -1 0 O N 0 -1 0 0

EXEMPLE 43. 0 9 0 -1 est semblable a 0 0 1 0
0 2 2 3 0 0 0 2

THEOREME 44. Deux endomorphismes trigonalisables sont semblables si et seulement si ils
ont méme réduction de JORDAN.
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ANNEXE

Polyndmes minimaux et caractéristiques usuels
Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension1 < p <n — 1.

| f " Xt |
nilpotent d’indice k XF X"
homothétie de rapport A | X — A (X =N)"
projecteur sur F’ X2 -X (X —1)PX"—P
symétrieparrapporta F | X2 -1 | (X —1)P(X +1)"°P
Tableaux de YOUNG
SPEECH

Les endomorphismes trigonalisables sont trés intéressants a étudier car leur structure permet
une simplification des manipulations (le produit de matrices triangulaires supérieures reste
une matrice triangulaire supérieure, on a les valeurs propres sur la diagonales, ...).

Leur étude nous amene d’abord a regarder le cas des endomorphismes nilpotents. Le lien entre
les deux arrive avec la décomposition de DUNFORD.

COMMENTAIRES

Cette lecon est sensée amener vers JORDAN.

QUESTIONS

Q Soient f,g € L(FE). Montrer quesi [[f, g], f] = 0, alors [, g] est nilpotent.
R Ona:

Te([f, g1™) = Te([f, 9] ' [f, 9]) = Te([f, 9" " (fg — gf))
=Te([f, 9" " fg) — Tx(f, 9] " gf)
=Tr(gf[f,g]"") — Te([f,9]" 'gf) =0

Il reste a appliquer la proposition 21.
Q A quoi correspond l'espace vectoriel engendré par les nilpotents?

R Cet espace ne contient pas d’élément inversible, car 0 est valeur propre de chacun de ses
éléments. Tous les éléments de ’ensemble ont une trace nulle, car Tr(ny + ny) = 0. On va
montrer qu’en fait ce sont tous les éléments de trace nulle. En effet, matriciellement, les ma-
trices de trace nulle sont de dimension n2 — 1, et la dimension de notre espace vectoriel est
aumoinsn? —n car (E; ;);-; estune famille libre de notre espace, tout comme les matrices

1 -1

(diag(0,...,0, ( 1 -1 ) ,0,...,0))1<i<n—1 0U le bloc non nul est en position i, et les

deux familles considérées sont libres entre elles. On a donc une famille libre de dimension
n? — 1, ce qui conclut.

Q Montrer que la décomposition de DUNFORD reste valable pour toute matrice réelle, et
gu’alors D et N sont réelles.

R Soit M € M,,(R).Elle est trigonalisable sur C,donc on écrit M = D+ N sa décomposition

de DUNFORD.Onaalors D + N = M = M = D + N donc par unicité D et N sont bien
réelles.

2 2 -3
Q Trigonaliser M = 5 1 =5
-3 4 0

R Oncalcule ypr = (X —1)%.Ontrouvee; = (1,1,1)" € ker(M — I3) etey = (1,1,0) €
ker(M — I3)?. Complétant en une base (ey, 2, e3), la matrice dans cette base est triangu-
laire.
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MATRICES SYMETRIQUES REELLES, MATRICES HERMITIENNES.

Soitn € N*. Pour M € M,,(K), on note M* = M.

I. Généralités [Gou09, §5.1, p227]

I.A. Définitions et premiéres propriétés

DEfiNITION 1. [MATRICE SYMETRIQUE REELLE, MATRICE HERMITIENNE]

Soit M € M,,(R). On dit que M est symétrique (resp. anti-symétrique) si M = M ' (resp.
M = —MT). On note S,,(R) (resp. A, (R)) l'ensemble des matrices symétriques (resp.
anti-symétriques) réelles.

Soit M € M,,(C). On dit que M est hermitienne si M = M. 0nnote H,(C) l'ensemble
des matrices hermitiennes.

1 2 3 1 -t 3+
EXEMPLE 2. 2 4 5 | eSS, (R)et i 1 1+i | €H,(C).
3 5 6 3—2t 1—1 6

I REMARQUE 3. H,,(C) est un R-espace vectoriel mais pas un C-espace vectoriel.
I ProposITION 4. dim(S,(R)) = %, dim(A,(R)) = % et dimg (H,,(C)) = n
| ProposiTiON 5. Ona M, (R) = S, (R) @ A, (R) et H(C) = Sn(R) @ iAy (R).
1 2 3
EXEMPLE 6. 4 5 6 | =
7 8 9

I ProposITION 7. Pour A € §,(R) ouH,(R),onaSp(A) C R

DEfiniTiON 8. On définit:
« SH(R) lensemble des S € S,,(R) telles que X ' SX > 0 pour X € R,
« SFH(R) lensemble des S € S;F(R) tellesque X TSX =0 = X =0,

(
« H,7(C) lensemble des H € H,,(C) telles que X"HX > 0pourX e C",
« H,"(C) lensemble des H € H.7(C) telles que X'HX=0= X =0.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, avec K = R ou C selon le contexte.

Liens avec les formes bilinéaires symétriques / hermitiennes

DEfiNITION 9. SoitK = R. Soit¢ : E x E — R une forme bilinéaire.
+ pest dite symétrique si o(z,y) = ¢(y, z) pourz,y € E,
« si p est symétrique, l'application ® : £ — R,z — o(z, z) est appelée forme qua-
dratique associée a . © est appelée forme polaire associée a ® (elle est unique).

DEfinITION 10. Soit K = C.Soitp : E x E — C une forme sesquilinéaire (pour tout
x € E, o(x,.) est linéaire et (., x) est anti-linéaire).
+ p est dite hermitienne si p(z,y) = p(y, z) pourz,y € E,
« si ¢ est hermitienne, application ® : £ — R,z —— ¢(z,z) est appelée forme
hermitienne associée a ¢. v est appelée forme polaire associée a ® (elle est unique)

EXEMPLE 11. Dans C([0, 1], C), l'application ¢ : (f,g) — fol fg est hermitienne, et induit
sur C([0, 1], R) une forme bilinéaire symétrique.

SurK”, (X,Y) — X 'Y est bilinéaire symétrique ou sesquilinéaire hermitienne.

ProPOSITION 12. Soit Bg = (e1,...,e,) unebasede Eetp : E x E — K une forme
bilinéaire ou sesquilinéaire. Alors
« siK = R, ¢ est symétrique si et seulementsi A = Mg, (p) = (p(€i,€j))i<ij<n €
S(R),
+ siK = C, p est hermitienne si et seulement si A € H,,(R).
Pour z,y € E, on note X etY leurs coordonnées dans Bg. Dans les deux cas on a alors

Va,y € E,o(x,y) = X' Ay.

ProPOSITION 13. Si B/, estune autre base de E, et P est la matrice de passage de By vers
By, alors My, (f) = PTAP.

Il. Réduction et applications [Gou09, §5.1, p227]

Il.A. Orthogonalité et théoréme spectral [Rom17, Ch22, p697]

Soit ® une forme quadratique (resp. hermitienne) de forme polaire .

I DEfiNITION 14. Une base B de E est dite ®-orthogonale si (e, e’) = 0 poure # ¢’ € B.
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I PrROPOSITION 15. [l existe une base ®-orthogonale de E.

THEOREME 16. [THEOREME SPECTRAL]
Soit M € S,,(R) (resp. M € H.,,(C)). Alors il existe une matrice P orthogonale (resp. unitaire)
telle que P~ M P = P* M P est diagonale réelle.

APPLICATION 17. Soit S € &,(R). Alors S € SF(R) (resp. S €
si et seulement si Sp(S) C Ry (resp. Sp(S) C RY).

ST (R))

PROPOSITION 18. Soit A € ScfT(R) et B € S,.(R), alors il existe P € GL,,(R) telle que
PT AP et PT BP soient diagonales.

Il.B. Signature d’une forme quadratique/hermitienne et réduction de

GAUSS [Roml7,Ch15, p463]

THEOREME 19. [REDUCTION DE GAUSS]
Pour toute forme quadratique (resp. hermitienne) ® sur E, il existe r € N, (A\;)1<i<r € (R*)"
et ((;)1<i<, € (E*)" indépendantes telles que ® = 37, X\;02 (resp. & = S A |4:]).

EXEMPLE20. O((z,y,2,t)) =ay+yz+zt+tz=1[(z+z+y+t)?—(z+2—y—1)%.

THEOREME 21. [l existe un unique couple (s,t) d’entiers naturels tels que pour toute base
B = (e;)1<i<n P-orthogonale, alors il y a exactement s vecteurs de B en lesquels ® > 0, t
vecteurs de Ben lesquels ® < 0etn—s—tvecteursde Benlesquels® = 0.0na s+t = rg(P).

I DEfiNITION 22. Le couple s, t est appelé signature de ®.

EXeMPLE23. O((x,y,z2,t)) = a2y + yz + 2t + ta a pour signature (1, 1) et pour rang 2.

COROLLAIRE 24. Si A € S,(R) (resp. A € H,(R)) est de rang r, il existe s,t € N tels que
s+t=retP € GL,(R) (resp P € GL,(C)) telle que PT AP (resp. P* AP) est diagonale
par blocs avec pour blocs I, —1I; et 0,, ..

lll. Propriétés topologiques en lien avec les matrices symé-

triques réelles [ce13]

I PrROPOSITION 25. ST (R) = SF(R) € GL,,(R) est un ouvert de M, (R).

I LEMME 26. Soit A € S, (R). Alors il existe S € S;F(R) unique telle que A = S?.

THEOREME 27. [DECOMPOSITION POLAIRE]
O0,(R) x STT(R) — GL,(R)

Lapplication 0,5) . 05

est un homéomorphisme.

ApPLICATION 28. O, (R) est le seul sous-groupe compact de G£,,(R) contenant O,,(R).

APPLICATION 29. Pour A € M,,(R),onal|Al, = /p(AT A).

I DEfinITION 30. Pour A € M,,(R), on pose exp(A) = ano AT?.

EXEMPLE 31. Onaexp(diag(\y,...,\,)) = diag(e*, ..., e*).

I THEOREME 32. exp : S,(R) — S;F T (R) est un homéomorphisme.

I COROLLAIRE 33. GL, (R) est homéomorphe ¢ O,,(R) x R™"+1)/2,

IV. Applications

IV.A. Différentielle seconde d’une fonction C? [Rou99, p327] [Gou08, §5.2, p315]

THEOREME 34. [THEOREME DE SCHWARZ]
Soit f une fonction de classe C? définie sur un ouvert U de R™. Alors D*f € M,,(R) est une
matrice symétrique.

LEMME 35. Soit Ay € S,,(R)NGL,(R). Alorsilexiste V € V(Ag) etg € C1(V,GL,(R))
telle que VA € V, A = g(A)T Agg(A).

THEOREME 36. [LEMME DE MORSE]

Soit f : U — R une fonction de classe C* définie sur un ouvert U de R™ contenant 0. On

suppose que df (0) = 0 et d* f(0) est non dégénérée, de signature (p,n — p).

Alors il existe un C*-difféomorphisme o entre deux voisinages de [origine de R™ tel que

60) = Ot f(z) = J(0) = oo + -+ o) = ple)}a =+ (o) auvoisinage
e0.
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APPLICATION 37. Soit zy un point critique de f tel que la hessienne de f est non dégénérée.
Alors c’est un minimum (resp. maximum) local si et seulement si la hessienne est de signature
(n,0) (resp. (0,n)).

De plus, si la hessienne est de signature (p, n — p) pour 1 < p < n — 1, alors on a des directions
v pour lesquelles zp sera minimum local de h — f(z+ hv) et d’autres pour lesquelles z( sera
maximum local.

EXEMPLE 38. [cAsn = 2] Soit z( un point critique de f telle que D? f(x¢) = ( Z ‘; >.Alors

e sirt—s2>0etr+1t>0,20estun minimum local,
o sirt —s2>0etr+¢ <0,z estun maximum local,
o sirt —s? < 0,z nest pas un extremum,

+ sirt — s? = 0, on ne peut pas conclure.

EXEMPLE 39. Pour le dernier cas, on peut considérer :

flay) =2 fley)=-2"  flzy) ="y

IV.B. Analyse matricielle numérique [AKO02, PIII/Ch7, p105/135]

THEOREME 40. [FACTORISATION LU]

Soit A € GL,,(R) une matrice dont tous les mineurs principaux sont non nuls. Alors il existe
un unique couple (L, U) de matrices tel que L est triangulaire inférieure avec diagonale de 1,
U est triangulaire supérieure et A = LU.

3 1 4 1 00 3 1 4
EXEMPLE4l. = 12 6 19 |=| 4 1 O 0 2 3

24 14 42 8 3 1 0 0 1
COROLLAIRE 42. Sideplus A € S,,(R), il existe L triangulaire inférieure a diagonale de 1 et
D diagonale telle que A = LDLT.

THEOREME 43. [FACTORISATION DE CHOLESKY]
Soit A € ST (R). Alors il existe une unique matrice B triangulaire inférieure telle que tous
ses éléments diagonaux soient positifset A = BB

APPLICATION 44. [MOINDRES CARRES]
Soientn,p € Net A € M,, ,(R)etb € R Onchercheunvecteurz € RPtelque||b — Az||, =
infyere |0 — Ay||,.

(i) Ilexiste toujours une solution au probléme,

(ii) x est solution si et seulementsi AT Az = ATb,

(iii) Sin > petrg(A) = p, AT Aestinversible et il existe une unique matrice réelle B triangu-
laire inférieure, a diagonale positive, telleque AT A = BB, etalorsz = (BBT)"'ATb
est une solution.

IV.C. Vecteurs gaussiens
Soit (Q, A, P) un espace probabilisé. Soit d € N*.

[BLO7, §IV.4, p98]

DEfiNITION 45. [VECTEUR GAUSSIEN]
Une variable aléatoire X = (X1,..., X4) avaleurs dans R? est un vecteur gaussien si toute
combinaison linéaire des (X;)1<;<4 suit une loi gaussienne.

EXEMPLE 46. Si les (X;)1<;<4 sont indépendantes et identiquement distribuées de loi
N(0,1), alors X est un vecteur gaussien. On note alors X ~ A(0, I).

PROPOSITION 47. La loi d’un vecteur gaussien X est entiérement déterminée par sa
moyenne m = E[X] et sa matrice de covariance ¥ = (Cov(X;, X;))1<ij<a € S;(R).
On note alors X ~ N (m, ).

PROPOSITION 48. Soitm € R%, X € ST (R). Soit X ~ N (0, I).
llexiste A € My(R) telle que > = AAT etalorsm + AX ~ N (m, ).

PROPOSITION 49. Soit X ~ N (m,X). Alors X est inversible si et seulement si il n’existe pas
de relation affine entre les (X;)1<i<q presque surement.

1 _ 1t —1(n_
PR Sy exp( 5 (x—m)E7 (x m))

Dans ce cas, X admet pour densité f : x —
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COMMENTAIRES

On peut parler de probabilités avec la notion de covariance, les vecteurs gaussiens et le théo-
réme de COCHRAN (cf [Ouv09]).

QUESTIONS

Q Montrer que GL5(R) a exactement 2 composantes connexes.

R Ily en a au moins 2 en considérant le déterminant. Ensuite on utilise ’Thoméomorphisme
O1(R) x R? lorsque A € SO5(R) et

Q Donner une réduction de Gauss de f(z,y, z,t) = 2zy — y* + 22 + 2.

R f(z,y,2,t) = —(y—1/2(2x — 3t))? + 1 (22 — 3t)> + 22 + ¢2.
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FORMES LINEAIRES ET DUALITE EN DIMENSION FINIE. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n.

I. Formes linéaires et espace dual [Gou0s, §3.4, p126] [Rom17, Ch14, paa3]

I.A. Généralités sur les formes linéaires

DEfiNITION 1. [FORME LINEAIRE, ESPACE DUAL]
Une forme linéaire sur E est une application linéaire de £ dans K. On note £* = L(E,K)
’ensemble des formes linéaires, appelé espace dual de E.

EXEMPLE 2.
« Dans K", lapplication (z1,...,2,) — zx pourun k € [1,n] est une forme linéaire,
+ Soit A € M,,(K). Lapplication f4 : M — Tr(AM) est une forme linéaire sur M,,(K),
« SiK =Ret f: E — Restdifférentiable en un point a, alors df, est une forme linéaire.
+ Le morphisme d’évaluation ev, : P — P(a) en un pointa € K est une forme linéaire
sur K, [ X].

PROPOSITION 3. Le noyau d’une forme linéaire non nulle est un hyperplan de E, c’est-a-
dire un sous-espace vectoriel de E de dimension n — 1. Dans ce cas, elle est surjective.
Réciproquement, tout hyperplan de E est le noyau d’une forme linéaire non nulle.

EXEMPLE4. Si Aestnonnulle, {M € M, (K)| Tr(AM) = 0} est un hyperplan de M,, (K).

I.B. Espace dual et base duale

[FGNO7, §7.8/7.9, p239] [Gou08, An.B, p407-416] [Bre99, Ch5, p79-82]

Soit B = (eq,...,e,) une basede E.

DEfiNITION 5. [BASE DUALE]

On appelle base duale de B labase B* = (e, ..., ) ol chaque e, défini par e (e;) = §; ;
pour tout 7, est application i-ieme coordonnée dans la base B.

EXEMPLE 6.
« B = ((1,0),(0,1)) est une base de K. Sa base duale est composée de (x,y) — = et

Y.
* Soit B = (E; j)1<i<j<n-Labase duale de Best B* = (fg, ,)1<i<j<n-

PROPOSITION 7. Toute base duale est une base de E*. En particulier dim(E) = dim(E™*)
etpourtoutp € E*,onap =" p(e;)er.

COROLLAIRE8. = =) . x;e; — @ =y, x;e; estunisomorphisme de E dans E*. Il n'est
cependant pas canonique car dépend de la base B choisie.

THEOREME 9. [THEOREME DE RIESZ-FRECHET]

Soit H un espace de HILBERT. Alors pour toute application ¢ € H' = H*, il existe un unique
fe HtelqueYv € H,¢(v) = (f | v).

De plus ¢ — f est une isométrie (|| f|| i = ||®|| g)-

APPLICATION 10. S| F est 'espace euclidien (resp. hermitien) R™ (resp. C™) muni de son pro-
duit scalaire usuel, on a l'isomorphisme canonique de E dans E* : z — (x | .).

PROPOSITION 11. [ISOMORPHISME CANONIQUE SUR M, (K)]
Lapplication f : A — fa est un isomorphisme de M,,(K) dans son dual. De plus toute
forme linéaire f sur M,,(K) vérifiant f(XY') = f(Y X) est colinéaire a la trace.

APPLICATION 12. Sin > 2, tout hyperplan de M,,(K) coupe GL,,(K).

I.C. Espace bidual et base antéduale

I DEfinITION 13.  E** = (E*)* est appelé espace bidual de E*.

PROPOSITION 14. On a un isomorphisme de E dans E** donné par

©: E —  E*
x — fe f(x)

PROPOSITION 15. [BASE ANTEDUALE]
Soit B* = (f1,..., fn) une base de E*. Alors il existe une unique base B = (eq, . ..
dont B* est la base duale. B est alors appelée base antéduale.

,én)de E

EXEMPLE 16. Soient (a;)o<;<» Une famille de points de K deux a deux distincts. Notons ¢; =
[l f:ij € K,[X] et B* = (4,...,¥¢,) labase (de K, [X]*) des polynGmes de LAGRANGE.
Alors la base antéduale de B est (evy,,, . -

., €V, ).
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Il. Autour de Uorthogonalité [Gou09, §3.4, p126] [Rom17, Ch14, pa43]

Il.A. Notion d’orthogonalité
DEfiNITION 17. [ORTHOGONALITE]
« Onditque p € E* etz € E sont orthogonaux si p(z) = 0.
« Pour A C Eondéfinit AL = {¢ € E* |Vz € A, p(z) = 0} lorthogonal de A.
« Pour B C E*, on définit 'orthogonal de B par B° = {z € E |V € B, p(x) = 0}.

PROPOSITION 18.
« SiA; C Ay C E,ona Ay C Af.
« SiB, C By C E*, ona BS C BY.
« SiAC E,ona At = Vect(A)* etsi B C E*, ona B° = Vect(B)".

THEOREME 19. Soit I (resp. G) un sous-espace vectoriel de E (resp. E*).
« Onadim(F) + dim(F*) = dim(E) et (F+)° = F.
« Onadim(G) + dim(G°) = dim(E) et (G°)* = G.

APPLICATION 20.
« Soient (fi)1<i<k € (E*)* derangr. Alors F = Ny<;<j ker(f;) est de dimensionn — r.
« Réciproquement, si G est un sous-espace vectoriel de dimension n. — r, il existe r formes
linéaires indépendantes dont G est l'intersection des noyaux.

EXEMPLE 21. L’ensemble des applications linéaires qui s’annulent sur un hyperplan de E
forme une droite de E*.

EXEMPLE 22. Soit £ = R et (e;)1<i<4 les vecteurs de la base canonique. Soit F' = Vect (e +
es + e3,e2 — e4). Alors F' = ker(¢p1) Nker(ps), ou

p1(a,b,e,d)=a—c et @y(a,bc,d)=b+d—a

Il.B. Transposée d’une application linéaire

[Rom17, §14.5, p453]

Soit F' un autre K-espace vectoriel de dimension finiep etu € L(E, F).

DEfiNnITION 23.  On définit application transposée de u par

w: F* — E*
f o fou

o Im( ) = ker(u)t,
o Im(ut) = ker( ),
« Siv e L(F,G) ou G est un K-espace vectoriel, alors o u = fuo .

PROPOSITION 25. Soient B et B’ deux bases de E et I, de bases duales B* et B'*. Alors
MB’*,B* (U) = MB,B’( tU)T.

PROPOSITION 24.
« u+—— fwestlinéaire et injective de L(E, F') dans L(F*, E*),
‘ En particulier rg( ') = rg(u).

PROPOSITION 26. Si P est la matrice de passage d’une base B de E vers une base B, alors
la matrice de passage de B* vers B * est (P~1) T,

lll. Applications

lll.A. Utilisation de la dualité dans la recherche de sous-espaces propres

[Rom17, Ch21, p672]

Soit f € L(E). On suppose connues les notions de polynéme minimal (noté 7 ¢) et de poly-
nome minimal local (noté 7y, , en un point z).

I PROPOSITION 27. F est f-stable si et seulement si F- est tf-stable.

PROPOSITION 28. Soitxz € E tel que s , = my. Alors Ey , = K[f](x) admet un supplé-
mentaire f-stable.

APPLICATION 29. [DECOMPOSITION DE JORDAN]

Supposons f de polyndme caractéristique scindé (trigonalisable). Notons Ay, ..., A\, sesva-
leurs propres distinctes. Il existe des entiersd; | > --- > d; 4, pour j € [1,r] tels que dans
une certaine base B de E, Mp( f) soit diagonale par blocs avec les blocs (B, i) 1<j<r , OU

1<k<e;
Aj 0 ... ... 0
IR VIR :
B = o . e € My, , (K).
A0
0 0 1 N
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Il.B. Calcul différentiel

[BMPO05, §1, p20] [Gou09, §5.2/3, p317/327] [Rou99, Ch7, p380]

On se place sur K = R et on considere (E, (. | .)) un espace euclidien.

ProPOSITION30. Sif: E — Restdifférentiableena € E alors il existe un unique vecteur
appelé gradient de f en a et noté V f(a) tel que :

Vh € E,dfo(h) = (Vf(a) | h)

APPLICATION 31. Géométriquement, le gradient s’interpréte comme la direction de plus
grande pente de f autour de a. C’est 'idée utilisée dans de nombreux algorithmes d’optimi-
sation.

THEOREME 32. [THEOREME DES EXTREMA LIES]

Soit f,g1,...,g- : U C R® — R des fonctions de classe C* définies sur U ouvert.
NotonsT' = {z € U | g1(x) = - - = g,(x) = 0}. Si fir admet un extremum localena € T’
et siles formes linéaires (dg; (a), . . ., dg-(a)) sont libres, alors il existe des réels (uniques)
A, ..., A, appelés multiplicateurs de LAGRANGE, tels que

a) = Z)\idgi(a)

APPLICATION 33. Tout endomorphisme symétrique de £ admet une valeur propre réelle.

APPLICATION 34. [INEGALITE DE HADAMARD]
(i) Soientxy,...,x, desvecteursde (E, (.| .)) un espace préhilbertien (réel ou complexe). .
Alors [det(((z; | 25))1<i5<n)| < Ty [l
(i) Soientxy,...,x, desvecteurs de C™. Alors |det(z1, ...
signe la norme hermitienne standard sur C™.
Dans les deux points, on a égalité si et seulement si la famille {z; }, ., ,, estorthogonale ou 'un
des vecteurs est nul. o

son)| < Ty l2ill, ot |-l dé-

ANNEXE

Interprétation géométrique du gradient, interprétation géométrique de l'inégalité de HADA-
MARD.

QUESTIONS

Q Montrer que tout endomorphisme d’un C-espace vectoriel de dimension finie admet un
hyperplan stable.

R Soitwuunendomorphismed’un C-ev E.Si f € E*, ker(f) estunhyperplan. On veut trouver
f telque u(ker(f)) C ker f.
Sixesttelque f(x) =0alors fou(z) =0.0na f(z) = 0= u(f)(z) =0.
Si tu est diagonale dans une base (f1,..., fn),ona wu(f) = w(> a;f;) = 0. Ce quidonne
f=0..

Q Posonsa = (1,2,3)T,b = (3,2,1)",¢c = (4,5,6) " etdy = (6,5,4+ /)"
conque. Trouver une base de £ N F ou E = Vect(a, b) et F = Vect(c, dy)

R Distinguer selon les valeursde h ...

pour un h quel-

Q Peut-on trouver deux formes linéaires non nulles sur E dont le produit est nul?

R Soit H; = ker(p;).Si Hy U Hy # E,onprendx; € Hy \ Heetzg € Hy \ Hy, 21 + 22 ¢
Hy U Hs et (p1p2)(x1 +x2) =0.

Q Calculer ladimensionde E' = {M € M, (K)|Vi,>_, x;; = 0}.

R Onpose p; : M+ > mij.Ona E = N ker(g;).
Soient (\;); telsque ), Aip; = 0. Prenons M; = Ej;, ce quidonne \; = 0.
Donc dim(E) = n? —n.

Q Soit FF = {M € M,(K)|Vj,>, x;; = 0}.Calculer ladimensionde E N F.

R E =N, ker(yp;) et F' = NJ_; ker(v;).

Q Soit E = M,,(K). Montrer F = Vect({MN — NM | M,N € E}) = ker Tr.

R Si M € F,Alors Tr(M) = 0. Montrons qu’on a égalité des dimensions. La trace est une
forme linéaire non nulle, il faut donc montrer que F est un hyperplan. Regardons F+ =
{f e E*|VM € F,f(M)=0}.OnaTr € Fletsif € F-,onaVvX,Y, f(XY -YX)=0
donc f(XY) = f(Y X) puis on conclut par la proposition 11 : F'* est de dimension 1.
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ENDOMORPHISMES REMARQUABLES D’UN ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN (DE DIMENSION FINIE).

Soit (F, (. | .)) un espace euclidien de dimension finie n € N*. On note |.|| la norme issue du
produit scalaire. Soitu € L(FE).

I. Endomorphismes d’un espace euclidien [Rom17, Ch22, p697]
I.A. Adjoint d’un endomorphisme

THEOREME 1. [ADJOINT D’UN ENDOMORPHISME]
Il existe un unique endomorphisme u* € L(FE) tel que :

Ve,y € B, (u(@) |y) = (x| v (y))

u* est appelé adjoint de wu.

PROPOSITION 2. Soit B = (e;)1<i<n Unebasede E et S = ({e; | €;))1<i,j<n la matrice du
produit scalaire dans la base B. Si A = Mg (u), alors Mg(u*) = S~LATS.
En particulier si B est orthonormée, Mp(u*) = AT.

PROPOSITION 3. [PROPRIETES DE L’ADJOINT]
Pourv,w € L(E)et A€ R,ona:
(i) (v*)" =v,
(i) (vow)* =w* ov*,
(i) ker(v*) = Im(v)* et Im(v*) = ker(v)*,
(iv) rg(v) = rg(v*),
(v) Si F estun sous-espace vectoriel stable par v, alors F* est stable par v*,
i) Nlw*lll = fllull-

I.B. Exemples d’endomorphismes remarquables

DEfiNITION 4. [ENDOMORPHISME ORTHOGONAL]
u est un endomorphisme orthogonal (ou isométrie) de E si u* = u™!, autrement dit si u
conserve le produit scalaire :

Yo,y € B, (u(z) | u(y)) = (= | y)

On note O(E) 'ensemble des isométries de E.

PROPOSITION 5. v : E — F estorthogonale si et seulement si v est linéaire et conserve la
norme.

EXEMPLE 6.
+ Idg et — Idg sont des endomorphismes orthogonaux. Ce sont les seuls en dimension 1,
- les rotations et les symétries orthogonales sont des isométries,
« lesvaleurs propres d’une isométrie ne peuvent étre que +1.

PROPOSITION 7. w est une isométrie de E si et seulement si u est inversible et u* = u~1.

Dans une base B orthonormée de E, si A = Mpg(u),ona AT = A1,

DEfiNITION 8.
« Ondit que u est symétrique (ou auto-adjoint) si u* = u, ou encore si

Yo,y € E, (u(z) | y) = (z | u(y))

On note S(F) l'ensemble des endomorphismes symétriques de E.
+ On dit que u est anti-symétrique si u* = —u. On note A(FE) l’ensemble des endomor-
phismes symétriques de E.

EXEMPLE9. u + u* € S(F). Un projecteur orthogonal est symétrique.

I DEfiNITION 10. 1w est dit normal si u*u = uu*.

EXEMPLE 11. Un endomorphisme auto-adjoint, antisymétrique ou orthogonal est normal.

PROPOSITION 12. Soit B une base orthonormée de E et A = Mpg(u). On a les caractérisa-
tions matricielles des endomorphismes remarquables vus précédemment :

u définition Mg (u*)
symétrique u=u AT =A
anti-symétrique | u* = —u AT =—A
orthogonal ut =u"! ATA=1
normal wu=uu* | ATA=AAT

Il. Endomorphismes normaux [Rom17, Ch22, p697] [Gou09, §5.3, p258]

Dans cette partie u désigne un endomorphisme normal (u*u = uu*).

I PropPOSITION 13. Ona |lu(z)| = ||u*(z)| pour tout xz € E.

ENS Paris-Saclay - 2018/2019 Antoine BARRIER - https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Page 96 sur 238


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Agrégation - Lecons

160 - Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien (de dimension finie).

APPLICATION 14. Les valeurs propres (complexes) de u sont des racines de module 1.

I LEMME 15. Si F est un sous-espace vectoriel stable par u, alors F- est stable par u.
I LEMME 16. |/l existe un sous-espace vectoriel stable par u de dimension 1 ou 2.

PROPOSITION 17. Supposonsn = dim(F) = 2. Alors :
« soit u a une valeur propre réelle, et alors u est diagonalisable dans une b.o.n.,

a —b
b a /)

« soit la matrice de v dans une b.o.n. est de la forme (

THEOREME 18. [REDUCTION DES ENDOMORPHISMES NORMAUX]
Il existe une base orthonormée B de E telle que

A1

Ry
R,
oup+2r=nmn,(\)i<i<p € RPetpourl <k <r, Ry = < Zk _abk ) avec by, # 0.
- k k

APPLICATION 19. [REDUCTION D’UN ENDOMORPHISME ANTISYMETRIQUE]
Supposons u antisymétrique. Alors il existe une base orthonormée BB de E telle que

0

Ry

lll. Endomorphismes auto-adjoints

lll.A. Premiéres propriétés [Rom17, Ch22, p697] [AK02, Ch7, p135]

I PROPOSITION 20. S(F) est un sous-espace vectoriel de dimension n(n + 1) /2.

DEfiNnITION 21.  « est dit symétrique positif (resp. défini positif) s'il est symétrique avec
(z | u(x)) > Opourtoutx € E (resp. (x | u(x)) > 0pourz € E\{0}).Onnote ST (E) (resp.
STT(E)) lensemble des endomorphismes symétriques positifs (resp. définis positifs).

EXEMPLE 22. La matrice du produit scalaire dans une base de E est définie positive.

PROPOSITION 23. Ona Sp(u) C R pouru € S(E), Sp(u) C Ry pouru € ST(E) et
Sp(u) C R pouru € STH(E).

LEMME 24. Si \ # p, les sous-espaces propres associés Ey = ker(u — Nidg) et E,, =
ker(u — pidg) sont orthogonaux.

PrROPOSITION 25. Soit A € M,, ,(R) avecn > ptelle querg(A) = p (ou encore ker(A) =
{0}). Alors AT A € SF(R).

APPLICATION 26. [MOINDRES CARRES]
Soientn,p € Net A € M,, ,(R)etb € R".Onchercheunvecteurz € RPtelque ||b — Az||, =
infye]Rp ||b - AyHQ.
(i) Il existe toujours une solution au probleme,
(i) x est solution si et seulementsi AT Az = ATb,
(i) Sin > petrg(A) =p, AT Aestinversible et il existe une unique matrice réelle B triangu-
laire inférieure, a diagonale positive, telleque ATA = BB T, etalorsz = (BBT)"'ATb
est une solution.

lIl. B. Autour duthéoréme spectral [Rom17, Ch22, p697]

THEOREME 27. [THEOREME SPECTRAL]
Tout endomorphisme de S(E) est diagonalisable dans une b.o.n.

I COROLLAIRE 28. Soit A € S,,(R). Alors il existe P € O,,(R) telle que P AP soit diagonale.

COROLLAIRE 29. Soitu € S(E). Alors u € S*(FE) sietseulementsiSp(u) C Ry etu €
STH(E) si et seulement si Sp(u) C R¥.

APPLICATION 30. Pour A € S,(R),ona |4, = p(A).

APPLICATION 31. Pour A € S;7(R),il existe une unique matrice B € S;F (R) telle que A = B2.
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I THEOREME 32. exp : S,(R) — S;F(R) est un homéomorphisme.

IV. Endomorphismes orthogonaux

IV.A. Propriétés et réductions [Rom17, Ch22, p697]
ProOPOSITION 33. Soitu € O(E).

+ Sp(u) cU={z€C| |z| =1},

+ det(u) = %1. En particulier u est inversible.

PROPOSITION 34. Soitu € L(E).
(i) Siu € O(FE), utransforme toute b.o.n. en une b.o.n.,
(i) w € O(E) sietseulement si u transforme une b.o.n. en une b.o.n..

THEOREME 35. [REDUCTION DES ENDOMORPHISMES ORTHOGONAUX]
Soitu € O(E). Il existe une base orthonormée B telle que

Ip,
_Ipz
Mp(u) = fi
R,
olup; +ps+2r=netpourl <k<r, R = ( Z?;((z:; _Cslsrzéz];) ) pourun 8y, ¢ TZ.

IV. B. Structure de groupe de O, (R) [Per96, §V.4/ChVI, p125/141]
PROPOSITION 36. O,(R) est un sous-groupe de GL,(R) et OFf(R) =

{A € O0,(R)| det(A) = 1} est un sous-groupe distingué de O,,(R).

DEfiNITION 37.  Soit u une symétrie orthogonale. On note Et* = ker(u — Idg) et E~ =
ker(u — Idg) qui vérifient E = E* & E~.Sidim E~ = 1, on dit que u est une réflexion. Si
dim £~ = 2, on dit que u est un renversement.

THEOREME 38. [GENERATEURS DE O,,(R) ET O, (R)]
« O,(R) est engendré par les réflexions orthogonales. Plus précisément, si A € O,,(R), A
est produit d’au plus n réflexions.
« Pourn > 3, O; (R) est engendré par les réflexions orthogonales. Plus précisément, si
A € O} (R), Aest produit d’au plus n renversements.

IV.C. Etude endimensions2et3 [Gri15, §7.10, p241] [Per96, §V.5, p148]

PROPOSITION 39. [ETUDE EN DIMENSION 2]
Soitu € O(R?) et A la matrice de u dans la base canonique de R2. On a deux cas :

. eni T2 Lo [ cos(f) —sin(f)

soitu € O1(R?) etalors il existe § € [0, 2n[ tel que A = ( sin(0)  cos() . uest
alors la rotation d’angle 6 centrée en lorigine,

. eni T2 g [ cos(f) sin(9)
soitu ¢ O (R?) etalors il existe 0 € [0, 27| tel que A = ( sin(0) - cos(8) . uest

alors la symétrie par rapport a la droite d’angle polaire 6 /2.

PROPOSITION 40. [ETUDE EN DIMENSION 3]
Soitu € O(R3). Il existe une base B de R? telle que la matrice de u dans la base B soit :

cos(d) —sin(6) 0
sin(d) cos(d) O
0 0 €

pourun@ € [0,2n[etote = +1 vaut:
« 1siu € OF(R3) (u est alors une rotation d’angle § autour d’une droite),
« —1siu ¢ OF(R3) (uestalors la composée d’une rotation d’angle § autour d’une droite

D puis d’une symétrie orthogonale par rapport d D).

IV.D. Topologie du groupe orthogonal [cG13, CHvI, p201] [Rom17, Ch22.3, p697]

I ProposiTION 41. O(FE) est une partie compacte de L(E).
I PROPOSITION 42. Les composantes connexes de O(E) sont les fermés OF (E) et O~ (E).

THEOREME 43. [DECOMPOSITION POLAIRE]
O0,(R) x SFT(R) — GL,(R)

(0, 8) N 05 est un homéomorphisme.

Lapplication

APPLICATION 44. (O, (R) est le seul sous-groupe compact de G£,,(R) contenant O, (R).

APPLICATION 45. Pour A € M,,(R),ona ||A||, = /p(AT A).

ENS Paris-Saclay - 2018/2019

Antoine BARRIER - https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Page 98 sur 238


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Agrégation - Lecons

160 - Endomorphismes remarquables d’un espace vectoriel euclidien (de dimension finie).

ANNEXE QUESTIONS

Q Montrer que [|ulll, = [u*|,.

* 2 * * * * |12 *

R Onallu™(z)|; = (u*(2) [ v (2)) = (x| wu™(z)) < [l [uu], donc [lu*]|” < [Juwr|| <
[ w*[| || ]]]. Puis on procéde de méme pour montrer que [[[u||* < [|u* | [[]|-

Q Quelle sont les utilisations des moindres carrés?

R Enlever des dimensions a notre systéme (systéme surdéterminé). Faire une régression li-
néaire. On peut aussi évoquer le théoreme de COCHRAN en probabilités (modéle de régres-
sion linéaire gaussien).

Q Un endomorphismes orthogonal conserve-t-il 'angle orienté?

= R Non, regarder les symétries.
il . Q Que font les projecteurs orthogonaux concernant les angles?
O S R Ils annulent les angles.
(@5
el W Q Montrer par récurrence sur n que si M est nilpotente est non nulle, alors ¢, (R™) = R ou
o X— XTMX.
— R Pourn = 1,il n’y a rien a montrer, car toute matrice nilpotente est nulle.
5 SiM € M,4+1(R) est nilpotente, elle est semblable a ( 61 g ) ou A € M,(R) est
n nilpotente. Si elle est non nulle, par hypothése de récurrence ¢ 4 est surjective, et donc o,
aussi (@ X onassocie (X 0), leurimage par A et M sontidentiques. Sinon, A est nulle, et par
réduction de JORDAN on peut supposer C' = (0,...,0,1)*.Prenant X = \(0,...,«, 3),0n
q apyu(X)=XT(0,...,0,8,0) = af: c’est dont bien surjectif.
& Sinon, on prend 'endomorphisme canoniquement associé a M, ...
ug ] Lr)é
\ : X \-* < BIBLIOGRAPHIE
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DISTANCES ET ISOMETRIES D’UN ESPACE AFFINE EUCLIDIEN.

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n, et £ un espace affine dirigé par E.

I. Distances d’un espace affine euclidien

I. A.

On munit F d’un produit scalaire : E est un espace vectoriel euclidien, £ est un espace affine
euclidien

Distance entre deux points de &£, c’est bien une distance (inégalité triangulaire ...)

Distance a un sous-espace affine, lien avec le projeté orthogonal

Définitions et premiéres propriétés [Audo6, Chll, p51]

I.B. Matrice et déterminant de GRAM  [Gou09, §5.4, p262] [Rom17, §17.4.7, p560]

[MATRICE ET DETERMINANT DE GRAM]
., Ty des vecteurs de E. On appelle matrice de GRAM de x4, . .., x,, la matrice
., T, le déterminant

DEfiNITION 1.
Soient xq, . .
Me(x1,. . 2n) = (i | ¥;))1<ij<n et déterminant de GRAM de 21, . .
de la matrice de GRAM, noté G(x1, ..., zy).

I LEMME 2. G(z1,...,2,) > 0etG(x1,...,x,) = 0sietseulement si (x;)1<;<n, est liée.

THEOREME 3. [DISTANCE A UN SOUS-ESPACE VECTORIEL]

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie n de E, muni d’une base (e, ..., ep).
Alors pour toutz € E,onad(z, F)* = Gé?éli"g;”)
THEOREME 4. [INEGALITES DE HADAMARD] [voir annexe]

(i) Soientxy,...,x, desvecteursde E. Alors G(z1,...,z,) <[], [
(i) Soientxy,...,x, desvecteursdeR™. Alors |det(z1, ... ,xn)| < TTiy ll2illo 005
désigne la norme euclidienne standard sur R™.
Dans les deux points, on a égalité si et seulement si la famille {x;}, ., ,, est orthogonale
ou l’'un des vecteurs est nul. o

APPLICATION 5. Interprétation géométrique de I'inégalité de HADAMARD dans R™.

I COROLLAIRE 6. Expression de la projection de x sur F a l'aide de matrices de GRAM.

Il. Isométries d’un espace affine euclidien [Audo6, Chil, p51]

1. A.

Isométrie vectorielle, isométrie affine, example des translations, des symétries orthogonales
(par rapport a un sous-espace vectoriel F' de E/ ou un sous-espace affine F de £) — réflexion
Groupe O(F)/Isom(&) des isométries vectorielles/affines

F sous-espace vectoriel f-stable implique F- sous-espace vectoriel f-stable

Définitions et premiéres propriétés [Tau06, Ch6, p91]

II.B. Structure des isométries

Casou & = P :selon le nombre de points fixes de I'isométrie, on ’écrit comme composée
d’une, deux ou trois réflexions.

Les réflexions engendrent O(E), Isom(&)

Déplacement, anti-déplacement

Les isométries sont des bijections, Isom™ (£) est un sous-groupe distingué, déplacements pré-
servent les orientations de l'espace

Forme réduite des isométries affines

Réduction des isométries affines, écriture matricielle

Connexité par arcs de O;F (R). O,,(R) a deux composantes connexes par arcs homéomorphes
Isom™ (&) est connexe par arcs

lIl. Isométries en dimension 2 et 3

Ill.A. Classification des isométries [Gri15, §7.10, p241] [Per96, §V.5, p148]

En dimension 2, les isométries vectorielles sont les rotations et les réflexions

PROPOSITION 7. [ETUDE EN DIMENSION 2]
Soitu € O(R?) et A la matrice de u dans la base canonique de R2. On a deux cas :

\ eni 12 A [ cos(f) —sin(f)

soitu € O1(R?) etalors il existe § € [0, 2n[ tel que A = ( sin(0)  cos() . uest
alors la rotation d’angle 6 centrée en ['origine,

. eni T2 Lo [ cos(0) sin(9)
soitu ¢ O (R?) etalors il existe 0 € [0, 27| tel que A = ( sin(0) - cos(d) . uest

alors la symétrie par rapport a la droite d’angle polaire 6 /2.

Les isométries affines sont les translations, les rotations, les réflexions et les symétries glissées.
En dimension 3, les isométries vectorielles sont les réflexions, les rotations autour d’un axe et
les antirotations :
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PROPOSITION 8. [ETUDE EN DIMENSION 3]
Soitu € O(R3). ll existe une base B de R? telle que la matrice de u dans la base B soit :

cos(f) —sin(f) 0
sin(@) cos(f) O
0 0 €

pourun@ € [0,2n[etole = +1 vaut:
« 1siu € OF(R3) (u est alors une rotation d’angle § autour d’une droite),
« —1siu ¢ OFT(R3) (uestalors la composée d’une rotation d’angle 6 autour d’une droite
D puis d’une symétrie orthogonale par rapport d D).

Classification des isométries affines selon la partie linéaire et Uexistence de point fixe : réflexion,
symétrie glissée, rotation, vissage, anti-rotation

Similitudes, exemples des isométries, des homothéties
Point invariant d’une similitude
Les similitudes directes conservent les angles, envoient droites et cercles sur droites et cercles

Similitudes et figures stables en dimension 2 [Aud06, §111.3, p89]

llIl.C. Isométries préservant des parties de £

[Rom17, §3.4, p84] [Aud06, Chill/V, p360] [Szp09, §8.11.6/8.111.3, p410/421]

Dans le plan : on définit le sous-groupe Ds,, de O5(R) des isométries préservant un polygone
régulier a n sommets
D>, est engendré par la symétrie et la rotation d’angle 27”, d’ordre 2 et 4, ce qui donne la liste
des éléments de D5,

APPLICATION 9. D, s’injecte naturellement dans GL5(C), envoyant la rotation d’angle 27 /n

et la symétrie sur
1 0
) et S= < 0 —1 )

o~

Enumérations des isométries positives, des isométries négatives du groupe diédral

Dans 'espace, regardons les isométries préservant certaines figures

Définition d’un polyedre.

Lisobarycentre est conservé par une isométrie (en particulier un potentiel centre de symétrie)
Bijection isométries positives/négatives

Isométries préservant le tétraédre régulier

cos(2m/n)
sin(27/n)

—sin(27/n)
cos(2m/n)

I THEOREME 10. Tsom(C) ~ &4 x Z/2Z et Isom™ (C) ~ &,.

Lien entre les isométries du tétraédre et du cube

ANNEXE

interprétation du déterminant de GRAM comme volume
rotations, vissage, anti-rotations, etc

similitudes,

groupes diédraux, cube, tétraedre

QUESTIONS

0
Q Quedirede M = 1
0

= o O

1
0 € Og(R)7
0

R Lamatrice permutte les vecteurs de la base. C’est une isométrie positive, donc une rotation.
On remarque que (1,1, 1) est invariant donc on connait l’axe de la droite. Puis en prenant
latrace,onal + 2cos(f) = Tr(M) = 0donc 6 = 2T.

Q Soitygp : 2z — ez 4+ bet Yo p 2 — ' Z + b. Ce sont des similitudes (directes pour ¢,
indirectes pour ). Parmi celles-ci, lesquelles sont des symétries? Des symétries glissées?

~—

R On regarde les conditions sur 6, b pour que % soit une réflexion.
On doit tomber sure’? b+ b = 0.

Q Soit at, ..
M;+M;q1
2

.,an € RP, A quelle condition sur ces points existe-t-il My, ... M, telsque A; =
pour tout .
R Ona M, =24, — M; = f;(M;) ou f; est la symétrie de centre A, fixe. Donc si 'on a M7,
on a tous les autres points et il faut que My = f,(frn—-1(... (M7))) = f(M7).
Or f; = —id donc si n est impair, f est une symétrie centrale de centre M.
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SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES ; OPERATIONS ELEMENTAIRES, ASPECTS ALGORITHMIQUES ET

Soit K un corps et n, p des entiers non nuls.

On considere le systéme de n équations a p inconnues a coefficients dans K défini par :

a11$1+~~+a1p$p:bl

(“B)

Un1 @1+ AnpTp = by

ou les (a; j)1<i<n, 1<j<p €tles (b;)1<i<, sont des éléments de K.

Généralités
I A.

DEfiniTiON 1. On appelle solution de () tout vecteur z = (z1, ..
sant les n équations. On dira que (.’5) est compatible s’il admet au moins une solution. On

notera alors Sp l’ensemble des solutions.

Lorsque by = --- = b, = 0, on dit que (.#5) est homogéne.

TH+y=2

EXEMPLE2. lesysteme{ z—y =0 n’est pascompatible.

20 +y=0

En notant A = (aij)lgign) 1<j<p € an(K), B = (bl .. bn)—r e M, 1(K) et X
z,)T € M, 1(K), le systéme (.75) se réécrit AX = B.

('rla"'7

THEOREME 3. Le systéme est compatible si et seulement si B € Tm(A). Dans ce cas, Sp est
un espace affine dirigé par ker(A) et de dimension p — rg(A).

DEfiNITION 4. [SYSTEME DE CRAMER]

Lorsquen = pet A € GL,(K), on dit que (.#5) est un systéme de CRAMER.

THEOREME 5. [SYSTEME DE CRAMER]

Si (.B) est un systéme de CRAMER, il admet une unique solution, égale d X = A~1 B. De plus,

on a les formules de CRAMER :

[CG13, ChIV, p127]

Conditions d’existence et d’unicité de solutions

.,xp) € KP satisfai-

CONSEQUENCES THEORIQUES.

I.B. Casde matrices triangulaires

APPLICATION 6. [METHODE DES REMONTEES]
SiA € GL,(K) N TS, (K), le systeme se résout en résolvant chacune des équations de la
derniére a la premiére : on calcule z,, solution de z,, = %bn, puis x,_1 = (b—1 —

Ap—1 nxn)’ ---;jusqu,é xr1 = ﬁ(bl - Z?:Q ai jxj)‘

An—1n—1

REMARQUE 7. Lorsque A n’est plus inversible, on peut toujours effectuer la méthode des
remontées : les étapesi telles que a; ; = 0 constituent alors des équations de compatibilité.

20 —2=0
EXEMPLE 8. Résolutionde { my + 3z =12 oum € R est un parameétre.
2z =8
Il. Résolution pratique d’un systéme linéaire [CG13, Chl, p2]

II.A. Algorithme du pivot de GAuss

PROPOSITION 9. L'ensemble des solutions de (.#5) ne change pas si ['on effectue les opéra-
tions élémentaires suivantes :

« sil'on ajoute a une équation une combinaison linéaire des autres,

« sil'on multiplie une équation par un scalaire non nul,

« sil’on change l'ordre des équations.

DEfiNITION 10. [MATRICES DE DILATATION, TRANSVECTION, PERMUTATION ELEMENTAIRE]
Une matrice de dilatation est une matrice D; , € GL, (K) pourun o € K*. Une matrice de
transvection est une matrice T; ; g = I,, + SE; ; € GL,(K) pourun 8 € K* eti # j. Une
matrice de permutation élémentaire est une matrice P, ; € GL£,,(K) pouruni < j.

Iiq
det(Ch,...,Ci_1, B,C i ° '
Vi € [[mel,i: et( 1y Yi—1, Dy Li41,y ... Di,a: a Pi,j _ Lioia
I, 1 0
In_;
ou les (C})1<j<n Sont les colonnes de A.
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ProPOSITION 11. Soit M € M,, ,(K). Les opérations élémentaires sur les lignes (resp.
colonnes) de M sont obtenues par multiplication a gauche (resp. a droite) par les matrices
précédemment introduites :

Matrice
Opération

D;.o M
Li — OéLi

TijpM
L;+ L; + BLJ

P, M
Li <~ OéLj

MD; ,
Ci — Oéci

DEfiNITION 12. On appelle:

« pivot d’une ligne son coefficient non nul le plus a gauche.

« matrice échelonnée en lignes une matrice telle que dés qu’une ligne est nulle, les sui-
vantes sont nulles, et pour les lignes non nulles le pivot d’une ligne est strictement a
droite du pivot de la ligne précédente. On dit qu’une matrice échelonnée est réduite si
ses pivots valent 1.

On a la définition similaire de matrice échelonnée (resp. réduite) en colonnes.

EXEMPLE 13.

=~ w O

5 2 0
1 | estréduiteenlignes, | 1 0 | estéchelonnéeen colonnes.
0 2 0

S O =
O O N

DEfiNITION 14. [ACTION PAR TRANSLATION]
On définit les actions par translation/multiplication a gauche et a droite :

gLn (K) X Mn,p(K)
(P, M)

— M, ,(K) GL,(K) x My, ,(K)
— PM (P, M)

THEOREME 15. [ORBITES DE L’ACTION PAR MULTIPLICATION A GAUCHE]

Pour l’action par multiplication a gauche :
« deux matrices A et A’ sont dans la méme orbite si et seulement si ker(A) = ker(A’),
« toute matrice est dans l'orbite d’une unique matrice réduite en lignes.

THEOREME 16. [ORBITES DE L’ACTION PAR MULTIPLICATION A DROITE]

Pour l'action par multiplication a droite :
« deux matrices A et A’ sont dans la méme orbite si et seulement siTm(A) = Im(A4’),
« toute matrice est dans ['orbite d’une unique matrice réduite en colonnes.

APPLICATION 17. [ALGORITHME DU PIVOT DE GAUSS]
Lalgorithme du pivot de GAuss permet de se ramener a la matrice réduite associée a une ma-
trice via des opérations élémentaires sur les lignes.

2 4 1 1 2 1/2
EXEMPLE 18. 1 3 0 | apourmatrice réduite associée [ 0 1 —1/2
0 5 2 0 0 1

REMARQUE 19.

« lly arg(A) pivots. Les n — r derniéres lignes de la forme réduite donnent alors des
équations de compatibilité du systeme sur le second membre.

« Lorsque n = p et A est inversible, la forme réduite est triangulaire supérieure avec
coefficients non nuls et on peut via des opérations élémentaires sur les colonnes se
ramener a la matrice identité, ce qui permet un calcul pratique de l'inverse de A.

« Lorsque p > n et la matrice est de rang n, on peut définir des inconnues principales as-
sociées aux colonnes des pivots, les autres inconnues devenant alors des paramétres.

EXEMPLE 20. On cherche a résoudre le systeme (g), de paramétre a € R,

1 2 3 4 1 2 3 4
3 6 10 | X = 17 ,équivalentausysteme [ 0 0 1 | X = | 5
-1 -2 =2 1+a 0 0 O a

On a donc une condition de compatibilité pour avoir existence d’une solution : il faut que
a = 0.Si c’est le cas, on peut par exemple paramétrer les solutions selon x5 en résolvant

(O

Applications

> qui admet bien une unique solution (a x4 fixé).

[AK02, PIlI/Ch7, p105/135]

I THEOREME 21. SL,(K) est engendré par les transvections, GL,,(K) est engendré par les
transvections et les dilatations.

THEOREME 22. [FACTORISATION LU]

Soit A € M,,(K) une matrice dont tous les mineurs principaux sont non nuls. Alors il existe
un unique couple (L, U) de matrices tel que L est triangulaire inférieure avec diagonale
de 1, U est triangulaire supérieure et A = LU.

THEOREME 23. [FACTORISATION DE CHOLESKY]
Soit A une matrice symétrique réelle définie positive. Alors il existe une unique matrice B
triangulaire inférieure telle que tous ses éléments diagonaux soient positifs et A = BB*.

1 2 1 1 0 O 1 2 1
EXEMPLE 24. 0 -1 0 = 0 1 0 0 -1 0
3 6 5 3 0 1 0O 0 2
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16 8 20 4 0 0 4 2 5
8§ 13 10 |={(2 3 O 0 3 0
20 10 26 5 0 1 0 0 1

APPLICATION 25. [RESOLUTION DE (.%)]

Si A € GL,(K) admet une décomposition A = LU, on résout (.#5) en résolvant LY = B
puis UX =Y. Ces deux systemes étant triangulaires, ils ont un co(it moins important.

De méme dans le cas de la factorisation de CHOLESKY.

16 8 20 0 0 1
EXEMPLE 26. 8§ 13 10 | X = 27 | donneY = 9 puis X = 3
20 10 26 -2 -2 -2

Ill. Résolution numérique

l1l. A. Minimisation de fonctionnelle [FGN12, §1.21, p39-41]

On suppose dans cette section quen = pet A € S;F"(R) est une matrice symétrique définie
positive. On pose (. | .) le produit scalaire usuel sur R™.

PROPOSITION 27. La résolution de (.5) est équivalente au probléme de minimisation de
fraxr— $(AX | X) — (B | X): f admet en effet un unique minimum X, caractérisé par
AXy=B.

THEOREME 28. [METHODE DE GRADIENT A PAS OPTIMAL]
Soit f : RP — R elliptique, c’est-a-dire f est C* et telle qu’il existe o > 0 satisfaisant

Yo,y € RP (Vf(z) — VI(y) |z —y) > alz—y|

Alors la suite (xy,)nen définie par o € RP et xp1 = Ty — puVf(xy) 00 p, =
argmin,,. o f(z, — pV f(x,)) converge vers 'unique minimum global de f.

APPLICATION 29. Prenant f la fonctionnelle quadratique définie précédemment, on obtient
la convergence de toute suite (z,, ), cn définie parxg € RP et z,,11 =z, — p V[ ()

IIl.B. Méthode des moindres carrés

[AK02, Ch7, p135]

ProPOSITION 30. Soit A € M, ,(R)avecn > ptelle querg(A) = p (ou encore ker(A) =
{0}). Alors AT A € SF(R).

APPLICATION 31. [MOINDRES CARRES]
Soientn,p € Net A € M,, ,(R)etb € R™. Onchercheunvecteurz € RPtelque ||b — Az||, =
infye]Rp ||b - AyH2
(i) Il existe toujours une solution au probleme,
(i) x est solution si et seulementsi AT Az = AT,
(iii) Sin > petrg(A) = p, AT Aestinversible et il existe une unique matrice réelle B triangu-
laire inférieure, a diagonale positive, telleque ATA = BBT,etalorsz = (BBT)"'ATbh
est une solution.

APPLICATION 32. [REGRESSION LINEAIRE EN STATISTIQUES]

Etant donnés des points (z;, i )1<i<n, ON souhaite tester si les points sont plus ou moins ali-
gnés. Pour cela, on cherche la droite y = ax + b de meilleure approximation, c’est-a-dire on
cherche a etbminimisant )", ., [y — ax; — b|?. On se raméne donc au probléme précédent

1 X1
etX:<2>.

en posant A =
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ANNEXE

Moindres carrés

SPEECH

La formule de CRAMER permet la résolution de systémes linéaires mais est beaucoup trop com-
plexe en pratique, on envisage d’autres méthodes de résolution. Dans le cas d’une matrice tri-
angulaire, par exemple, on a une complexité en n? avec la méthode des remontées.

QUESTIONS

Q Soitn > 2etay,...,a, € K.Soient P,..., P, € R[X] tels que deg P, = k — 1. Calculer
det(Pi(a)): ;-

R Notons M la matrice en question. On suppose les polyndmes unitaires pour simplifier. La
famille est une base car est échelonnée en degrés.
On se rameéne a la base canonique par transvections (ou par procédé d’orthogonalisation
de GRAM-SCHMIDT), ce qui donne le déterminant de VANDERMONDE, soit [ [, _;(a; — a;).

(6731 a a
Q Calculer le déterminant de

: . a

b ... b a,

R Regardons le polynéme z —— det((m;; + x)) de degré au plus n. Par des opérations sur
les lignes, on enléve les = de chaque ligne sauf la premiere, ce qui montre en fait que le po-
lyndme est de degré 1.
Appliquons ceci a la matrice. En évaluant en —a et en —b, on obtient deux points d’annula-
tion si a # b, et donc le déterminant est nul.
Sia = b, on utilise la continuité du déterminant par rapport aux coefficients. On pose
f(z) = u(a,b)x + v(a,b) oliu,v € C™.

Q Montrer que S£,,(R) est connexe par arcs.

R Utiliser le fait que S£,,(R) est engendré par les transvections.

Q Montrer que GL,,(R) est engendré par les inversibles diagonalisables.

BIBLIOGRAPHIE
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FORMES QUADRATIQUES SUR UN ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION FINIE. ORTHOGONALITE, ISOTROPIE.
APPLICATIONS.

E estunK-espace vectoriel de dimension finie n, ouK est un corps de caractéristique différente
de 2.

I. Généralités sur les formes quadratiques
[Rom17, Ch15, p463] [De 11, ChI-IV, p6]

I. A.

Forme bilinéaire (symétrique), matrice d’une forme bilinéaire dans une base, expression en pro-
duit matriciel

Forme quadratique, forme polaire associée. Matrice d’'une forme quadratique, expression en
produit matriciel

Exemples : polyndmes homogénes de degré 2, exemple de M — Tr(M?) sur M,,(R).

En fait si on fixe une base, g est un polynéme homogéne de degré 2 explicité par la matrice de
g dans la base

Exemples

Formes bilinéaires et formes quadratiques

PROPOSITION 1. Soit q une forme quadratique. ’ensemble des matrices représentant q dans
des bases de E est exactement l'une des orbites de ['action par congruence sur S, (K) :

GL,(K) x Sy(K)
(P,5)

—  Sp(K)
— PSPT

DEfiNITION 2. [DISCRIMINANT]
On définit le discriminant de S € S,,(K) pardet(S) € K*/(K*)?si S estinversible, 0 sinon.

ProPOSITION 3. Deux matrices congruentes ont méme discriminant. Ainsi on peut donc
définir le discriminant d’une forme quadratique.

Vecteurs orthogonaux, propriétés, noyau d’une forme quadratique, lien avec le noyau de la ma-
trice de la forme quadratique, rang, forme dégénérée

Vecteurs isotropes, cone isotrope, orthogonal

Exemples

Théoreme d’existence d’une base formée de vecteurs isotropes sous conditions

Objets associés aux formes quadratiques

Il. Réduction des formes quadratiques

[Rom17, Ch15, p463] [De 11, ChV.3, p93] [CG13, ChV.D, p97]

THEOREME 4. [REDUCTION DE GAUSS]
Pour toute forme quadratique réelle q sur E, il existe un entierr, Ay, .
des formes linéaires indépendantes tels que q(z) = >_._, \il;.

LA ER¥etly,. .0,

I COROLLAIRE 5. La forme polaire associée a q est alors p(x,y) = > i_, Nils(2)4; (y).

i=1

EXEMPLEG6. ¢(7,y,2) = —2?—y? =22+ 2(ay+z2+yz) = —(z—y—2)°+(y+2)2+(y—2)?

Il existe une base orthogonale pour q. La matrice de q dans cette base est

COROLLAIRE 7.
,An) OU N, = 0pouri > r. En particulierr = rg(q) etker(q) = NI_; ker ¢;.

alors diag(Aq, . . .

Regardons maintenant plus en détail le cas K = R.

COROLLAIRE 8. Notons s = card({i | A; > 0}) ett = card({i | \; < 0}). Alors la matrice de
q dans une certaine base est diag (I, —1It, 0r,— (s4+4)))-

Forme (définie) positive, inégalité de CAUCHY-SCHWARZ pour une forme quadratique positive

PROPOSITION 9. [LOI D’INERTIE DE SYLVESTER]
« settsontuniques (ne dépendent par de la décomposition de GAUSS choisie) et détermi-
nés par:
s =max {dim(F) | F € P} t = max {dim(F) |F € N'}
ou P (resp. N) désigne l'ensemble des sous-espaces de R"™ sur lesquels la restriction de
q est définie positive (resp. définie négative). De plusr = s + t.
+ Soit (e;)1<i<n Une base de R™ orthogonale pour gq. Alors s est le nombre de vecteurs
(ei)1<i<n tels que q(e;) > 0 et t est le nombre de vecteurs (e;)1<i<n tels que q(e;) < 0.

I DEfiNITION 10.  (s,t) S'appelle la signature de q.

EXEMPLE 11. Lasignature de M —— Tr(M?) est (n(n+1)/2,n(n — 1)/2).
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APPLICATION 12. [FORME DE HANKEL]
Soit P € R[X] de degré n et xy, ..., ses racines distinctes, de multiplicité m, . ..
On définit s, = >°;_, mez} pour k € N puis on pose

vXn) = Z

0<i,j<n—1

, M.

V(Xo,...,anl) E(Cn,S(Xl,... Si+inXj

Alors sg (la restriction de s a R™) est une forme quadratique sur R™, de signature (p, ¢) ou
p+q=tetp— qgestlenombre deracines réelles de P.

lll. Classification des formes quadratiques

[Rom17, Ch15, p463] [CG13, ChV.B, p179] [De 11, ChV/VI, p87/100]

REMARQUE 13. Classifier les formes quadratiques revient a chercher les orbites l’action par
congruence l'action.

Soit ¢ une forme quadratique sur E de rang r.

.A. SurC

THEOREME 14. [cLASSIficATION SURK = C (oU K ALGEBRIQUEMENT CLOS)]
La matrice de q dans une certaine base est J, = diag(I,,0,_,). Dans cette base on a donc
(@1, ) =23+ 22

COROLLAIRE 15. Deux formes quadratiques sur un C-espace vectoriel sont congruentes
si et seulement si elles ont méme rang.

APPLICATION 16. Ilyan + 1 classes de congruences de formes quadratiques sur E.

lI.B. SurR

Notons (s, t) la signature de g.

THEOREME 17. [cLASSIficATION SURK = R]
Is
La matrice de q dans une certaine base est —I ) Dans cette base on a donc

On—r

SN

2 2 2
q(xy,.. ) =2{ + bl — i — o — o

COROLLAIRE 18. Deux formes quadratiques sur un R-espace vectoriel sont congruentes
si et seulement si elles ont méme signature.

APPLICATION 19.

l.C. Surl,

Onsuppose K =F, ot g = p® pour un p premier impairet £ € N*,
OnnoteF2 = {22 |z € F,} etF;*> =F2NF;.

I PROPOSITION 20. 19‘22 est un sous-groupe d’indice 2 de IF;.

THEOREME 21. [cLAssIficATION SURK = F ]
;. *2
Soita € Fy \ 7~
I'r'fl
La matrice de q dans une certaine base est 6
On—r

oud € {1,a}.

APPLICATION 22. Ilya2n + 1 classes de congruences de formes quadratiques sur E.

Ily ar + 1 classes de congruences de formes quadratiques de rang r sur E.

THEOREME 23. [LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE]
Soient p # q des nombres premiers impairs. Alors :

»\ /g (o 1)(a1) . 1 sixzestuncarrédansTF;
() () =(=1) "+ ou () = 0 siz=0
47 AP P —1 sinon

EXEMPLE24. () = (55) (35) = —(-0"F 5 () == (%) = () () =1
Ainsi 26 n’est pas un carré modulo 307.
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COMMENTAIRES

Autres références : [Gou09, Per96].
Attention a la caractéristique 2 qui est un cas particulier, pour lequel les résultats sont rapide-
ment faux

QUESTIONS

Q Aquoi servent les formes de HANKEL?
R Cela permet de calculer la forme de GAuss sans connaitre les racines.
Q Soit A € M,,(K) etg(z) = X T AX. Trouver la forme polaire associée.

R Soitp(X,Y) = XTAY.OnaA = 4447 L A-AT onvérifieque p(X,Y) = X T (AA)y
fonctionne.

Q La matrice d’'une forme quadratique correspond-elle a la matrice d’une autre application?

R Onintroduit les fonctions ¢, : E — E*,x +— @(x,.) et : E — E*, 2 — ¢(.,x). A
est alors la matrice de ces applications dans la base duale de la base associée a la matrice
A.

Q det : M3(K) — Kest-elle une forme quadratique ? Quel est son rang? Son discriminant?
Quelle est la signature si K = R? Sur un corps fini, a quelle matrice est-elle congruente?

R C’est un polyndme homogene de degré 2 en les coordonnées des matrices, donc c’est une
forme quadratique.
Pour trouver son rang, soit on utilise la forme bilinéaire associée, soit on calcule sa réduction
de GAuss.Ona:

1
det = E1Ey — FyF3 = Z((E1 + Ey)? — (By — Ey)? — (Ey + F3)* + (B2 — E3)?)

Doncrg(det) = 4.
Par ailleurs, la matrice associée dans une bonne base est :

0 0 0 1/2
0 0 -1/2 0
0 -1/2 0 0
1/2 0 0 0

On obtient le (un) discriminant 1/16, donc 1. Une autre maniére de l'obtenir est d’utiliser la
base de la réduction de GAuss.
SiK = R, on aurait pour signature (2, 2). Sur F,, elle est congruente a l'identité.

Q Questions sur le plan hyperbolique.
Q Exemple concret de hessienne.
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I. Formes quadratiques réelles [Rom17, Ch15, pa63] [De 11, §X.2, p181]

I.A. Définitions générales

Forme quadratique, forme polaire associée

Exemple de M — Tr(M?) sur M,,(R)

Vecteurs orthogonaux, noyau d’une forme quadratique, lien avec le noyau de la matrice de la
forme quadratique, rang, forme dégénérée

Exemples

I.B. Propriétés de réduction

THEOREME 1. [REDUCTION DE GAUSS]

Pour toute forme quadratique réelle q sur R", il existe, sit = rg(q), A1, ..
01, ..., L, desformes linéaires indépendantes tels que q(z) = >"i_; \ils.

LA € R et

I COROLLAIRE 2. La forme polaire associée d g est alors p(z,y) = >0 Nili(2)C:(y).

EXEMPLE3. ¢(z,y,2) = —22—y? =22+ 2(xy+x2+yz) = —(x—y—2)2+(y+2)*+ (y—2)?

Il existe une base orthogonale pour q. La matrice de q dans cette base est

,An) 00U N; = 0 pouri > r.

COROLLAIRE 4.
alors diag(Aq, . . .

COROLLAIRE 5. Notons s = card({i | \; > 0}) ett = card({i | \; < 0}). Alors la matrice de
q dans une certaine base est diag (I, —It, 0, — (s44)))-

Forme (définie) positive, inégalité de CAUCHY-SCHWARZ pour une forme quadratique positive

PROPOSITION 6. [LOI D’INERTIE DE SYLVESTER]
. settsontuniques (ne dépendent par de la décomposition de GAUSS choisie) et détermi-
nés par:
s = max {dim(F) | F € P} t = max {dim(F) | F € N'}
ou P (resp. N) désigne ’ensemble des sous-espaces de R"™ sur lesquels la restriction de
q est définie positive (resp. définie négative). De plusr = s + t.
« Soit (e;)1<i<n Une base de R™ orthogonale pour q. Alors s est le nombre de vecteurs
(ei)1<i<n tels que g(e;) > 0 et t est le nombre de vecteurs (e;)1<;<n tels que g(e;) < 0.

I DEfinITION 7. (s,t) Sappelle la signature de g.

FORMES QUADRATIQUES REELLES. CONIQUES. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

EXEMPLE 8. Lasignature de M +—— Tr(M?)est (n(n+1)/2,n(n —1)/2).

COROLLAIRE 9. [REDUCTION D’UNE FORME QUADRATIQUE REELLE]

Il existe des formes linéaires ({;), <<, indépendantes telles que g = 7_ | € — >"7_ | 17,
Pour A € M,(R), il existe s,t uniques et P € GL,(R) tels que PAPT =
diag(]s, 7It, On—(s+t))-

THEOREME 10. [THEOREME SPECTRAL] [Audo6, §VII.7.8]
Soient q, q' des formes quadratiques avec q définie positive. Alors il existe une base orthonor-
mée pour q et orthogonale pour ¢'.

I.C. Applications [Rou99, §5.5, p327] [CG13, §V.D, p197]

EXEMPLE 11. La différentielle seconde est une forme quadratique sur R™.

LEMME 12. Soit Ag € S, (R)NGL,(R). Alorsilexiste V € V(Ag) etg € C1(V,GL,(R))
telle que VA € V, A = g(A) T Apg(A).

THEOREME 13. [LEMME DE MORSE]

Soit f : U — R une fonction de classe C* définie sur un ouvert U de R™ contenant 0. On

suppose que df (0) = 0 et d? f(0) est non dégénérée, de signature (p,n — p).

Alors il existe un C'-difféomorphisme o entre deux voisinages de [origine de R™ tel que

o(0) = et f(a) = £(0) = (o £+ @(w)} = pla)}s =+ ple)} auvoisinage
e .

I REMARQUE 14. Un polynéme homogene de degré 2 est une forme quadratique.

PROPOSITION 15. [FORME DE HANKEL]
Soit P € R[X| dedegrénetxy,...,x, ses racines distinctes, de multiplicité m1, . . .
On définit s}, = va,:l mex} pour k € N puis on pose

y M.

V(X07...7Xn,1) E(Cn7S(X1,...7Xn) = Si+inXj

>

0<i,j<n—1

Alors sy (la restriction de s d R™) est une forme quadratique sur R", de signature (p, q) ot
p+ q = tetp— qestle nombre de racines réelles de P.

ENS Paris-Saclay - 2018/2019

Antoine BARRIER - https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Page 109 sur 238


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Agrégation - Lecons

171 - Formes quadratiques réelles. Coniques. Exemples et applications.

Il. Application a ’étude des coniques

I1.A. Vocabulaire [Aud06, §VII.1, p221]

-,

On se place dans un plan affine euclidien P, muni d’un repere orthonormé (O, i, 7)

DEfinITION 16. Une coniqueC est 'ensemble des points (z, y) de P satisfaisant I'’équation :

)

oua,b,c,d, e, f € Rsontdes paramétres, avec (a, b, c) # (0,0,0).
q(z,y) = ax?® + bxy + cy? est la forme quadratique associée a £, supposée non nulle, et
l(x,y) = dz + ey est la forme linéaire associée a £.

az? + 2bxy +cy? +dr+ey+f=0

I REMARQUE 17. ¢ ne dépend pas du point d’origine O choisi.

-
3

DEfiniTION 18.  Un point  est centre de symétrie de C si dans le repere (9,4, ), la partie
linéaire de 'équation définissant C est nulle.
C est dite a centre si elle admet un unique centre de symétrie.

I ProposiTION 19. C est a centre si et seulement si q est non dégénérée.

EXEMPLE 20. (2 = (a,b) est 'unique centre de la conique définie par (z — a)? + (y — b)? = ¢

dans (0,1, )
Une conique de type az? + dz + ey + f = 0 nest pas a centre.

| PROPOSITION 21.  SiC est d centre, il existe un repére orthonormé de P, d’origine Q, dans
lequel ’équation de C est du type ax? + By* = v avec a, 3 # 0.

DEfiniTION 22.  On définit Q(x,y, 2) = q(x,y) + €(z,y)z + fz* laforme quadratique sur
R3 appelée forme homogénéisée de q. C est dite propre si Q est non dégénérée.

EXEMPLE 23. Les coniques propres sont de « vraies » coniques : ce ne sont pas des droites.

Il. B. Classification [Aud06, §VII.2, p228]

THEOREME 24. [CLASSIfiCATION DES CONIQUES PROPRES]
On peut classifier les coniques propres en fonction des signatures de Q) et de q :
| sgn(Q) | sgn(q) | Classe | Exemple |
(3,0)/(0,3) | (2,0)/(0,2) @ a® +y° =1
(2,1)/(1,2) [ (2,0)/(0,2) | ellipse | 2% +¢*> =1
(2,1)/(1,2) (1,1) hyperbole | 2 —y* =1
(2,1)/(1,2) | (1,0)/(0,1) | parabole | x*+y =
THEOREME 25. [CLASSIfiCATION DES CONIQUES IMPROPRES]
| sen(@) | sgn(g) | Classe | Exemple |
2.0)/(0,2) | (2,0)/(0,2) point P+ =0
(2,0)/(0,2) | (1,0)/(0,1) %] 22 =-1
(1,1) (1,1) droites sécantes | 2% —y?> =0
(1,1) (1,0)/(0,1) | droites paralléles 22 =1
(1,0)/(0,1) | (1,0)/(0,1) | droite double 22=0

Il.C. Pointde vue géométrique [Rom17, Ch16, p497] [Aud06, §VII.2, p232]
THEOREME 26. Soit C une conique propre non vide qui n’est pas un cercle. Alors il existe un
point F' € P appelé foyer, une droite D ne contenant pas F, appelée directrice et un réele > 0
appelé excentricité tels que C = {M € P |d(M, F) = ed(M,D)}.

Sie < 1, Cestuneellipse. Sie = 1, C est une parabole. Enfin si e > 1, C est une parabole.

DEfiNITION 27.
de symétrie de C.

La perpendiculaire a D passant par I est appelée axe focal. C’est un axe

THEOREME 28. Dans le repére (F, 7, ) ol i unitaire dirige ['axe focal et j unitaire dirige D,
I’équation de C est, en notant p l'abscisse de D :

(1 —e?)a? +y? 4 2pe®z — p?e? =0

PROPOSITION 29. SiC est a centre (e # 1), le centre a pour coordonnées (—%/, 0) dans

le repére (F,7, )
Par symétrie, C est aussi la conique caractérisée par le foyer F' et la directrice D', symétriques

de F et D par rapport au centre.

ENS Paris-Saclay - 2018/2019

Antoine BARRIER - https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Page 110 sur 238


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Agrégation - Lecons

171 - Formes quadratiques réelles. Coniques. Exemples et applications.

PROPOSITION 30. [DEfiNITION BIFOCALE DES CONIQUES PROPRES A CENTRE]
« SiCestuneellipse (quin’est pas un cercle), alorsC = {M € P|MF + MF' = 2a} pour
un réel 2a appelé grand axe de C,
« SiCestune hyperbole, alorsC = {M € P| |MF — MF'| = 2a} pour un réel 2a appelé
grand axe de C.

ANNEXE

Différentes coniques et leurs éléments associés : foyers, directrices ...

QUESTIONS

Q Quelles sont les orbites fermées de S,,(R) pour 'action de congruence? (voir [CG13]).
R Montrons que 0 est toujours dans 'adhérence d’une orbite (et alors seule {0} est une orbite
fermée). On prend pour cela une suite de matrices qui tend vers 0 ...

Q Réduire q(z,y, 2z,t) = zy + yz + 2t.

R Parexempleq(z,y,z,t) = I [(z+y)? —(z—y) >+ (y+2—-1)* - (z—y — t)ﬂ . Ainsi g est
de signature (2, 2).
Q Montrer queM +—— Tr(M?) est une forme quadratique. Quelle est sa signature?

Q Que se passe-t-il dans le cas d’une forme quadratique définie positive avec la réduction de
GAUSS?

R On obtient la signature (n, 0).

Q Montrer que les mineurs principaux d’'une matrice définie positive sont tous non nuls (ques-
tion similaire a la précédente).

Q Montrer que det(S;F T(R)) = R.

Q Par quelles opérations le cone isotrope est-il stable? Contient-il des sous-espaces vecto-
riels? Calculer la dimension maximale d’un sous-espace contenu dans le cone.

R Par multiplication par un scalaire (surtout pas par somme! ). Il contient des droites (multi-
plication par un scalaire), il contient ker F.
Si g est non dégénérée, prenons ' C C, le cdne isotrope. On a dim F + dim F+ = dim E,
dol F C F+ puisquesiz € F,alorsVy € F, p(x,y) = 0 en développant0 = q(z +y) =
q(x) + 2¢(z, y) + q(y) = 2¢(x, y). Ainsi dim(F) < n/2.
Dans le cas ol ¢ n’est pas dégénérée, écrivons E = ker g ® G. qg est non dégénérée, donc
on applique ce qui précéde et dim(F N G) < dim(G)/2si F C C,. Puis dim(F Nker q) <
dim(ker(g)) donc dim(F) < dim(G)/2 + dim(ker ¢) < %(kerq).

Q Soit E un espace vectoriel de dimension 2n, et ' un sous-espace vectoriel de dimension

n, g une forme quadratique non dégénérée sur E. On suppose g nulle sur F'. Quelle est la
signature de ¢?

R Lasignature est (n,n). En prenant une base de F’, on peut compléter en une base telle que
la matrice a une forme par blocs 2 x 2 particuliere, et on peut alors la réduire ...
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BARYCENTRES DANS UN ESPACE AFFINE REEL DE DIMENSION FINIE, CONVEXITE. APPLICATIONS.

Soit (£, E) un R-espace affine.

I. Définitions, coordonnées barycentriques

I. A.

Définition barycentre, isobarycentre : exemple du milieu d’'un segment, de la paramétrisation
d’un segment comme barycentres
Associativité du barycentre, application au centre de gravité

Premiéres propriétés [Audo06, §1.5, p29]

PROPOSITION 1. [CONVERGENCE D’UNE SUITE DE POLYGONES VERS L'ISOBARYCENTRE]
On définit par récurrence une suite (P®),ey par PO = (219 . 2"y e cnet
(k) | (F) (k) (k) (k) (K)
z; +z Z, 21tz oz 4z
pl+l) — (222 Znmi Tt I PE ) pourk € N

Alors P*) — (g,g,...,g9)0lg= Isobar(zgo), e sz)).
k— 400
I. B. Barycentres et structure affine [Tau00, Ch3, p27]

Une fonction est affine si et seulement si elle conserve les barycentres
Un sous-espace est affine si et seulement si il contient tous les barycentres
Description de 'espace affine défini par une partie de £

I. C.

Repére affine, coordonnées barycentriques, uniques a renormalisation prés

Lien entre repere affine et base vectorielle de £, ou a est le premier point du repere affine
Exemples du centre de gravité d’un triangle

Application : la seule application affine qui fixe n + 1 points indépendants de £ est l'identité

Coordonnées barycentriques [Aud06, Chl/V, p42/150]

PRrROPOSITION 2. Soit A, B, C trois points non alignés. Les coordonnées barycentriques d’un
point M dans le repére affine (A, B, C) sont proportionnelles aux aires orientées des triangles
MBC, MCA, M AB. Plus précisément

A(MBC)MA + AMCA)MB + AMAB)MC =0

EXEMPLE 4. Dans un repere affine du plan, A,B,C sont alignés
ap by ¢

sietseulementsidet [ as by ¢ | =0.
az by c3

Il. Convexité

On suppose E euclidien.

1. A.

Partie convexe

Exemples des intervalles, d’une boule convexe, intersection de convexe

Conservation des convexes par une application affine ou par 'image réciproque

Exemples : hyperplans comme noyaux d’une application affine, hyperplans d’appuis, demis-
espaces

Enveloppe convexe d’une partie

Exemples : intersection de semis-plans — polytopes

Un convexe est stable par barycentres a coefficients positifs. Description de l'enveloppe
convexe par barycentres a coefficients positifs

Application : ’'enveloppe convexe d’une partie finie de X est compacte

Définitions et enveloppe convexe [Aud06, §1.6, p31] [Gou08, §1.5, p54]

THEOREMES5. [THEOREME DE CARATHEODORY]
Soit X un espace affine de dimension finie n. Alors pour tout S C X, conv(S) est l’en-
semble des barycentres a coefficients positifs d’au plus n + 1 points de S. Autrement dit :

conv(S) = {Z?:Jrll i | (w4, Mi)1<i<nsr € (S X R+)"+1}

I COROLLAIRE 6. Soit S un compact de X euclidien. Alors conv(S) est compact.

APPLICATION 7.  Soit M € M, (Z). Notons (C;)1<,<n ses colonnes. L'équation dio-
phantienne M X = 0 admet une solution non nulle dans N" sietseulementsi0 &

conv({Cy,...,Ch}).
Théorémes de MENELAUS et de CEVA
PrROPOSITION 3.  Soient k + 1 points Aq, ..., Ay affinement libres, de coordonnées ILB. T logie d nvex
dans un repére affine (a;;)o<i<no<j<k- Alors M = (zo,...,xz,) € Aff(Ao,...,Ay) -B. 1opo ng es convexes [Tau00, §5.4, p78]
si et seulement si det(A|M) = 0. S convexe implique S et S° convexes
S d’intérieur non vide si et seulement si Aff(S) = €.
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S convexe compact implique S = conv(9S5)

Il.C. Points extrémaux d’un convexe, sommets
[Tau00, §5.8, p86] [Gou09, §4.2, p180]

Points extrémaux, définition équivalente : la partie privée du point reste convexe
Exemples des points extrémaux de la boule fermée : la frontiere
Polygones/polyedres ... les sommets sont les points extrémaux

Théoréme de KREIN-MILMAN

ANNEXE

Tout un tas de dessins...

QUESTIONS

Q Quelestlelien, s’ily en a, entre les polytopes et les polyedres?

R Le polyeédre a un intérieur non vide en général. C’est juste une question de convention.
Q Qu’est-ce qu’une forme affine?

R C’est la donnée d’une forme linéaire et de coordonnées barycentriques.

Q Soit C un convexe de X affine, avec dim(X) < +o0. Soit f : X — X affine telle que
f(C) = C.Montrer que f permute les points extrémaux.

Q Soit A, B, C un triangle et M un point du triangle ABC, de coordonnées («, 3,~) dans
(4, B, C). Exprimer «, 3, v en fonction d’aires de certains triangles.

R OnaaAM + BBM +~yCM = 0.0na A(AMC) = 3 det(MA, MC) et

0 = det(aAM + BBM +vCM,CM) = a A(AMC) — BA(BMC)
= —aA(AMB) +yA(BMC) = BA(AMB) — vA(AMC)

Donc A(AMB) = v, A(BMC) = a, A(AMC) = B.
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APPLICATIONS DES NOMBRES COMPLEXES A LA GEOMETRIE.

I. Géométrie euclidienne du plan [Rom17, Ch4, p101]

I.LA. Généralités

Représentation du plan euclidien P par les complexes
Identifications points, affixe, produit scalaire, déterminant, condition d’alignement des points,
équation d’une droite

Lien entre argument et angle orienté

Exemples : équations de droites / de cercles

Equivalence entre la distance et du module

[Rom17, Ch4, p101]

Barycentres :
Définition barycentre, isobarycentre : exemple du milieu d’un segment, de la paramétrisation
d’un segment comme barycentres
Associativité du barycentre, application au centre de gravité
héoreme de GAUSS-LUCAS

Applications [Aud06, §1.5, p29]

PROPOSITION 1. [CONVERGENCE D’UNE SUITE DE POLYGONES VERS L'ISOBARYCENTRE]
On définit par récurrence une suite (P®))cy par PO = (A . 2y € Cm et

(k) | (k) 2B (k) (k) (R)
pl+1) = (& ;rz? yoor, 2t R ) pour k € N.

,g)olg= Isobar(zgo), ce zﬁ,,o)).

Alors P(¥) o (9,9,

—+o00

Critére de cocyclicité : théoreme de PTOLEMEE, de l’angle moitié
Aire maximale d’un triangle, caractérisation des triangles équilatéraux

Il. Transformations du plan

II.A. Autour des similitudes [Tau00, §7.2, p108] [Aud06, §11.3, p89]

Isométries : isomorphisme O (R) ~ U. Forme analytique des isométries
Translations, homothéties — similitude = composée

Similitudes directes, indirectes

Application : définition d’un polygone convexe

II.B. Inversions

Définition, expression en terme de nombre complexes, involution du plan privé d’un point,
cercle des points fixes

[Rom17, §4.8, p120]

1. C.

Isomorphisme entre C U {+oc0} et la sphére de RIEMANN S
Définitions, groupe des bijections de S
Birapport, propriété de conservation par une homographie

Autour des homographies [Aud06, ChVI.5, p194]

Ill. Applications des nombres complexes a la géométrie de

Uespace : les quaternions  [cc13, chvi, p232]

Groupe des quaternions sous forme matricielle, conjugué, norme d’un quaternion, produit sca-
laire associé, la base (1,1, j, k) est orthonormée, H = I &+ R
On définit SU5(C) = {h e H|N(h) =1}

| THEOREME2. 0naSUL(C)/ {1} ~ SO5(R).
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ANNEXE

Transformations de base, sphere de RIEMANN

SPEECH

Utiliser les nombres complexes pour faire de la géométrie permet notamment d’utiliser une
structure de corps qui enrichit la structure d’espace vectoriel.

QUESTIONS

Q Montrerque Z(H) = R.1.

R Onprendh € Z(H),disonsh = w.14+x.i+y.j+2.k.Onahi = ih,cequidonney = z = 0,
puis en utilisant jA = hj, on obtient de méme w = 0.

Q Pourquoi R.1 et les quaternions imaginaires purs sont-ils orthogonaux?

R Le produit scalaire est lié a la trace (1, 4, j, k forme une base orthonormée).
Ou:ona(l|i)=1i+4il=0,...

Q Montrer que les deux définitions données du biraport coincident.

R Soienta,b,c,d € C.Ona:

a—cb—d ab—ad—bc+cd (c—a)d+ ab— bc)

b,c,d) = = =
[a,.c, ] b—ca—d ab—bd—ac+cd (c—b)d+ab—ac
. c—a ab—bc
Soitdonc M = ( c—b ab—ac ).On adet(M) =...=(c—a)(a(b—c)+b(c—0)).
Onregarde hyps @ z — gs%z ’homographie associée.
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UTILISATION DES GROUPES EN GEOMETRIE.

Soit £ espace affine dirigé par F (action transitive de (E, +) sur &).

I. Transformations d’un espace affine
[Rom17, Ch3, p75] [Aud06, §1.3/4, p16/26]

l. A.

Définition espace affine, exemple du plan, de 'espace

Application affine. Préservation de l'alignement, du parallélisme, des barycentres
Exemple d’une translation

Ensemble des points fixes. Exemple de ’homothétie affine

Espace et applications affines

I. B. Le groupe affine

Définition de GA(E). C’est un groupe

Bijection entre GL(E) et GAp(E) le sous-ensemble de GA(E) fixant P
Ecriture souslaforme f =t,0g=hot,

Action transitive du groupe affine sur les repéres affines de £

Groupe D(€) = L~ (Z(GL(E))) formé des dilatations : sous-groupe distingué
Relations de conjugaison pour les homothéties

I. C.

Théorémes de THALES et de DESARGUES

Utilisation du groupe affine

Il. Géométrie euclidienne, groupe d’isométries

[Aud06, ChlI/IlI/V, p51/73/143]

Il.A. Groupe des isométries affines [Rom17]

Isométrie affine, exemple : homothétie de rapport &1

Réflexion affine : o telle que & est une réflexion vectorielle et o a un point fixe — isométrie
Isom(€&) sous-groupe de GA(E). L morphisme surjectif de noyau T'(£)

Déplacements, anti-déplacements

Engendrementde O(E) (resp. Isom(&)) par les réflexions vectorielles (resp. affines). Toute iso-
métrie est produit d’au plus n (resp. n + 1) réflexions.

Définition de l’angle par une action de groupes. Groupe des similitudes : une application li-
néaire est une similitude directe si et seulement si elle préserve les angles orientés

Angles orientés en dimension 2 et similitudes [Audo06, §l11.1, p73]

1. C.

Décomposition d’une isométrie affine

Isométries planes, isométries de l’espace [Audo6, §111.2, p85]

Classification des isométries du plan et de 'espace

I1. D.

Groupe des quaternions sous forme matricielle, conjugué, norme d’un quaternion, produit sca-
laire associé, la base (1,1, ], k) est orthonormée, H = T &+ R
On définit SU5(C) = {h € H| N (h) = 1}

Quaternions et géométrie de Pespace [CG13, Chvil, p232]

| THEOREMEL. 0naSUL(C)/ {£L} ~ SO5(R).

Ill. Groupes des isométries fixant une partie

III.A. Généralités [Rom17, §3.4, p84]

Groupe des isométries préservant une partie de £. Isométries positives/négatives ...
Lisobarycentre est conservé par une isométrie (en particulier un potentiel centre de symétrie)
Bijection isométries positives/négatives

11l. B.

On se place dans le plan affine.
Définition d’un polygone.

Polygones et polyedres convexes [Rom17,§3.4, pss], [CG13, §XII.3, p365]

EXEMPLE 2. Le groupe des isométries du plan préservant un polygone régulier a n cOtés de
centre O contient :
i) nrotations de centre O et d’angle 2% pour k € [0,n — 1],
ii) msymétries d’axe 2 sommets opposés ou 2 milieux de cotés opposés sin est pair, 1 sommet
et le milieu du c6té opposé si n est impair.

C’est le groupe diédral Ds,,.

On se place maintenant dans un espace affine de dimension 3.
Définition d’un polyédre.
Isométries préservant le tétraédre régulier.

I THEOREME 3. Tsom(C) ~ &, x Z/2Z et Tsom™ (C) ~ &.

APPLICATION 4. Laformule de BURNSIDE (si G groupe fini agit lui-méme par conjugaison alors
0] = ﬁ >_gec |Fix(g)|) permet de montrer que l'on peut colorier les 6 faces du cube avec 3

couleurs de 57 maniéres différentes.
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IV. Applications des groupes a la classification de coniques
réelles [Audo6, §VII.2, p228]
Définition des coniques, exemples

Par l'action de GA (&) sur lensemble des coniques par g.f = f o g~ 1, les orbites permettent
de classifier les coniques

ANNEXE

Translations, homothéties, théorémes de THALES et de DESARGUES, rotations, réflexions, symé-
trie glissée, isométries de 'espace, groupe diédral, isoméries du tétraédre, types de coniques

QUESTIONS

Q Est-ce une coincidence de retrouver le groupe des isométries du tétraédre dans celui du
cube modulo 2 en quelque sorte?

R Pour le tétraédre, on ne peut que agir sur les sommets.

On peut inscrire deux tétraedres réguliers dans le cube : partant d’un sommet on prend les
sommets diamétralement opposés sur chaque face adjacente. Alors une isométrie du cube
envoie tous les points d’un des tétraedre soit sur lui méme, soit sur autre tétraédre. Dans
les deux cas (Z/27Z), on retrouve les permutations G4.

Montrer que Isom(C) = Isom(conv(C)).

Dans un sens, utiliser la conservation des barycentres.

Autre définition de lellipse de STEINER?

Ellipse de rayon maximal parmi les ellipses inscrites dans le triangle?

Soith = h(O,A) eth’ = h(O,\N'). Que vaut hh'?

SiAN =1,hh =tzoud = At{[(A; pour tout A. Prenant A = O, on obtient @ = (1 —
MO0,

Sinon, ho b/ = M AId donc hh' = h(O”,AN). Montrons que O, O, O” sont colinéaires.
Pour cela, on part de 0’0", et on obtient (1 — AX)0’0” = (1 — \)0O".

o O O oo
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METHODES COMBINATOIRES, PROBLEMES DE DENOMBREMENT.

I. Notion de dénombrement et de combinatoire  [Tauo7, chi, ps]

l. A.

Ensemble fini, exemples, cardinal, card(F') < card(E) si F' C E, deux ensembles de méme
cardinal sont en bijection

Union d’ensembles disjoints finis, ensemble privé d’une partie.

Exemple : pour n € N*, on appelle dérangement de n une permutation de [1,n] sans point
fixe. On note d,, le nombre de dérangementsden.Onan! = > (7)dx

Cardinal de A U B dans le cas général, de A x B, lemme des bergers

Cardinal de ’ensemble des fonctions (injectives, surjectives) de E dans F

Parties de

Définition, formules classiques (somme des coefficients binomiaux, formule de PAscAL, de VAN-
DERMONDE)

Bijections entre cardinaux

Coefficients binomiaux et combinatoire

Il. Dénombrement en algébre

Dénombrement sur un corps fini
[Rom17, §13.6-7, p429-435] [Per96, §111.2/IV.5, p72/105]

1. A.

Soitp € Petqg=p"olun € N*.On note F, le corps a g éléments.
Cardinauxde GL,,(F,), SL,(Fy), PGL,(F,), PSL, (F,)
OnnoteF2 = {22 |z € F,} etF:> = F2 N F;.

I PROPOSITION 1. Sip = 2, alors F2 = F,,. Sinon, on a |F2| = el

APPLICATION 2. Poura,b € F; et c € Fp, az® + by? = c admet des solutions dans 2.

On aimerait savoir rapidement si un entier a donné est un carré modulo p, donc savoirsiz2 = a
mod p admet ou non une solution entiere.

DEfiNITION 3. [SYMBOLE DE LEGENDRE]
Soit a € Z, on appelle symbole de LEGENDRE (de a modulo p) l’entier :

u 1 siz?=a mod pestrésolubleetpfa
() = 0 sipla
p —1 sinon

On suppose dans la suite p impair.

I PROPOSITION4. Ona (%) =a"T mod ppourtouta € Z.

EXEMPLES5. —1 estun carré modulo g sietseulementsig |1 mod 4.

THEOREME 6. [LOI DE RECIPROCITE QUADRATIQUE]
Soient p # q des nombres premiers impairs. Alors (g) (%) = (—1)%71%1.

2_
| PROPOSITION 7. Pour p premier impair, on a (%) = (-1 *. Ainsi 2 est un carré modulo
psietseulementsip =+1 mod 8.

EXeMPLES. () = (of7) () = —0™ 75 () = = (%) = - (%) (&) =
Ainsi 26 n’est pas un carré modulo 307.

Soit (G, .) un groupe et X un ensemble.

Actions de groupes [Rom17, §1.6-10/5.6, p19/148]

DEfiNITION9. [ACTION D’UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE]
On dit que G opére a gauche sur X sion a une application G x X — X, (g,z) — g.w
tellequeVg,h € G,Vx € X, g.(h.x) = (gh).x etVae € X, l.x = x.

On considére . une action de G sur X.

EXEMPLE 10.
« G opéresurlui-méme par translation a gauche (g.h = gh), par conjugaison (g.h = ghg™!),
« &(X) opére naturellement sur X : 0.2 = o(z).

DEfiNITION 11. [ORBITES, TRANSITIVITE, fiDELITE]
+ Pourz € X, on appelle orbite de x et on note O(x) 'ensemble G.z = {g.z |z € X}.
On note O l'ensemble des orbites de X . C’est une partition de X.
« On dit que 'action est transitive s’il n’y a qu’une seule orbite pour l’action de G sur X,
Cest-a-diresivVz € X,0(z) = X.

DEfiNITION 12. [STABILISATEUR, ACTION LIBRE]
On appelle stabilisateur de = € X le groupe Stab(z) = {g € G | g.x = z}.
On dit que G opére librement sur X si Stab(z) = {e} pourtoutz € X.
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ProposITION 13. Soitx € X. L'application g € G — g.« € O(x) a pour noyau Stab(x).
L’application quotient est alors une bijection de G/ Stab(z) dans O(z).

En particulier, si |G| < 400, onaVz € X,|0(z)| = [G : Stab(z)] = |St‘aﬂx)|.

APPLICATION 14. [CLASSES DE CONJUGAISONS DE &,,]
Deux permutations de &,, sont conjuguées si et seulement si elles ont méme type.
Le nombre de classes de conjugaison est le nombre de partitions de n.
Calcul du cardinal de la classe de conjugaison associée au type (41, ...
posés, ou l'on note py, = card({i | ¢; = k}):

(LT( 7))« (1

i=1

,¢m). Deux calculs pro-

n!
Hk kprr py!
Dans la suite de cette partie on suppose G et X finis.

COROLLAIRE 15. [EQUATION AUX CLASSES]
Si |G| < +o0, choisissons pour chaque orbite O un représentant xo. Alorsona :

G
1= 3 01= ¥ oy

Oe0o

APPLICATION 16. [CARDINAL DE D, (F)]
Soitn € N,q = p" ol p premier,r # 0.Soit D,,(F
de[F,.Alors en posant |GLy(F,)| = 1,0na:

>

ni+--+ng=n

) lensemble des matrices diagonalisables

GLn(Fq)|

D, (F,)| = T2 . IGL. (F)|
|Dn ()| L 1GLn, (Fy)|

COROLLAIRE 17. [FORMULE DE BURNSIDE]

@) Fix(g
01 = 17 3 Fix

geG

APPLICATION 18. On peut colorier les 6 faces (toutes identiques) d’un cube avec 3 couleurs de
57 manieres différentes.

1118
1. A.

Lien entre probabilité uniforme sur un ensemble fini et cardinal d’une partie

Application a la probabilité de retour en 0 au bout de 2n pas de la marche aléatoire simple —
application a la récurrence/transience

Formule du crible, nombre de dérangements

Dénombrement en analyse

Utilisation des probabilités [Ouvo08]

,1)’€

APPLICATION 19. Onad, =n!)

Série génératrice ordinaire, exponentielle

Equivalent du nombre de solutions S, de San;=n [Gou08, §4.4, p249]
Idée : relation de récurrence lors d’un dénombrement — introduction de la série génératrice
ordinaire ou exponentielle pour obtenir une équation fonctionnelle, différentielle, et détermi-
ner la fonction associée. On vérifie que le rayon de convergence est positif, puis on identifie les
coefficients

Séries génératrices [FGNO7, §1.2-6, p6] [Rom17, Ch2, p53-55/73]

COROLLAIRE 20. Le nombre de permutations de G,, ayant exactement r points fixes est

(s = 3 125 S

APPLICATION 21. En utilisant un déterminant circulant, on montre qu’il y a plus (resp. moins)
de dérangements impairs que de dérangements pairs dans &, lorsque n est pair (respn > 1
impair).

Nombres de CATALAN, nombres de BELL
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COMMENTAIRES

Il faut aller piocher dans plusieurs références pour cette lecon. Voir aussi [FGNO7, BMPO05].

QUESTIONS

Q Questions autour de la loi de réciprocité quadratique : ou intervient I’hypothése p et ¢ im-
pairs? Caractérisation des carrés, a la fin comment passer de l'inégalité modulo p a celle
dans Z, réduction des formes quadratiques en caractéristique différente de 2. Que se passe-
t-il sip = 2? A quoi sert la loi de réciprocité quadratique? A quoi ¢ca sert de savoir si un
élément est un carré dans F,?

Q Quelle est la probabilité que deux entiers soient premiers entre eux?

R 6/72.

Q Soit Hg4,,, 'ensemble des polyndmes homogénes de degré d a n variables. Quelle est sa di-
mension?

R Unebasede Hg,, est (Xi, ... Xi, )i, .. ize [1,n]> OU €NCOre (X7 ... Xg‘")zi o

On cherche donc le nombre de («;); telsque >, a; = d.
Prenons d points alignés, que 'on veut séparer en n morceaux. Pour cela on rajoute n — 1
points a ces points aux endroits de séparation. Finalement la dimension est :

d+n—1
n—1
Q Montrer que p(n) = >, @. Ou plutdt montrer quesi g(n) = >_,, f(d) alors f(n) =

g 9(d)pa(n/d).

Dénombrer les polyndmes de degré 3 a 3 variables.

o O

Dénombrer les permutations de &,, sans point fixe (voir aussi la formule de PAscAL dans
le [Rom17]).

Q Sur &, on dit qu’une permutation o est un zig-zag si pouri € [1,n — 1], 0(i) ¢ [o(i —
1),0(i + 1)]. Montrer qu’il y a autant de zig-zag descendants qu’ascendants (faire une ré-

flexion ...). Donner une relation de récurrence sur le cardinal des zig-zags (on regarde les
ascendants ...).

©

Interpréter de maniére combinatoire la formule du triangle de PASCAL.

@)

Dénombrer le nombre de mots bien parenthésés de longueur 2n?

R On trouve les nombres de CATALAN. On peut par exemple utiliser les chemins sous-
diagonaux pour trouver la relation de récurrence ¢, 1 = ZZ:O CdCr—d-

Q Combieny a-t-il de droites / de plans dans F} ?
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ESPACES DE FONCTIONS. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Espaces de fonctions continues

I.A. Fonctions continues et norme uniforme

Fonctions continues, norme uniforme, une limite simple de fonctions continues est continue,
interversion de limites, exemples et contre-exemples
Lespace des fonctions bornées est un BANACH

I.B. Fonctions continues sur un compact

[Gou08, §1.3/4.3, p31/228] [HLO9, Ch1, p37]

L'image d’'un compact par une application continue est un compact. Les fonctions continues
sont donc bornées, C(K) est un espace de de BANACH.

Minimisation sur un compact, application : si f est coercive continue et minorée alors elle ad-
met un minimum qui est atteint.

Théoréme de HEINE. Application aux fonctions 2w-périodiques, théoréme de Dini. Contre-
exemple si 'on n’est plus sur un compact

Autre application : une limite simple continue de fonctions continues sur un compact est une
limite uniforme

X compact. Définition de I'(uniforme) équicontinuité d’une partie de C(X), exemple des fonc-
tions lipschitziennes

Théoréme d’ARzZELA-AscoLl, application aux opérateurs a noyaux — opérateurs compacts

I.C. Densités de familles de fonctions

Soit (X, d) un compact non vide.

[HLO9, Ch1, p26-30]

THEOREME 1. [THEOREME DE STONE-WEIERSTRASS]
Soit H une sous-algebre de C(X, R) séparante et unitaire. Alors H est dense dansC(X, R).

Application : théoréme de WEIERSTRASS (dans le cas oU l’'on est sur R, la limite est nécessaire-
ment un polynéme), base de FOURIER des fonctions 2w-périodiques

Application : une fonction continue f telle que f; f(x)z™dx = 0 pour tout n est nulle

Il. Espaces de LEBESGUE [BP15, Ch9, p157-194] [Bre99, ChiV, p54]

Soit (E, A, 1) un espace mesuré. Soit K = R ou C. Soit {2 un ouvert de R¢, muni de sa tribu
borélienne et de la restriction a Q de la mesure de LEBESGUE, dont on suppose la construction
connue. Soit p € [1, +o0] et g son exposant conjugué (z% + é =1).

II.A. Construction

DEfiNITION 2.  [APPLICATION ||.|| , ESPACE L”]

Pour f : E — K mesurable, on définit || ||, = ([ [ /1" d,u)% lorsque p est fini, et || f| . =
inf {M > 0] |f| < M p-p.p.}. On définit ’espace vectoriel :

L(E, A, p) ={f: E — Kmesurable| | f[|, < +oo}

THEOREME 3. [INEGALITE DE HOLDER]
Pour toutes fonctions f, g : E — K mesurables, ona | fgll, <[l llgll,-

COROLLAIRE 4. [INEGALITE DE MINKOWSKI]
Pour toutes fonctions f,g : E — K mesurables,ona | f + gll,, < | fl, + llgll,-

DEfiNITION 5. On note LP(E, A, ) = LP(E, A, u)/{].l, = 0} (ou LP(E), ou LP) l’en-
semble des fonctions de L7 (E, A, i) quotienté par la relation d’égalité p-p.p.. Lapplication
[[-1l, passe au quotient et définit ainsi une application sur LP (£, A, u) notée également ||| ,.

COROLLAIRE 6. ||.||,, estune norme et l'espace (LP(E), ||.,,) est un espace vectoriel normé.

APPLICATION 7. [INCLUSION ENTRE ESPACES L?] Soient p,p’ € [1, 4+o<].
« lorsque u(E) < +oo,onap <p = LP C LP,
» contre-exemple dans le cas ol u(E) = +oo: f : & — (1 +2) 'gs (z) € L?\ L.
conap <p= 0 C (P

Dans le cas général il n’y a pas d’inclusion (contre-exemple).

1. B. Propriétés des espaces L”

THEOREME 8. [THEOREME DE RIESZ-FICHER]
Lespace (LP(E, A, p),||.||,) est un espace de BANACH.

I COROLLAIRE 9. Toute suite convergente dans LP admet une sous-suite qui converge -

p.p..

EXEMPLE 10. Contre-exemple de non-convergence de la suite p-p.p. : les bosses roulantes.
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THEOREME 11. Lorsquep < oo
(i) Pensemble des fonctions en escalier d support compact est dense dans LP,
(i) ’ensemble des fonctions continues a support compact est dense dans L?,
(iii) LP est séparable.

APPLICATION 12. Uniforme continuité de 'opérateur par translation : pourtout f € L?,a —
Tof est uniformément continue sur R.

Il.C. Approximation de unité et régularisation par convolution
[BP15, Ch14, p291-314] [QZ13, ChIX.III, p318]

On se place sur E = R? ol d est un entier quelconque.

DEfiniTion 13, On appelle convolution de f et g la fonction f x g : @ — [5. f(y)g(z —
y)dy, lorsque celle-ci est bien définie.

DEfiNITION 14. [APPROXIMATION DE L'UNITE ET SUITE REGULARISANTE]
Une suite (v, ),>1 de fonctions positives de L! est une approximation de l'unité si:
« pourtoutn € N,ona [, apdAg = 1,
« pourtoute > 0,onalim, f{m>€} andig = 0.
Side plus les (a,),,>1 sont de classe C2°, alors on dit que c’est une suite régularisante.

EXEMPLE 15. [EXISTENCE D’UNE SUITE REGULARISANTE]

On considére ¢ : z — exp(m)ﬂ]o,l](||x\\) puis a1 z — 22

fw ddrg

Alors la suite o, : © — néa(nx) est une suite régularisante.

THEOREME 16.
(i) Sif e L'etg e LP, alors f x g existe p-p.p. et || f * gll,, < | fIl; llgll,-
(i) Sip < oo, soient f € LP et (an)nen Une approximation de lunité. Alors f x
a,
n—-+oo
APPLICATION 17. [CONSTRUCTION DE FONCTIONS PLATEAUX]
Soit K un compact de R? et 2 un ouvert contenant K. Alors il existe § € C>(R9) telle que
6 =1surK,0=0surR?\ Qet0 < <1.

I THEOREME 18. C°(R?) est dense dans LP pour1 < p < +oo.

Soit U unouvertde C

Fonctions holomorphes [Tau06]

Fonction holomorphe, stabilité, exemple, une série entiere est holomorphe C*

Formule de CAUCHY, contre-exemple avec le lemme de l'indice

Fonction holomorphe si et seulement si analytique, principe du maximum, théoréme des zéros
isolés

Limite d’une suite uniforme de fonctions holomorphes

QUESTIONS

Q Soit K un compact. Montrer que (C(XK,R), .||, ) est séparable.

R Il s’agit du théoreme de STONE-WEIERSTRASS! Si K est un compact de R, les polynémes
sont en effet denses dans (C(K,R), |||, )-

Sinon, K est séparable, considérons (U,,),, une base dénombrable d’ouverts et soit f,, :
x — d(x,US).0n pose alors X = {P((fn)n) | P € Q[(X)n]} quiest un ensemble dé-
nombrable et dense par le théoreme de STONE-WEIERSTRASS.
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EXEMPLES DE PARTIES DENSES ET APPLICATIONS.

Soit (E, d) un espace métrique, A une partie de F¥
Adhérence de A, définition de A dense

I. Endimension finie

l. A.

A est dense si et seulement si ANJa, b[# @ pour touta < b

Exemples de Q et R \ Q, application : le seul morphisme d’anneaux de R dans R est l'identité
Un sous-groupe de R est soit dense soit de la forme aZ

aZ + bZest dense si et seulement sia et b sont commensurables, (ei"?),, est dense dans U
si et seulement si 0 ¢ 27Q

Densité dans C, dans R"

Densité sur R [Gou08, §1.1, p10] [FGNO7, §1.13, p29]

I.B. Densité dans les espaces de matrices

[BMPO5, §4.3.3/4.6, p179/217] [MM16, §VI1.3, p76]

Densité de GL,,(K), application : x ap = x4, différentielle du déterminant

Densité des matrices diagonalisables dans les trigonalisables, donc dans M., (C) en particulier
Application au théoréme de CAYLEY-HAMILTON, non continuité du polynéme minimal, de la dé-
composition de DUNFORD

Il. Densités dans les fonctions continues sur un compact

II.A. Généralités [HLO9, Ch1, p26-30]

Soit (X, d) un compact non vide. Espace des fonctions continues sur un compact, muni de la
norme uniforme

THEOREME 1. [THEOREME DE STONE-WEIERSTRASS]
Soit H une sous-algébre de C(X, R) séparante et unitaire. Alors H est dense dansC(X, R).

Application : théoréme de WEIERSTRASS (dans le cas ou l'on est sur IR, la limite est nécessaire-
ment un polynéme), polyndme de BERNSTEIN, densité des fonctions lipschitziennes

Application : une fonction continue f telle que f; f(z)x™dz = 0 pour tout n est nulle

1. B. Fonctions périodiques

[Gou08, Ch4.5, p256-270] [QZ13, ChIV, p68-135] [BMPO5, §3.3.3/3.3.4, p127]

Densité des polyndmes trigonométriques dans les fonctions 27-périodiques continues — base
de FouRIER des fonctions 27-périodiques
Onnote T = R/27Z, e, = €™ pourn € Z.On définit lorsque cela a un sens (f | g) =

£ [T rgydtet||fll, = V)

DEfiNITION 2. [COEFfiCIENT DE FOURIER]
Pour f € L'(T), on définitc,, (f) = 5= [7_f(t)
FOURIERde f,oun € Z.

e~ dt = (f | e,) le n-iéme coefficient de

DEfiNITION 3. [SOMME PARTIELLES DE FOURIER, DE FEJER]
On appelle somme partielle de Fourier dordre N € N la quantité Sy(f) =
25:71\/ Cn(f)en-

On appelle somme partielle de FEJER d’ordre N € Nla quantité oy (f) = + Zn o L SN ().

DEfiNITION 4. [NOYAUX DE DIRICHLET, DE FEJER]
On appelle noyau de DIRICHLET a l'ordre N € N la fonction Dy = Zngzv en.

N—-1
% Zn:O D” =

On appelle noyau de FEJER a lordre N € N la fonction Ky =
Yol n(1 = [n] /N)en.

[THEOREME DE FEJER]

1/ lloo

THEOREME 5.

Soit f € C(T). Alors |lon (f) o, < f+*Ky %

pourtout N > leton(f) = NI
—+00

I REMARQUE 6. On peut retrouver le théoréme de WEIERSTRASS a partir de ce résultat.

APPLICATION 7. F : C(T) — co(Z), f — (cn(f))nez estinjective.

THEOREME 8. (e, )nez st une base hilbertienne de L*(T). En particulier, pour f € L*(T):

F=heaeanPen et fllie = ez lenlH)I

APPLICATION 9. [CALCULS DE SERIES]
On peut reprendre I’ Exemple 41 pour calculer les normes des applications dans L? : poura €

[0,27] : 3, ene 220 — 7 (premiére fonction) et ZneN* 1L — 7= (deuxiéme fonction).
1 1 _ =

On peut aussi calculer cla55|quement Yonent 77 = 6 e hen @z = §

I THEOREME 10.  Si f € C(T) N C,,,(T), alors (S (f)) ven converge normalement vers f.

EXEMPLE 11. Contre-exemple sans ’hypothése Cp}m :il existe une fonction f € C(T) telle que
(Sn(f)(0)) nen ne converge pas (c’est un corollaire du théoreme de BANACH-STEINHAUS).
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Ill. Espaces L? [BP15, Ch9, p157-194] [Bre99, ChIV, p54] [QZ13, ChIX.III, p318]

Soit (E, A, i) un espace mesuré. Soit K = R ou C. On se place sur R muni de la mesure
de LEBESGUE, dont on suppose la construction connue. Soit p € [1,400] et ¢ son exposant
conjugué (5 + ¢ = 1).

On suppose connue la construction des espaces LP, des normes ||. ||p, lacomplétude de LP pour
p < 4o0.

THEOREME 12. Lorsquep < oo
(i) ’ensemble des fonctions en escalier a support compact est dense dans L,
(ii) Pensemble des fonctions continues a support compact est dense dans LP,
(iii) LP est séparable.

APPLICATION 13. Uniforme continuité de l'opérateur par translation : pourtout f € L?,a —
Tof est uniformément continue sur R.

DEfinITION 14. On appelle convolution de f et g la fonction f x g : x — fRd fglx —
y)dy, lorsque celle-ci est bien définie.

DEfiNITION 15. [APPROXIMATION DE L'UNITE ET SUITE REGULARISANTE]
Une suite (., ),>1 de fonctions positives de L' est une approximation de l'unité si:
- pourtoutn € N,ona [, apdrg =1,
« pourtoute > 0,onalim, f{l_>8} andhg = 0.
Side plus les (o, )n>1 sont de classe €, alors on dit que c’est une suite régularisante.

EXEMPLE 16. [EXISTENCE D’UNE SUITE REGULARISANTE]

On considere ¢ : z — exp( ) 0,11 ([|2]]) puis o : 2 — ¢(@)

Tosons’

1
lle]*—1

Alors la suite o, : © — n%a(nx) est une suite régularisante.

THEOREME 17.
(i) Sif € L'etg e LP, alors f * g existe p-p.p. et || f % gll,, < | fIl; llgll,-
(i) Sip < oo, soient f € LP et (an)nen Une approximation de lunité. Alors f x
RN

n—-+oo

(o727

APPLICATION 18. [CONSTRUCTION DE FONCTIONS PLATEAUX]
Soit K un compact de R? et 2 un ouvert contenant K. Alors il existe § € C>(R9) telle que
6 =1surK,0 =0surR%\ Qet0 <6 <1.

I THEOREME 19. C°(R?) est dense dans LP pour1 < p < +oo.

IV. Densité dans les espaces de HILBERT
[BMPO5, §3.1.5, p110] [Dem96, §I1.5, p51]

Soit H un espace de HILBERT.

Critéres de densité dans un espace de HILBERT. Théoreme d’existence d’une base hilbertienne
Formules de PARSEVAL, exemple

Cas de L?: c’est un espace de HILBERT avec le produit scalair associé ...

Soit I un intervalle de R.

DEfinITION 20. Soit p : I — R une fonction mesurable, strictement positive et telle que
pourtoutn € N, [} [z|" p(x)da < +o0. On ditalors que p est une fonction de poids.

I DEfiniTiON 21. Ondéfinit L2(1,p) = {f : I — Cmesurable]| [, |f(2))? p(x)de < —|—oo}.

PrROPOSITION 22. L%(1, p) est un espace de HILBERT pour le produit du scalaire (f | g), =

f] f(@)g(x)p(z)da.

PRrRoOPOSITION 23. [l existe une unique famille (P,,),c n de polynémes unitaires deux a deux
orthogonaux pour (. | .), et tels que deg(P,,) = n pour tout n.

EXEMPLE 24. Voir les dessins en annexe:
« PourI =Retp:z+—— e % ,les (P,)ne n sont les polyndmes de HERMITE,
« Pourl =[-1,1]etp: 2z +— 1,les (P,)ne n sont les polyndmes de LEGENDRE.

THEOREME 25. [BASE HILBERTIENNE DE POLYNOMES ORTHOGONAUX]
Soit p une fonction de poids. S'ilexiste o > Otel que [, eIl p(x)da < +oc, alorsa famille
(P,)nen est une base hilbertienne de L? (1, p).

EXEMPLE 26. Sans ’hypothése on a le contre-exemple suivant : soit la fonction de poids
w: x — x~ @) sur I = R, Alors (P,,),en ne forme pas une base de L?(I, w).

APPLICATION 27. Si ] est borné, on a donc nécessairement une base hilbertienne.
La famille (P, exp(—.2/2))n, pour (P,)ne n les polyndmes de HERMITE, est une base hilber-
tienne de L2(R).
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QUESTIONS

Q Soit f € C°(R,R) telle que f,g = 0. Montrer que f = 0.

Q Soit H un hyperplan d’un espace vectoriel normé. Que dire de ses propriétés topologiques?
R Soit H est dense, soit H est fermé. En effet, H ¢ H C E, doncsoit H = H, soit H = E.
Q Donner des exemples d’hyperplans denses/fermés.

R Soityy : f— [ fetps: f > £(0)sur(C([0,1],R),||.||,)- 1 est continue tandis que
2 ne est pas. Leur noyau respectif est donc fermé et dense.
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UTILISATION DE LA NOTION DE COMPACITE.

Soit (X, d) un espace métrique (donc séparé).

I. Caractérisations de la compacité, premiéres utilisations
[Gou08, §1.3, p27]

I. A.

Définition par la propriété de BOREL-LEBESGUE, exemples d’un espace fini, contre exemple de R,
caractérisation par les fermés, fermés dans un compact, intersection (union finie) de compacts,
théoreme de TycHONOV, théoréeme des fermés emboités,

Premier théoreme de DINI. Contre-exemple si la fonction limite n’est pas continue : z — z™.
Remarque : un espace compact est par définition séparé! a ne pas oublier dans la définition

Propriété de BOREL-LEBESGUE

I.B. Théoréme de BoLZANO-WEIERSTRASS et conséquences

[Gou08, §1.4, p46] [FGNO7, §2.19, p86]
X est compact si et seulement si il satisfait la propriété de BoLZANO-WEIERSTRASS.
X est précompact et complet si et seulement si X compact. Exemples des compacts d’un es-
pace de dimension finie. X compact implique (C(X,R),|.||,) complet.
Procédé d’extraction diagonale

ProposITION 1.  Soit (E, d) un espace métrique compact et (u,,)nen € EN telle que

d(urm un—i—l) ——n—+oo 0.
Alors ’'ensemble T des valeurs d’adhérence de (u,,)n,en € E™ est connexe.

APPLICATION 2. [LEMME DE LA GRENOUILLE]

Soit f : [0, 1] — [0, 1] une fonction continue et (z,,)nen € [0, 1] définie par zo € [0,1] et
ZTnt1 = f(zn) pourn € N.

Alors () nen converge si et seulement silim,, 4 oo Tptr1 — 2, = 0.

1.
1. A.

L'image d’un compact par une application continue est un compact. Pas forcément 'image ré-
ciproque. Une application continue définie sur un compact et a valeurs dans R est bornée et
atteint ses bornes.

Si f est coercive continue et minorée alors elle admet un minimum qui est atteint.

La distance a un compact est atteinte.

Théoréme de ROLLE, inégalité des accroissements finis

Fonctions continues sur un compact

Extrema [Gou08, §2.1, p71]

Equivalence des normes en dimension finie, application a la continuité des applications li-
néaires
Il. B.

Théoréme de HEINE. Exemples : fonctions continues périodiques, ou continues avec une limite
finie en 00, deuxiéme théoreme de DINI

Théoréme de HEINE [Gouo08, §1.3, p31]

Il.C. Théoréme de point fixe

Point fixe dans un compact, exemple de cos.

Application : si X est compact, f : X — X est telle que d(f(a), f(b)) > d(a,b) pour tout
a,b € X, alors f est une isométrie bijective sur X. [FGN14, §2.3, p68]

Application : si K est compact convexe et f est 1-lipschitzienne, alors f admet au moins un
point fixe.

Théorémes du point fixe de BROUWER, de SCHAUDER

[Gou08, §1, p21/32]

II.D. Théoréme de STONE-WEIERSTRASS

Soit (X, d) un compact non vide.

[HLO9, Ch1, p26]

THEOREME 3. [THEOREME DE STONE-WEIERSTRASS]
Soit H une sous-algéebre de C(X, R) séparante et unitaire. Alors H est dense dansC(X, R).

Application : théoreme de WEIERSTRASS (dans le cas ol l'on est sur R, la limite est nécessaire-
ment un polynéme), base de FOURIER des fonctions 27-périodiques

1.
. A.

Théoréme de RIESZ
En dimension infinie : la boule unité de (C([0, 1]), ||.||,) nest pas compacte : f,, : © — 2"
converge vers une fonction non continue!

Compacité en dimension finie

Espaces vectoriels normés [HLO9, Ch2, p43] [FG97, §2.32, p77-78]

PROPOSITION 4.  Soit K un espace métrique compact. Les morphismes d’anneaux de
C(K,R) dans R sont les morphismes d’évaluation (evy : f — f(t))iek-

IIl.B. Lethéoréme d’ARZELA-ASCOLI

Soit X un compact. Définition de |’(uniforme) équicontinuité d’une partie de C(X), exemple
des fonctions lipschitziennes
Théoréme d’AscoLl, application aux opérateurs a noyaux — opérateurs compacts

[HLO9, Ch1, p37]
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QUESTIONS

Q Peut-on trouver une fonction continue de R dans R non limite uniforme de polynémes?

R Oui, toute fonction continue qui n’est pas un polynome!

Q Soit f : [a,b] — Rcontinuetelle que ff f(&)t™dt = 0 pourtoutn € N.Montrerque f = 0.

R On approxime f uniformément par une suite (P,), de polyndmes. On a pour tout n,
[? F(t)Pa(t)dt = 0,etdonc [° f(t)%dt = limy, o0 [7 f()Pa(t)dt = 0.

Q Soient X, Y métriques compacts. Montrer que toute f € C(X x Y, R) est limite uniforme
de combinaisons linéaires de fonctions produits.

Q Montrer sans le théoréme de RIESZ que la boule unité des polynémes n’est pas compacte.

R Considérons la norme infinie sur [0, 1] et la famille (X™),en. Si la boule unité était com-

pacte, il existerait une sous-suite ¢ et un polyndme P tel que X #(™) —+> P, etalorson
n—-+0oo

aurait P(1) = 1 et P([0,1]) = 0 ce qui est impossible par continuité d’un polynéme.
Q Soit (X,,)nen une suite décroissante de compacts non vides. Montrer que N,,en X, # &.

R Prenons z,, € X, pour tout n. Alors (z,,)nen € X§ donc z,, converge vers un z quitte a
extraire. Comme (zy,)n>k € X,?, onaquex € Xy pourtoutk,etdoncz € NpenXy.

Q Soit E un espace vectoriel normé. Montrer que B(0,1) est compacte
si et seulement si S(0, 1) est.

R SiB(0,1) est compacte, S(0, 1) l'est. Réciproquement, si S(0, 1) est compacte, soit (),

une suitedeB(0, 1). Si elle ne converge pas vers 0, supposons qu’aucun des termes n’est nul

quitte a extraire. Alors T € S(0, 1) converge quitte a extraire, et ||z, || € [0, 1] converge

quitte a extraire, donc finalement (z,,),, converge.

On(R) = {M|M"M =1d,} est-il compact?

Ilest fermé car O, (R) = f~({Id, }) ol f(M) = M " M est continue. Il est bien siir borné.

Soit A un compactde M, (R). S = {P"'MP|M € A, P € GL,(R)} est-il compact?

Non, si on prend pour A un singleton, sa classe de similitude est bornée

si et seulement si c’est une homothétie!

o 0 o O
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CONNEXITE. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

Soient E et F' des espaces topologiques.

I. Espaces et parties connexes [Gou08, §1.4, p38]

I.A. Notion de connexité

Espace connexe, caractérisation par les parties ouvertes et fermées de E, exemples de R, d’un
intervalle, contre-exemple d’un segment privé d’un point

Parties connexes, contre-exemple de Q, R\ Q

Image d’un connexe par une application continue

Image d’une partie connexe par une application continue a valeurs dans {0, 1}

Application aux intervalles de R, R n’est pas homéomorphe a R?

Suites dans un compact et connexité :

Propriétés topologiques [Gou08, §1.4, p46] [FGNO7, §2.19, p86]

PropPOSITION 1.  Soit (E, d) un espace métrique compact et (u,)nen € E telle que

d(un7 un+1) ——n—+oo 0.
Alors ’'ensemble T des valeurs d’adhérence de (uy)nen € EN est connexe.

APPLICATION 2. [LEMME DE LA GRENOUILLE]

Soit f : [0, 1] — [0, 1] une fonction continue et (z,,)nen € [0, 1] définie par zq € [0,1] et
Tpt1 = f(zp) pourn € N,

Alors (z,,)nen converge si et seulement silim,, 4 oo Tpy1 — ,, = 0.

Si A C B C Aavec A connexe, alors B est connexe
L’adhérence d’une partie connexe est connexe

Une union de connexes d’intersection non vide est connexe
Pour lintersection, c’est faux — contre-exemple sur R?
Produit de connexes

I. C.

Composante connexe, exemples, décomposition de E en composantes connexes — dés que
l’on a une décomposition en fermés/ouverts connexes disjoints

Composantes connexes

l. D.

Connexité par arcs, qui implique la connexité
La réciproque est fausse en général, contre-exemples classiques
Segment, connexité par lignes brisées

Connexité par arcs

Un convexe est connexe par arcs
Si 2 est ouvert, on a équivalence entre Q connexe et ) connexe par lignes brisées

Il. Applications en analyse

II.A. Fonctions a valeurs réelles

Soit I un intervalle réel.
Théoreme des valeurs intermédiaires, théoréme de DARBOUX

[Gou08, §1.4, p38] [FGNO7, §4.28, p253]

THEOREME 3. [THEOREME DE SARD]
Soit f : R — R une fonction de classe C* et C I'ensemble des zéros de f'.
Alors f(C) est de mesure nulle.

SiU C E connexe est tel que df (a) = 0 pour tout a € U, alors f est constante sur U
Connexité d’'une boule en toute dimension finie
Théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ : unicité de la solution maximale

Lemme : un ouvert de C est connexe si et seulement si il est connexe par arcs

Arcs, chemins, intégrales le long d’'un chemin, exemplesde z — 2z, 2 — %, 2z — 27!

f continue admet une primitive sur Q si et seulement si pour tout chemin fermé, fv f(z)dz=0
Formule de CAUCHY 1 sur un connexe: f7 f(z)dz=0

Lemme de l'indice, fonction constante sur chaque composantes connexe, exemple (en annexe)
Formule de CAUCHY 2, exemples

Analyse complexe [Tau06, Ch6/7, p67/84] [Rud98, Ch10, p241]

COROLLAIRE 4. Une fonction holomorphe est analytique. Plus précisément siD(z, R) C U
et f est holomorphe sur U alors f est développable en série entiére sur D(zy, R) et on a pour
tout chemin ~ d’indice 1 en zy :

(n)
vneNyfi(Zo)_L/
.

n!  2m

O

(s — zp)" T s

En particulier f estC*>

Chemins homotopes, espaces simplement connexes, 'intégrale sur deux chemins homotopes
d’une fonction holomorphe entre les deux chemins est la méme.

f holomorphe est constante ssi f est nulle sur un voisinage d’un point ssi f™(z) = 0 pour tout
npourunz €

Principe du maximum, application au théoréeme de D’ALEMBERT-GAUSS, principe des zéros iso-
lés, prolongement holomorphe, application a la fonction T, aux polyndmes orthogonaux
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Théoréme des résidus, exemples d’intégrales

lll. Connexité des espaces de matrices

[Rom17, §21.8/23.2, p682/748] [CG13]

Connexité par arcs donc connexité de GL,,(C), mais pas de GL,,(R) qui a deux composantes
connexes, tout comme O,,(R)

Connexité de la sphére

Application : isomorphisme des quaternions

Connexité de S,,(R), de S;F(R), de S,/ T (R)

Pour A € M,,(C), exp(CA) est connexe par arcs

ANNEXE

Dessins de composantes connexes, d’ensemble connexes ou non ...
Ensembles connexes non connexes par arcs.

QUESTIONS

Q Soit £ un espace vectoriel normé de dimension supérieure ou égale a 2. S =
{z € E| ||z|| = 1} est-il connexe?

; ; ty+(1—t)x
R Soient z,y € Sg. Regardons le chemint — Tyt =0zl lorsque le segment [z, y] ne

contient par 0. C’est bien un chemin reliant les deux points dans Sg. Siz = —y alors puisque
dim(E) > 2 on peut prendre z € Sg tel que z et x sont libres, et alors on relie par ce qui
précede x 3 z puiszay.

Q Soit E un espace vectoriel normé. A C E vérifie la propriété du point fixe si toute fonc-
tion continue de A dans A admet un point fixe. Etudier le lien entre cette propriété et la
connexité.

R La connexité n’implique pas la propriété. Cependant si la propriété est vraie, 'ensemble est
connexe. Raisonnons par contraposée.
Si A n’est pas connexe, écrivons A = O1UQO; avec O1NOy = @.Posons f(O;) = as € Oy et
f(O2) = ay € Oy : f est continue et n’a pas de point fixe. Donc A ne vérifie pas la propriété.
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ESPACES COMPLETS. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

(X, d) désigne un espace métrique non vide.

I. Généralités sur la complétude [Gou08, §1.2, p19-27]

I.A. Suitesde CAUCHY

DEfiNITION 1. [SUITE DE CAUCHY]
(%) nen € XN est dite de CAUCHY si Ve > 0,3ng € N|Vp, q > ng, d(zp, 74) < e.

PROPOSITION 2.
« Toute suite convergente est de CAUCHY.
« Une suite de CAUCHY est bornée et sup,, , d(uy, uq) < +o00.
« Une suite de CAUCHY admettant une valeur d’adhérence £ converge vers /.

DEfiNITION 3. [ESPACE COMPLET, ESPACE DE BANACH]
X estdit complet si toute suite de CAuCHY de X est convergente.

EXEMPLE4. (R,|.|) est complet. Q n’est pas complet : considérer par exemple u,, = > &
Un+ 2
2

ouuy > 0etu,,; = —5"=.[Hau07,§16.7, p312]

I.B. Premiéres propriétés

THEOREME 5. [COMPLETE D’UN ESPACE NJETRIQUE] .

Il existe un espace métrique complet (X, d) et une isométriei : (X,d) — (X, d) d’image
dense. De plus, si (X', d') et i’ convient également, alors il existe une isométrie bijective ¢ :
X — X'telleque poi=1'.

EXEMPLE 6.
. @ = R pour la distance usuelle (on construit en fait R comme étant le complété de Q),
« P = (C([0,1]) pour la norme uniforme, ol P est ’ensemble des fonctions polynomiales
sur [0, 1] [THEOREME DE WEIERSTRASS].

ProPOSITIONT7. Si(X,d)estcompletet A C X, alors (A, d)estcompletsi et seulement si A
est fermé dans X.

PROPOSITION 8.  Si ((X;,d;))1<i<n SOt des espaces métriques, alors [, X, est complet
pour la distance produit si et seulement si tous les ((X;, d;))1<i<n Sont complets.
En particulier, un espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

THEOREME 9. [THEOREME DES FERMES EMBOITES]
Si X est complet, alors pour toute suite (F,,),en décroissante de fermés non vides de X dont
le diamétre tend vers 0, N, en F, est un singleton.

EXEMPLE 10. (R, d) ol d(zx,y) = |arctan(z) — arctan(y)| n'est pas complet.

I PROPOSITION 11. Un métrique est compact si et seulement si il est précompact est complet.

Il. Exemples d’espaces vectoriels normés complets

Il.A. Espaces de BANACH, exemple des applications linéaires continues

[Gou08, §1.5, p47]

I DEfiNITION 12. [ESPACE DE BANACH]
Un espace vectoriel normé complet est un espace de BANACH.

ProposITION 13. (E, ||.||) est un espace BANACH si et seulement si toute série a termes dans
E absolument convergente est convergente.

Soit (E, ||.||) un espace de BANACH.

EXEMPLE 14. (B(X,E),|.|[,) et (Co(X, E),||.|[,,) sont des espaces de BANACH, et donc
(C(K,E),|.|l,) pour K compact aussi.

| PrROPOSITION 15.  Si F' est un espace de BANACH, L(E, F') est complet pour ||f]| =

Sup 4, <1 |1/ (@)l - Ainsi, le dual topologique d’un e.v.n. est toujours complet.

APPLICATION 16. Siu € L(FE) esttel que |Ju|| < 1, alors (Id —u) € GL(E) et son inverse est
> n>0u"- On en déduit que GL(E) est un ouvert de L(E).

Il. B.
Soit (E, A, ) un espace mesuré. Soit K = R ou C.

Espaces P [BP15, Ch9, p157-194] [Bre99, ChiV, p54]

DEfiNITION 17. [APPLICATION |.| »» ESPACE LP]
Pour f : E — Kmesurable,on définit || ||, = ([, |f|” du)'/? lorsque pest fini,et|| f|| . =
inf {M > 0] |f| < M p-p.p.}. On définit ’espace vectoriel :

L(E, A, p) ={f: E — Kmesurable| | f[|, < +oo}
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THEOREME 18. [INEGALITE DE HOLDER]
Pour toutes fonctions f, g : E — K mesurables,ona | fgl, < || fll, lgll,-

COROLLAIRE 19. [INEGALITE DE MINKOWSKI]
Pour toutes fonctions f, g : E — K mesurables, ona || f + g|l,, < | £, + llgl,,

DEfiNITION 20. [ESPACE L”]

Onnote LP(E, A, i) = LP(E, A, ) /{||||,, = 0} (ou LP(E), ou L?) l'ensemble des fonctions
de LP(E, A, u) quotienté par la relation d’égalité u-p.p.. Uapplication||. ||, passe au quotient
et définit ainsi une application sur L?(E, A, ;1) notée également ||. |, par abus.

I COROLLAIRE21. |||, estune normeetl'espace (LP(E), ||.|,,) est un espace vectoriel normé.

EXEMPLE 22. [ESPACE /7]

Casou F = N et i est la mesure de comptage.

Si p est fini, on note ¢ espace LP = LP = {(a,)nen € K|
£ = £ = [ est 'espace des suites bornées.

::6 lan | < +oo}.

THEOREME 23. [THEOREME DE RIESZ-FICHER]
Lespace (LP(E, A, ), ||.1[,) est un espace de BANACH.

I COROLLAIRE 24. Toutesuite convergente de LP admet une sous-suite qui converge p-p.p..

Contre-exemple : on n’a pas forcément convergence de la suite p.p. : bosses roulantes.

Il.C. Lecasdesespaces de HILBERT

[Gou08, An.B, p407-416] [Bre99, Ch5, p79-82] [BMPO5, §3.1.2, p95-107]

DEfiNITION 25. [ESPACE DE HILBERT]
H est un espace préhilbertien si c’est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. C’est
un espace de HILBERT s’il est complet pour la norme issue du produit scalaire.

REMARQUE 26. Toute norme vérifiant I'identité du parallélogramme dérive d’un produit
scalaire et est donc une norme hilbertienne. C’est un critére pratique : (C([a, b], K), ||| )
n’est pas un espace de HILBERT par exemple.

EXEMPLE 27.
« Si (Hp)nen est une suite d’espaces de HILBERT, alors H = {(zp)nen €
[enHn | Xnen |#n]> < oo} est un espace de HILBERT pour le produit scalaire

<(xn)n€N | (yn)n€N>H = ZneN<xn | yn>Hn' .
« L*(E, A, i) est un espace de HILBERT pour tout espace mesuré (E, A, ).

THEOREME 28. [PROJECTION SUR UN CONVEXE FERME]
Soit C un convexe fermé d’un espace de HILBERT H. Alors :

Ve e HAlp e C| ||lx —p| = d(x,C)

De plus, p est l'unique élément de C satisfaisantVc € C,R((z —p | ¢ — p)) < 0.
I REMARQUE 29. On a en fait juste besoin de C' complet et H préhilbertien.

I COROLLAIRE 30. Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors H = F & F'*.

EXEMPLE 31. Contre-exemples:
« lorsque F n’est pas fermé : prendre H = (?(N) et F' 'ensemble des suites de H nulles a
partir d’un certain rang. F+ = {0} mais E # F,
« lorsque H est seulement un espace de BANAcH : E = (R2|.||.). Les points
{(z,0)] —1 <z < 1} minimisent la distance de (0, 1) a Vect((1,0)).

APPLICATION 32. Existence et unicité de l'espérance conditionnelle d’une variable aléatoire.

APPLICATION 33. SoitT € L(H).Alors il existe un unique opérateur U € L(H) tel que:

Yo,y € H,(T(z) | y) = (x| U(y))

THEOREME 34. [THEOREME DE RIESZ-FRECHET]

Soit H un espace de HILBERT. Alors pour toute application ¢ € H', il existe un unique f € H
tel queVv € H,p(v) = (f | v).

De plus ¢ — f est une isométrie (|| f|| ;; = ||&l] 5/)-

1118
1. A.

Utilisation de la complétude

Prolongement d’applications [Gou08, §1.2, p22-23]
THEOREME 35. Soient E et F deux espaces métriques, D une partie dense de E. Si F est
complet alors toute application uniformément continue de D dans F' admet un unique pro-
longement continu sur E. Ce prolongement est de plus uniformément continu.
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COROLLAIRE 36. Soient E un espace vectoriel normé, D un sous-espace vectoriel dense de E
et I un espace de BANACH. Alors toute application linéaire continue de D dans F' a un unique
prolongement linéaire continu sur E.

APPLICATION 37. Prolongement de la transformée de Fourier sur L%(R%, B(R?), Leb).

l.B. Théorémes de point fixe [Gou08, §1.2, p21-23]

THEOREME 38. [THEOREME DE POINT fiXE DE PICARD]

Soit (X, d) un espace métrique completet ¢ : X — X une application k-contractante pour
un k €)0, 1[. Alors ¢ admet un unique point fixe. De plus, toute suite a valeurs dans X définie
par u,+1 = ¢(uy,) converge vers l'unique point fixe de ¢.

COROLLAIRE 39. Le résultat reste valable si 'on suppose seulement que [’une des itérées de
¢ est contractante.

REMARQUE 40. Contre-exemple lorsque X n’est pas complet: X =]0,1] et ¢ : z — x/2.
Lorsque l'on a seulement f(¢(z), ¢(y)) < d(z,y), le résultat est faux dans le cas général
(¢ : x —> V22 + 1) mais est vrai si X est compact.

COROLLAIRE 41. Soit A un espace métrique et ¢ : X x A — X une application continue
et uniformément contractante par rapport a A, c’est-a-dire il existe k €)0, 1] tel que pour tout
A € A, ¢(., \) est k-contractante. Alors pour tout X € A, il existe un unique point fixe x(\) a
o(., \) et lapplication A — x(\) est continue.

THEOREME 42. [THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ] [Rou99, p167]
Soit ||.|| une norme sur R™, I un intervalle de R et f : I x R™ — R™ une application
continue globalement lipschtizienne en la seconde variable (c’est-a-dire pour tout K C I
compact, 3k > 0|Vt € K,Vy,z € R™ || f(t,y) — f(t, 2)|| < k|ly — z]))-

Y (t) = F(t,y(®))

y(to) = o admet une
0 =

Alors pourty € I etz € R™ donnés, le probléme de CAUCHY

unique solution définie sur 1.

EXEMPLE 43. Soit A € M,,(R). Il existe une unique solution Y € C!(R,R™) telle que

{ Y' = AY
Y (to) = Yo

Autour du théoréme de BAIRE
[Gou08, An.A, p397-406] [Rud98, Ch5, p125] [Bre99, Ch2, p15-21]

. C.

THEOREME 44. [THEOREME DE BAIRE]
Si (Un)nen est une suite d’ouverts denses d’un espace complet E, alors N, enU, l'est aussi.

APPLICATION 45. Un espace de BANACH est de dimension finie ou non dénombrable. Par
exemple R[X] n’est complet pour aucune norme.

THEOREME 46. [THEOREME DE BANACH-STEINHAUS]

Soit E un espace de BANACH et F' un espace vectoriel normé. Soit (u;);cr une famille d’ap-
plications de L.(E, F) simplement bornée (c’est-a-dire Va € E,sup,¢; |Ju;i(z)|| < +00).
Alors sup;¢c [|ui]| < +oc.

APPLICATION 47. Existence d’une fonction continue 27-périodique telle que sa série de
FOURIER diverge en 0.

APPLICATION48. Soient I/, E; des espaces de BANACH et F», " des espaces vectoriels normés.
« Soit f : E — F limite simple d’une famille d’applications de L.(E, F'). Alors f €
L.(E,F).
« Soit B : E; x E; — F une application bilinéaire telle que les applications partielles
soient continues. Alors B € L.(E; X Ey, F).

THEOREME 49. [THEOREME DE LAPPLICATION OUVERTE]
Une application linéaire continue surjective entre espaces de BANACH est ouverte.

I COROLLAIRE 50. Une application linéaire continue bijective entre espaces de BANACH est

d’inverse continue.

APPLICATION 51. Si un espace de BANACH est muni de 2 normes dont ['une est plus fine que
lautre, alors elles sont équivalentes.

COROLLAIRE 52. [THEOREME DU GRAPHE FERME]
Une application linéaire T E — F entre deux espaces de BANACH est continue
si et seulement si son graphe ({(xz, T(x)) | x € E}) est fermé pour la norme produit.

APPLICATION 53. (admis) Si T et U sont des applications linéaires (pas forcément continues)
de H satisfaisant Vz,y € H,(T(z) | y) = (z | U(y)), alors T et U sont continues (donc
T,U € L(H)).
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SPEECH

Lorsque l’'on s’intéresse a des limites de familles d’éléments d’un espace, la question de I’exis-
tence de la limite peut souvent poser probleme. Lorsqu’elle existe, la limite peut aussi ne pas
appartenir a Uespace de départ. Les espaces complets sont alors un cadre trés pratique car ce
sont des espaces dans lesquels les suites convergentes admettent leur limite dans ces espaces.
Travailler dans ces espaces assure donc de nombreux résultats d’existence dont nous allons
parler dans cette lecon.

De plus, tout espace métrique peut étre complété en un espace complet, et donc dans la pra-
tique on peut assez facilement se placer dans ce contexte.

QUESTIONS

Q Montrer que R n’est pas dénombrable en utilisant le théoreme des fermés emboités.
Q Onveut montrer que le théoreme de 'application ouverte n’est plus valable lorsque 'un des
deux espaces n’est pas de BANACH. Considérerid : (€2, ||.||,) — (€2, ].]|.)-

R Cette fonction est bien définie, bijective, et on a que id est continue puisque |||, < |||/
Or, siid ™" était continue, on aurait l'existence de C telle que ||.||, < C'||.||, et en prenant
™ = (di<n)ien, ON aboutit a une contradiction.

Q Montrer qu’il existe f € C([0, 1], R) telle que sup,,cy-{|n fol F=> % f(k/n)|} = 4o0.

R Onposeu, : f+— ’n fol f=>r f(k/n)‘.Alors u, € L(E,R) et E et R sont complets.

An € Nfixé, on peuttrouver f d’intégrale 1/2, de normeinfinie 1 et nulleenles (k/n)o<i<n
(par exemple affine par morceaux avec f(2k + 1/2n) = 1).

Onalu,(f)| < 2n| f]l,, etontrouve une fonction qui atteint cette borne (1 surles (k/n)y,
—1surles (2k + 1/n)k).
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PROLONGEMENT DE FONCTIONS. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

Définition d’un prolongement d’une fonction définiesur A C E.

I. Prolongement par continuité [Gou08, §1.2, p23]

On considere des espaces métriques.

I. A.

Continuité d’une fonction continue en un point d’accumulation a implique lim,_,, f(z) =
f(a). On peut donc prolonger par continuité la fonction si elle n’est pas définie en a lorsque
limg,_, f(x) =€ € F.

Exemples de sinc, contre-exemple de sin(1/z) ou d’une fonction indicatrice.

Prolongement ponctuel

Deux fonctions continues égales sur une partie dense sont égales, exemple d’une équation
fonctionnelle f(z + y) = f(z) + f(y) — f estlinéaire

Prolongement par densité d’applications uniformément continues, application a la définition
d’une intégrale de fonctions continues a partir des fonctions en escaliers

Prolongement d’applications linéaires continues définies sur un sous-espace dense.
Application: prolongement de la transformée de Fourier définie sur S(R?) dense dans L2 (R9).

Prolongement par densité

Il. Prolongement différentiel

Il.A. ProlongementC” et applications

p328-335]

[Gou08, §2.1, p74-77] [Rou99, Ch6,

Prolongement d’une fonction continue de classe C! sur I \ {a} telle que f’ — ¢ € R. Alors
r—a

festClsurl (et f'(a) =0).

Exemple de fonction C*° sur R, nulle sur R™.

Fonctions plateaux, existence de fonction C°>° admettant des limites a gauche fixées des déri-
vées a toute ordre.

Equation différentielle, solution, prolongement d’une solution, solution globale implique maxi-
male, mais pas la réciproque, exemple de 2’/ = z2.

Prolongement d’une solution en une solution maximale

Théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ

Théoréme des bouts

Exemple de LOKTA-VOLTERRA

Si f est bornée : le théoréme des bouts implique que la solution maximale est globale!

Lemme de GRONWALL, application au théoréme des bouts dans le cas d’un probleme linéaire

Prolongement des solutions d’EDO [Ber17, Ch1/3]

avec A, B fonctions continues

lll. Prolongement de fonctions de la variable complexe

lll.A. Prolongement de séries entiéres

[Gou08, §4.4, p236-256] [BMPO5, §2.1/2.2, p47-56]

Soit Y, - anz™ une série entiére de rayon de convergence R.

DEfiNITION 1. [RAYON DE CONVERGENCE]
On définit le rayon de convergence de la série entiere par le réel R =
sup({r > 0] (|an7™|)nen est bornéel).

Z . N n . . .
EXEMPLE 2. Lasérieentiere ) . % aunrayon de convergence infini.

PROPOSITION 3. [LEMME D’ABEL]
« Silz| < R, lasériey", - an2" converge absolument,
« La série entiére ano anz™ convergence normalement sur D,.(0) pour tout r < R. En
particulier, la série entiére est continue sur Dg(O),

EXEMPLE 4. On n’a pas forcément continuité sur Dx(0)! Considérer par exemple
donso(—1)"e" = 1; sur D4 (0), prolongeable en 1 par 1/2 mais dont la série en 1 diverge.

EXEMPLE 5. [DIFFERENTS COMPORTEMENTS POSSIBLES SUR LE CERCLE 4 ;(0)]
* > >0 2" diverge en tout point de % (0),
* > .50 2"/n converge en tout point de % (0) saufen 1,
« 3,50 2"/n? converge en tout point de % (0).

THEOREME 6. [THEOREME D’ABEL]
Soit f : z = 3 ,.sqan2" de rayon de convergence 1. On suppose que >~ - Gn
converge. Alors pour tout o € [0, /2], ona B

lim
z—1,2EA,

flz)= Zan ot Ay =1{1-pe?eD0,1)|p>0,0 € [~a,a]}
n>0

THEOREME 7. [THEOREME TAUBERIEN FAIBLE]
Soit f : 2z +— >, o, anz™ de rayon de convergence 1. On suppose que a, = o(1/n) et
qu’ilexiste S € C tel que f(x) —>,_,,- S.Alors Y n>0 @n cOnvergeety o, an = 5.
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Ill. B. Prolongement des fonctions holomorphes

[Tau06, §Ch7/8, p84/89] [BMPO5, §2.7, p82]

Prolongement analytique, exemple de l'identité cos? +sin? = 1 étendue a C tout entier, du
prolongement holomorphe de 'exponentielle

Application : base hilbertienne des polynomes orthogonaux

Principe du maximum, cas d’égalité, lemme de SCHWARZ

Types de singularité : dans le cas d’une fausse singularité prolongement par continuité holo-
morphe! Exemple de sinc en 0.

Pole (simple)

I ProposITION 8. T est holomorphe sur {R(z) > 0}.

APPLICATION 9.
C\ —-N.

I' admet un unique prolongement méromorphe sur C, holomorphe sur

xX

!
APPLICATION 10. Vz € R, T'(z) = lim nn

FORMULE DE GAUSS
notoo x(x+1)...(x +n) [ ]

ANNEXE

Graphe de sinc, d’une fonction plateau, des solutions de 3y = 2, d’une solution maximale ...

SPEECH

Lobjectif de cette lecon est de parvenir a prolonger des fonctions définies sur différents es-
paces. Par exemple la fonction sinus cardinal nous donne l'idée simple du prolongement par
continuité en 0.

On comprend rapidement qu’ily a plusieurs maniéres de prolonger une fonction, on s’intéresse
notamment aux propriétés de régularité, et a quelles conditions cela est possible. D’abord on
regarde le prolongement par continuité, en utilisant une notion de densité.

Dans le cadre des équations différentielles, la notion de durée de vie des solutions ameéne au
théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ et au théoreme des bouts. En analyse complexe, le prolonge-
ment analytique corollaire du théoréme des zéros isolés permet d’assurer l'unicité.

COMMENTAIRES

Il faut savoir démontrer le théoreme d’holomorphie sous le signe intégral, connaitre le théo-
reme de HAHN-BANACH : si ce n’est pas dans le plan, on peut avoir des questions dessus.

QUESTIONS

Q Soita €] — 1, 1] etu; = (a'™),en pouri € N. Montrer que pour touti € N, u; € £2(N) et
que la famille (u;);cn est une famille totale de £2(N).

R Onal(ui)n|” = |a2i|n est convergente puisque |a| < 1. Montrons que la famille est totale.
Soit v € Vect((u;);)*. Regardons la série entiére f : z — Y~ _v(n)z™. Son rayon de
convergence est au moins 1, par critére de CAUCHY-SCHWARzZ. De plus f s’annule en les o,
donc est nulle par le théoréme des zéros isolés. Doncv = 0.

Q Déterminer les morphismes d’algébre continues de (C°([0, 1], R), ||| ) dans (R, |.|).

R Regarder l'image des polyndmes puis utiliser le théoréme de WEIERSTRASS. On obtient les
morphismes d’évaluation.

Q Existe-t-il f € H(ID(0,1)) (ou f € H(C \ {—i,14})) telle que fjj_; 1 = arctan?

Z27L+1

R Considérer parexemple f: z — > - T
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ESPACES VECTORIELS NORMES, APPLICATIONS LINEAIRES CONTINUES. EXEMPLES.

Soit K = R ou C. Soit E un K-espace vectoriel.

I. Généralités sur les espaces vectoriels normés(couos, 51.5, pa7-as]

DEfiNITION 1. [NORME]
On appelle norme sur E une application ||.|| : E — R telle que:
« pourtoutz € E, ||z|| =0 <= x =0,
« pourtout A € Ketx € E, [|[\.z|| = |A] ||z,
.+ pourtouta,y € E, o + y| < [lz]| + [yl
Lorsque E est muni d’une norme, on parle d’espace vectoriel normé.

EXEMPLE 2.

n 1
1. [sURK"] pour p € [1,+0c], [[(x1,...,za)ll, = (X, |z:f")"/ et]|(z1,...
maxj<;<n ‘JJZ‘

2. [sURK[X]] Généralisation a K[ X] ~ KM,
3. [sur F([a,b], K)1 | flloc = supjap | /]

73771)“00 =

b 1/p
[surC([a, LK) If], = ([ 1/ (@) do) .
On suppose dans la suite E muni d’une norme ||.| ;.

I PrOPOSITION 3. E est métrique pour la distance d : (x,y) — ||y — z|| .

DEfiNITION 4. [NORMES EQUIVALENTES]
Soit N1, N deux normes sur E. On dit que N; est plus fine que N s’il existe C' > 0 tel que
N, < CNj sur E.Ondit que Ny et N, sont équivalentes si chacune est plus fine que l’autre.

REMARQUE 5. Nj et N, définissent alors laméme topologie, et leurs distances induites sont
équivalentes.

EXeMPLE6. SurK",lafamille {[|.||,}1<p<co est une famille de normes équivalentes.

Il. Continuité des applications linéaires [Gou08, §1.5, pa8-50]

Soient (E, ||.||g), (F,||l.|l ) et (G, ||.||) des espaces vectoriels normés. On note L(E, F) les
applications linéaires de E dans F et L.(E, F) son sous-ensemble d’applications continues.
Onnote L(E x F, Q) les applications bilinéaires de E x F dans G.

THEOREME 7. Soit f € L(E, F). Alors on a équivalence :
(i) f estcontinue sur E,
(i) f estcontinue en 0,

(i) f est bornée sur la boule ou la sphére unité de E,

(iv) ilexiste M > OtelqueVx € E, || f(z)||p < M ||2| &
(v) f estlipschitzienne sur E.

E=C"a,b,K) — F=C"[a,b],K)

, est linéaire.
— f

Silfll = 11 £l elle est continue pour [| f]| 5 = [ [l + [[/'llo mais pas pour || £ ; = [|f |-

EXEMPLE 8. Lapplication

DEfiNITION9. [NORME SUBORDONNEE]

On déflnlt ”Ifm — sup ||'LL(.’E)HF _ sup ||U({,C)||F —
cerfo} zllg Izl <t 17l e

L.(E, F).0n l'appelle la norme subordonnée a ||.|| ; et ||.|| -

sup |lu(z)|| pour f €

llzll z=1

PROPOSITION 10. ||.|| est une norme sur L.(E, F).
De plus, pour f € L(E, F)etg € Lo(F,G),onallgo fllge < Ifllz 9l

FG

EXEMPLE 11. Pour £ = F = K", on définit des normes sur M,,(K) : [AKO02, §3.1, p54]
* Al = maxi<i<n 25—, |ai ;| est lanorme subordonnée associée a ||.|| ; = |- .-
« |All; = maxi<j<n >.iy |a;, ;] estla norme subordonnée associée a ||. ||z = |.|I;-

Ona | Trl| = npour E' = F = (My(K), ||| )-

PROPOSITION 12. Soit f € Lo(E x F,G)°. Alors on a équivalence :
« festcontinuesur E x F,
« festcontinueen (0,0),
o ilexiste M > OtelqueV(x,y) € E x F, ||f(z,y)|lc < M |z g |yl o

a. ensemble des applications E x F' — G bilinéaires

EXEMPLE 13. Un produit scalaire est une forme bilinéaire continue.
Soit E = (RN, .||, )- Lapplication:

ExE
((‘rn)nel\h (yn)nEN)

— E
— (nxnyn)nEN

n’est pas continue.
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lll. Espaces vectoriels normés de dimension finie

[Gou08, §1.5, p50/56] [Hau07, §17.6-7, p321-322]

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé réel ou complexe de dimension quelconque (on sup-
pose la notion de norme connue).

I PROPOSITION 14. La sphére unité de (R", ||| ) est compacte.

I THEOREME 15. Si E est de dimension finie, alors toutes les normes sur E sont équivalentes.
EXEMPLE 16. Contre-exemple en dimension infinie: ||.||; et |||, surC([0,1],R).
Contre-exemple sur Q non complet: Q[v/2], N1 (a + bv/2) = |a| + |b| et Ny = |.|.

I COROLLAIRE 17. Si E est de dimension finie, les compacts de E sont les fermés bornés.

EXEMPLE 18. C’est faux en dimension infinie : prendre (C°([0,1]),||.||) et considérer (f,, =

]l[O,l/n]) € B(Oa 1)N'

I COROLLAIRE 19. Si FE est de dimension finie, E est complet.
I COROLLAIRE 20. Un sous-espace vectoriel d’un espace de dimension finie est fermé.

I COROLLAIRE 21. S E et de dimension finie, alors L(E, F) = L.(E, F).

EXEMPLE 22. Contre-exemple en dimension infinie: f —— £(0) sur (C([0, 1],K), ||.||;), ou
P — P’ sur (K[X], |.]|.)-

THEOREME 23. [THEOREME DE RIESZ]
E est de dimension finie si et seulement si Bg (0, 1) est compacte.

IV. Propriétés des espaces de BANACH

IV.A. Généralités [Gou08, §1.5, p52]

DEfiNITION 24. [ESPACE ET ALGEBRE DE BANACH]
Un espace de BANACH est un espace vectoriel normé complet. Une algebre A est une al-
gébre de BANACH si elle est munie d’une norme sous-multiplicative (c’est-a-dire Vx,y €

A flzyll <l TylD-

EXEMPLE 25.
+ K" et F([a, b], K) sont des espaces de BANACH,
« Si F est un espace de BANACH, L.(E, F) est une algébre de BANACH.
k

« K[X] n’est complet pour aucune norme (considérer P, (z) = Y _1_, H)(’“ﬁilﬂc?))'

PROPOSITION 26. Un espace vectoriel normé est un espace de BANACH si et seulement si
toute série absolument convergente est convergente.

COROLLAIRE 27. Soit A une algébre de BANACH.
o Siflz|| £ 1,3, cn 2™ estinversible, d’inverse 1 — x.
+ L'ensemble des inversibles de A est un ouvert.

THEOREME 28. [COMPLETE D’UN ESPACE METRIQUE]

Il existe un espace métrique complet (X, d) et une isométrie i : (X,d) — (X,d) d’image
dense. De plus, si (X', d') et i’ convient également, alors il existe une isométrie bijective ¢ :
X — X' telleque poi =17

EXEMPLE 29.
. Q = R pour la distance usuelle (on construit en fait R comme étant le complété de Q),
« P = C([0,1]) pour la norme uniforme, ol P est 'ensemble des fonctions polynomiales
sur [0, 1] [THEOREME DE WEIERSTRASS].

—

. Pourlanorme p < +00:C([0, 1], K) = L*([0,1]), ([0, 1], K) = ([0, 1], K).

IV.B. Théoréme de BAIRE et conséquences

[Gou08, An.A, p397-406] [Rud98, Ch5, p125] [Bre99, Ch2, p15-21]

THEOREME 30. [THEOREME DE BAIRE]
Si (Uy)nen est une suite d’ouverts denses d’un espace complet E, alors N,,enU,, l'est aussi.

APPLICATION 31. Un espace de BANACH est de dimension finie ou non dénombrable.

THEOREME 32. [THEOREME DE BANACH-STEINHAUS]

Soit E un espace de BANACH et F' un espace vectoriel normé. Soit (u;);cr une famille d’ap-
plications de L.(E, F) simplement bornée (c’est-a-dire Va € E, sup,c; ||u;(z)|| < 400).
Alors sup;¢ [|ui]| < +oc.

APPLICATION 33. Existence d’une fonction continue 27-périodique telle que sa série de
FOURIER diverge en 0.
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APPLICATION 34. Soient E, /| des espaces de BANACH et E, ' des espaces vectoriels normés.
« Soit f : E — F limite simple d’une famille d’applications de L.(E, F). Alors f €
L.AE,F).
« Soit B : E; x E5 — F une application bilinéaire telle que les applications partielles
soient continues. Alors B € L.(E; x Es, F).

THEOREME 35. [THEOREME DE LAPPLICATION OUVERTE]
Une application linéaire continue surjective entre espaces de BANACH est ouverte.

I COROLLAIRE 36. Une application linéaire continue bijective entre espaces de BANACH est

d’inverse continue.

APPLICATION 37. (GL(E),o) estun groupe. C’est un ouvertde L.(F, o).
APPLICATION 38. Siun espace de BANACH est muni de 2 normes dont l'une est plus fine que
lautre, alors elles sont équivalentes.

COROLLAIRE 39. [THEOREME DU GRAPHE FERME]
Une application linéaire T E — F entre deux espaces de BANACH est continue
si et seulement si son graphe ({(z, T(x)) | x € E}) est fermé pour la norme produit.

APPLICATION 40. (admis) Si T et U sont des applications linéaires (pas forcément continues)
de H satisfaisant Vz,y € H,(T(x) | y) = (z | U(y)), alors T et U sont continues (donc
T,U € L(H)).

V. Lecasdesespaces de HILBERT

[Gou08, An.B, p407-416] [Bre99, Ch5, p79-82] [BMPO5, §3.1.2, p95-107]

DEfiNITION 41. [ESPACE DE HILBERT]
H est un espace préhilbertien si c’est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. C’est
un espace de HILBERT s’il est complet pour la norme issue du produit scalaire.

REMARQUE 42. Toute norme vérifiant Uidentité du parallélogramme dérive d’un produit
scalaire et est donc une norme hilbertienne. C’est un critére pratique : (C([a, b], K), ||.||..)
n’est pas un espace de HILBERT par exemple.

EXEMPLE 43.
¢ Si (Hp)nen HILBERT,

{(xn)neN € LenHnl DXnen ||mn||2 < +oo} est un espace de HILBERT pour le produit

scalaire <(xn>n€N | (yn)n€N>H = ZnGN(‘x’ﬂ | yn)Hn-

est une suite despaces de alors H =

« L%(X, A, 11) est un espace de HILBERT pour tout espace mesuré (X, A, u).

THEOREME 44. [PROJECTION SUR UN CONVEXE FERME]
Soit C un convexe fermé d’un espace de HILBERT H. Alors :

Ve € HAlp e C| ||z —p| = d(x,C)

De plus, p est 'unique élément de C satisfaisant Ve € C,R({(x —p | ¢ — p)) < 0.
I REMARQUE 45. On a en fait juste besoin de C' complet et H préhilbertien.
I COROLLAIRE 46. Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors H = F & F'*-.

THEOREME 47. [THEOREME DE RIESZ-FRECHET]

Soit H un espace de HILBERT. Alors pour toute application ¢ € H’, il existe un unique
f € HtelqueVv € H,¢(v) = (f | v).

De plus ¢ — f estune isométrie (|| f|| ;; = ||®|| g1/)-

EXEMPLE 48. Contre-exemples:
+ lorsque C n’est pas convexe : soit H = Ret C = R\] — 1, 1[. Alors 1 et —1 minimisent la
distancede0a C.
« lorsque F n’est pas fermé : prendre H = (?(N) et F' 'ensemble des suites de H nulles a
partir d’un certain rang. F+ = {0} mais E # F,
« lorsque H est seulement un espace de BANACH : E = (R2|.||.). Les points
{(z,0)] —1 <z < 1} minimisent la distance de (0, 1) a Vect((1,0)).
APPLICATION 49. Existence de I'espérance conditionnelle d’une variable aléatoire L2.

APPLICATION 50. Existence et unicité de l'adjoint d’un opérateur T' € H'.
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SPEECH

L'objectif de la legon est de généraliser les notions d’analyse (continuité, ...) dans le cadre d’es-
paces vectoriels.

Dans la premiére partie, on rappelle des généralités et exemples usuels sur les espaces vecto-
riels normés. La notion de distance permet de faire de la topologie. On a de nombreuses carac-
térisations de la continuité des applications linéaires, notamment par la norme subordonnée.
Ensuite, on regarde le cas particulier des espaces vectoriels normés de dimension finie. On se
rameéne en fait 3 I'étude de K”. Notion de complétude Le théoréme de RIEszoffre une forte
caractérisation de la dimension finie.

Puis une troisieme partie se consacre aux espaces de BANACH, plus restrictifs mais qui offrenten
général un cadre de travail appréciable (et accessible par le théoreme de complétude). On s’at-
tarde notamment sur les théorémes de BAIRE, de BANACH-STEINHAUS, de l'application ouverte,
du graphe fermé.

Enfin on regarde le cas des espaces de HILBERT, encore plus restrictifs que les BANACH, mais qui
sont un cadre également tres important.

COMMENTAIRES

Beaucoup de choses a mettre dans cette legon : en profiter pour ne mettre que des choses que
’on maitrise et partir dans les directions que l'on souhaite.
Le [QZ13] contient tout ce qu’il faut pour cette lecon.

QUESTIONS

Q Soit f : E x FF — G bilinéaire dans un BANACH, continue par rapport aux deux variables
séparément. Montrer que f est continue.

R C’estun corollaire du théoréme de BANACH-STEINHAUS.
Q Existe-t-il des applications linéaires non continues?
R Oui, par exemple f définie par f(p/q) = 1/qsipAg=1et f(z) =0siz ¢ Q.
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APPROXIMATION D’UNE FONCTION PAR DES POLYNOMES ET DES POLYNOMES TRIGONOMETRIQUES.
EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Approximation par des polynomes [Gou08, §2.1/4.4, p75/236-256]

I.A. Approximation locale de fonctions réguliéres

THEOREME 1. [FORMULE DE TAYLOR-YOUNG]
Soientn € N et f une fonction de classe C™ définie sur un intervalle I de R et a valeurs dans
un R-espace vectoriel normé E. Alors poura € I :

Fla+h) =no0 p_o 2 F®)(a) + o(h™)

EXEMPLE 2. On a les développements limités suivants, pour toutn € N:

sin(z) = Ek 0

k 2k+1

") et (2k+1)

=S E ke ol

THEOREME 3. [FORMULE DE TAYLOR AVEC RESTE INTEGRAL]
Soientn € N et f une fonction de classe C"*! définie sur un intervalle [a, b] de R et a valeurs
dans un R-espace de BANACH E. Alors :

F0) =0 o M f ) (a) + [ T k) (1) a

THEOREME 4. [THEOREME DE BERNSTEIN]
Soita > Oet f :] — a,al— R une fonction C*> telle que pour tout entier k, f2*) > 0 sur
| — a, al. Alors f admet un développement en série entiére sur| — a, aj.

I.B. Densité dans espace des fonctions continues [Qz13, §xXiIl.I1.1, p518-519]

THEOREME 5. [THEOREME DE WEIERSTRASS]
R[X] est dense dans C([a,b],C, ||.|| ) poura < b € R.

REMARQUE 6. On a le théoréme de STONE-WEIERSTRASS : soient (X, d) un compact non vide
et H une sous-algebre de C(X,R) séparante et unitaire. Alors H est dense dans C(X,R).
On retrouve ce résultat mais aussi la densité des polyndémes trigonométriques dans C(T).

APPLICATION 7. t)tndt = 0.

Alors f est nulle.

Soit f : [0,1] — C continue telle que pourtoutn € N, fo

APPLICATION 8. Soit f : R, — C continue telle fR+ f(

f0+°° f(t)ye "t dt = 0.Alors f estnulle.

t)dt existe et pour toutn € N,

EXEMPLE 9. Ce résultat n’est plus vrai si 'intervalle n’est pas borné! En effetsi f : R — R
est limite uniforme d’une suite de polynomes alors f est un polynéme.

I.C. Densitédans .2

Soit I unintervalle de R.

[BMPO5, §3.1.5, p110] [Dem96, §11.5, p51]

DEfinITION 10. Soit p : I — R une fonction mesurable, strictement positive et telle que
pourtoutn € N, [} |[z[" p(x)dz < +o0. On ditalors que p est une fonction de poids.

I DEfiniTION 11. Ondéfinit L2(1,p) = {f : I — Cmesurable| [;|f(x) % p(z)dx < +oo}.

PROPOSITION 12,

f[ (z)dz.

L?(1, p) est un espace de HILBERT pour le produit du scalaire (f | g), =

ProposITION 13. [l existe une unique famille (P,)nc n de polynémes unitaires deux a deux
orthogonaux pour (. | .), et tels que deg(P,,) = n pour tout n.

EXEMPLE 14. Voir les dessins en annexe:
2 ~
« PourI =Retp:z+— e *,les (Py,)ne n sont les polyndmes de HERMITE,
« Pourl =[-1,1]etp: z+— 1,les (P,)ne n sont les polyndmes de LEGENDRE.

THEOREME 15. [BASE HILBERTIENNE DE POLYNOMES ORTHOGONAUX]
Sil existe o > 0 tel que [, el?l p(z)dx < 400, alors la famille (P,,),c est une base hilber-
tienne de L*(1, p).

APPLICATION 16. Si ] est borné, on a donc nécessairement une base hilbertienne.
La famille (P, exp(—.2/2))n, pour (P,)ne n les polyndmes de HERMITE, est une base hilber-
tienne de L2(R).

EXEMPLE 17. Contre-exemple si la condition du théoréme n’est pas vérifiée : considérer I =
Ry,p:x — - @ et f: 2z — sin(2rIn(x)).
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Il. Interpolation polynomiale
Il.A. Interpolation de LAGRANGE et erreur d’interpolation [pem9s, chil, p21]
Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On se donne (z;)o<i<, des points deux a deux

distincts de [a, b].

THEOREME 18. [l existe un unique polynéme P,, € R, |X] tel que P, (x;) = f(x;) pour tout
i € [0,n]. P, est appelé polynéme d’interpolation de LAGRANGE associé a f et a (z;);. On a

Py =300 [(@i)lioul; = T], f:ij

THEOREME 19. Supposons f (n + 1) fois dérivable. Alors pour x € [a, b), il existe ¢,
tel que f(x) — Pu(2) = gy a1 (2) f D (G) 00 g (2) = [T X

€ [a, b]
— . Ainsi:

1 n
15 = Pallos < gy Mmoo | £

EXEMPLE 20. La précision des polyndmes interpolateurs provient alors du contréle de
1541 | o, C’est-a-dire de la répartition des points. Dans le cas de points équidistants (z; =

To + th),ona:
0 ((b - a)"+1)
€
APPLICATION 21. [PHENOMENE DE RUNGE]

Soit f r — x%ﬂ sur [—1,1]. C’est une fonction C*° mais dont les dérivées aug-
mentent rapidement en norme infinie vers 0. Il s’en suit dans le cas de points équidistants que

g T Al )

On observe alors (voir annexe) que les polynémes d’interpolation ne convergent pas uniformé-
ment vers f.

n+1

max
n + 1 0<i<n

|f7Pn|

S @)| et Mol =

DEfiNITION 22. [POLYNOMES DE TCHEBYCHEV]
On définit par récurrence la suite (7},),,cn de polyndmes par Ty = 1, T}
2XT, — T,_1.0n vérifie alors que T}, (cos(f)) = cos(nf) pour tout # € R.

= Xet Tn+1 =

2k+1

PROPOSITION 23.  Les racines de T, 1 sont les (cos (25 7)) _, _ . appelés points d’in-

terpolation de TCHEBYCHEV.

EXEMPLE 24. Prenant les points d’interpolation de TCHEBYCHEV (avec [a, b] =

~o((5)7)

[0,1]),0na:

M1l

Comme (e /4)"+1

beaucoup plus précis que ceux associés a des points équidistants.

—+> 0, on obtient que les polyndomes d’interpolation de TCHEBYCHEV sont
n—-+0o0

APPLICATION 25. Le phénomene de RUNGE n’est plus observé avec les polyndmes d’interpo-
lation de TCHEBYCHEV.
Il. B.

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On cherche des formules pour approcher I(f) =
fj f(t)dt.Fixonsa = xg < 1 < - < &, = bunesubdivisionde [a, b]. Onpose h; = z;1—x;.

Application aux méthodes de quadrature [Dem96, Chlil, p59]

DEfiNITION 26. [METHODE DE QUADRATURE]

Une méthode de quadrature consiste, pour 0 < ¢ < n — 1 a approcher I; = f o

f par
Ai(f) = hy Z?:o w; i f(Ci ;) oules ((; j); sont dans [z;, z;41] et les (w; j)o<j<n Sont des
réels fixés tels que >~ w; j = 1.

Onnotealors E(f) = I(f) — > i 01 A;(f) Verreur de la méthode.

DEfiNITION 27. [METHODE DE QUADRATURE]
On dit qu’une méthode de quadrature est d’ordre N si elle est exacte (E(f) =
f € Ry[X]ets’ilexiste f € Ry11[X]telle qu’elle soit inexacte.

0) pour tout

APPLICATION 28. Fixant (¢;); associés a une subdivision de [z;, z;11], on peut prendre pour
fonction de poids w; = 4~ f;v wiia) b oul; = Hk# = 4 : ce sont les méthodes par interpo-
lation de LAGRANGE.
(i) [METHODE DES RECTANGLES]
On approxime I(f) par Z;:Ol hif(z:)ou (z); = (x;); ou (x;41);. Méthode d’ordre 0.
(i) [METHODE DES POINTS MILIEUX]
< 31"l

De méme avec (z;); = (“45—);. Méthode d’ordre 1 et E(f)
[METHODE DES TRAPEZES]

On agproxime I(f)par 7= hlw Méthode d’ordre 1 et E(f)
estC~.

[METHODE DE SIMPSON]

On approxime I(f) par 3.0 h; fm1+1)+4f( i 162 . Méthode d’ordre 3 et E(f) =
O(|| f@]| ) si festCt.

EXEMPLE 29. Approximation de [;" cos?(z )do =
(i) méthode des rectangles (a gauche ou a droite) :

(i) méthode des points milieux: 0,

(iii) méthode des trapezes: 7,

(iv) méthode de Simpson: %

si festC?.

< ZIF o si f

v»‘ﬂ
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lll. Approximation de fonctions périodiques

[Gou08, Ch4.5, p256-270] [QZ13, Ch4, p68-135] [BMPOS, §3.3.3/3.3.4, p127]
lll.A. Polyndémes trigonométriques et séries de FOURIER
Onnote T = R/27Z, e, =

2m

= Jo " ftgt)dtet||f], =

e’™ pour n € Z. On définit lorsque cela a un sens (f | g) =

(f15)-

DEfiNITION 30. [POLYNOME, SERIE TRIGONOMETRIQUE]
On appelle polynéme trigonométrique une combinaison linéaire finie des (e, )nez.
On appelle série trigonométrique une combinaison linéaire des (e, )nez.

Une série trigonométrique converge-t-elle? Ponctuellement, uniformémement, dans LP? ...

DEfiNITION 31. [COEFfiCIENT ET SERIE DE FOURIER]

Pour f € L*(T), on définit c,,(f) = 5= ["_ f(t)e ™ dt = (f | en) le n-iéme coefficient
de FOURIER de f, ol n € Z. On définit la série de FOURIER associée a f comme la série
trigonométrique S = > _, cn(f)en.

nezZ

EXEMPLE 32.
« Pour f =1j_, 4000 <a<monac,(f) = {
2(—1)"

m2n2

sin=20
sinon

a/m
sin(na)/nw

sin # 0, 1sinon.

. Pourf:x—>1—ﬁ—z,onacn(f):

PrROPOSITION 33. Pour f € L(T),ona:

(i) cn (?) = Cfnv(f);
(”) Cn (Taf) = e Cn (f)’

(ii) f*en=cn(f)en,
(iv)si f € C(T)nN C},m(’]l‘), en(f) =
incy (f).

LEMME 34. [LEMME DE RIEMANN-LEBESGUE]
Sif € LY(T), alorsc,(f) — 0.
n——+00

lll. B. Convergences au sens de CESARO

DEfiNITION 35. [SOMME PARTIELLES DE FOURIER, DE FEJER]
On appelle somme partielle de Fourier dordre N € N la quantité Sy(f) =

ZQL_N Cn(f)en-
On appelle somme partielle de FEJER d’ordre N € Nla quantité oy (f) = + Zn o ' Sn(f).

I REMARQUE 36.  On peut voir Sy (f) comme la projection sur Py = Vect((e,,)—nN<n<nN)-

DEfiNITION 37. [NOYAUX DE DIRICHLET, DE FEJER]
Le noyau de DIRICHLET d’ordre N € N est la fonction Dy = ZfL_N €n.

Le noyau de FEJERd’ordre N € Neestlafonction Ky = ZnNz_Ol D, = ZHN:_N(lf%)en.

PROPOSITION 38. On a les propriétés suivantes :

Dl) SN(f):f*DN; Fl) UN(f):f*KN;

D2) Dy estpairet||Dy|, =1, F2) ||Kn|, =1,
(%), F3) Vo € T, Ky(a) = 8 Ne/2) >
F4) Y6 6]0,77],[(%'”9r Ky (t)dt N::OO 0.

D3) Vx € T,Dn(z) =

THEOREME 39. [THEOREME DE FEJER]

« Soit f € C(T). Alors |lon(f)ll.. < |Ifllo pourtout N > 1eton(f) = f*
Ky —
N—+oc0o
» Soit f € LP(T) pourunp € [1,+ocl. Alors |lon(f)|l,, < | fIl, pour tout N > 1 et

limy s oo lon(f) —

=

I REMARQUE 40. On peut retrouver le théoreme de WEIERSTRASS a partir du premier résultat.

APPLICATION41. F :C(T) — ¢o(Z), f — (cn(f))nez estinjective.

lll. C. Convergence en moyenne quadratique

THEOREME 42. (e,,)ncz estune base hilbertienne de L?(T). En particulier, pour f € L*(T):

f=Ypezen(Nen et fl7e =Y ez len(N)

APPLICATION 43. [CALCULS DE SERIES]
On peut reprendre "Exemple 41 pour calculer les normes des applications dans L2 : poura €

[0,27] -3, cn sin(na) _ 7—a (premiére fonction) et L= g—g (deuxiéme fonction).
On peut aussi calculer

neN* ni
1

_ n° 1 _ n°
neN- 7z = 5 €t nen- @n-1)2 — 8 °

I THEOREME 44. Si f € C(T)NC,,,(T), alors (S (f)) ven converge normalement vers f.
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EXEMPLE 45.

[Lexiste une fonction f € C(T) telle que (Sn(f)(0)) nven ne converge pas.

ANNEXE

Polynémes de HERMITE et de LEGENDRE.
Illustration des différentes méthodes numériques.

SPEECH

Il'y a plusieurs types de convergences (écrire au tableau) : ponctuelle, uniforme, au sens de
CESARO, quadratique (associée a la norme L2). On va essayer de montrer des résultats pour
chaque type de convergence et de faire des liens entre eux.

QUESTIONS

Q Trouver un espace de suites sur lequel la transformée de FOURIER F est surjective.
R Soit F : L}(T) — C5.

Si f € LY(T), on sait par lemme de RIEMANN-LEBESGUE, que ¢,(f) — 0 donc

n—-+oo
Papplication est bien définie. Est-elle surjective?

Vérifions que (CZ, ||.|| ) est complet. Ona (CZ. ||.||..) € (CZ,||.||..) complet. Soit (uy)»
une suite de CAUCHY. Soient p, ¢ € N. Soit ((u¥),)r une suite de Co(Z) convergent vers
(tn - ON @ iMoo Uy = limy, 4 o0 limp 4 oo k. Cette limite vaut-elle 0? Soit N € N.
Onaluy| < uy — uk;| + |uf| < |Ju— ukHoo + |uk | Donclim sup y |un| < |Ju — uka
pour tout k£, donclimy uy = 0.

Si F est surjective, elle est bijective, linéaire et continue de (L!(T), ||.||,) dans (CZ, ||.||.)-
Par un corollaire du théoréme de BANACH-STEINHAUS, F ! serait continue, donc il existerait
C'telleque ||.|| .. < C||F(.)|,, sur L*(T). On vérifie que ce n’est pas possible.

Soit f € C(T).{f *g|g € C(T)} est-ildense dans C(T) pour ||.||,?

Montrons que e, = ™ n’est pas dans 'adhérence en supposant c,,,(f) = 0.

Sil existe (g, )n telle que f x g, —+> emsalors ey, (f * gn) = ¢m(f)em(gn) = 0 pour tout
n—-+0oo

n, alors que ¢, (e,,) = 1, ce qui donne une contradiction.

Par ailleurs, si ¢, (f) # 0 pour tout k, montrons que l’ensemble est dense. Soit h € C(T).

On voudrait trouver (g,),, telle que cx(gn) —+> ifg?g pour tout k. Posons g, =
n—-+0oo R

Ck

Yo C"E% ey Alors par ’égalité de PARSEVAL :

I % gn = bl = lex(f * gn — )|

keZ

On calcule |ex(f * gn — k)| = 0 pourn > k, et c,(h) pourn < k, donc || f * g, — hHg =
2 lk|>n e (h)]? " 0 en tant que reste d’une série convergente.
n—-+0oo
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1213| ESPACES DE HILBERT. BASES HILBERTIENNES. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Espaces préhilbertiens et de HILBERT

I.A. Généralités [HL09, Ch3, p84]

Produit scalaire, espace préhilbertien, inégalité de CAUCHY-SCHWARzZ, H est alors normé
Identité du parallélogramme

REMARQUE 1. Toute norme vérifiant I'identité du parallélogramme dérive d’un produit sca-
laire et est donc une norme hilbertienne. C’est un critére pratique : (C([a, b], K) ) n'est
pas un espace préhilbertien par exemple.

oo

I DEfinITION 2. H est un espace de HILBERT s’il est complet pour la norme induite.

EXEMPLE 3.
« K™ muni du produit scalaire usuel, M,, (K) munide (A | B) = Tr(BT),C([0,1],K)
« Si (Hp)nen est une suite d’espaces de HILBERT, alors H = {(zp)nen €
[Len Hn | Xnen |2, ]> < oo} est un espace de HILBERT pour le produit scalaire
<(xn)nEN | (yn)neN>H = ZneN<xn | yn>Hn~

Orthogonalité, exemples

I.B. Projection sur un convexe fermé et conséquences

[Gou08, An.B, p407-416] [Bre99, Ch5, p79-82] [BMP05, §3.1.2, p95-107]

On se place sur un espace de HILBERT H.

THEOREME 4. [PROJECTION SUR UN CONVEXE FERME]
Soit C un convexe fermé d’un espace de HILBERT H. Alors :

Ve e H,Alp e C| ||z — p|| = d(x, C)

De plus, p est l'unique élément de C satisfaisant Ve € C,R((z —p | ¢ —p)) < 0.

I COROLLAIRE 5. Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors H = F & F*.

THEOREME 6. [THEOREME DE RIESZ-FRECHET]

Soit H un espace de HILBERT. Alors pour toute application ¢ € H’, il existe un unique
f € HtelqueYv € H,p(v) = (f | v).

De plus ¢ — f est une isométrie (|| f|| ;; = ||®|| g1/)-

REMARQUE 7.
de projection.

On a en fait juste besoin de C complet et H préhilbertien dans le théoreme

EXEMPLE 8. Contre-exemples:
« lorsque F n’est pas fermé : prendre H = (?(N) et F' 'ensemble des suites de H nulles a
partir d’un certain rang. F+ = {0} mais E # F,
« lorsque H est seulement un espace de BaNAcH : E = (R?|.||.). Les points
{(z,0)] —1 <z < 1} minimisent la distance de (0, 1) a Vect((1,0)).

APPLICATION 9. SoitT € L(H). Alors il existe un unique opérateur U € L(H ) tel que:

Vo,y € H,(T'(x) |y) = (x [ U(y))

THEOREME 10. [THEOREME DE LAX-MILGRAM]

Soita : H?> — R une forme bilinéaire continue et coercive. Alors pour tout ¢ € H', il existe
un unique u € H tel queVv € H,a(u,v) = £(v).

Side plus a est symétrique alors w est l'unique élément de H minimisantv — Sa(v,v)—{(v).

APPLICATION 11. [PROBLEME DE DIRICHLET FAIBLE]
Soit I =)0, 1[et f € L%(I).Alors

EIUGH&([)W’UGHé(I),/u'.vlJr/uv:/fv
I I I

De plus u minimise la fonction v — L [, [v/|* + 42 — [, fo.

1.
I1. A.

Soit H un espace de HILBERT.

Somme/base hilbertienne, exemples

Critéres de densité dans un espace de HILBERT. Théoreme d’existence d’une base hilbertienne
Formules de PARSEVAL, exemple

Coordonnées hilbertiennes, convergence dans H de 3 z,,e,, dés que 3 |z, |> < 400

Un espace de dimension infinie est isomorphe a ¢? sietseulementsiil est séparable
si et seulement si il admet une base hilbertienne

Définition de la convergence faible, par linéarité il suffit de le vérifier sur une base hilbertienne

Bases hilbertiennes et convergence faible

Bases hilbertiennes [HLO09, §3.4, p107] [BMPO5, §3.1.4, p107]

Convergence faible [HLO9, §3.2, p99]
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Convergence forte implique faible, réciproque vraie si de plus ||z, || " ]|
n—
Exemples simples
La boule unité est faiblement compacte
lll. Casdes espaces L’ [BLO7, ChVI, p149]

Soit (E, A, i) un espace mesuré.

ProPOSITION12. L2(E, A, u)estunespace de HILBERT pour le produit scalaire (. | .) défini
par (f | g) = [p fgdp.

APPLICATION 13. Existence de I'espérance conditionnelle d’une variable aléatoire L2.

ll.LA. Lespace L(T)
[Gou08, Ch4.5, p256-270] [QZ13, Ch4, p68-135] [BMPO5, §3.3.3/3.3.4, p127]
Onnote T = R/27Z, e, = €™ pourn € Z.On définit lorsque cela a unsens (f | g) =

27

o [T Fgydtet || f]l, = /T

I PrROPOSITION 14. La famille (e,,),cz est une famille orthonormée.

DEfiNITION 15. [COEFfiCIENT DE FOURIER]
On définit lorsque celaaunsens ¢, (f) = 5 |7 f(t)
cient de FOuRIER de f,oun € Z.

et dt = (f | e,) le n-iéme coeffi-

EXEMPLE 16.
sin=20

« Pour f =1j_, 4000 <a<monac,(f) = <inon

{ a/m
sin(na)/nw

1 sin=20

2CH° sinon

72n2

. Pourf:x—>1—f;z,onacn(f):{

DEfiNITION 17. [SOMME PARTIELLES DE FOURIER, DE FEJER]
On appelle somme partielle de Fourier d'ordre N € N la quantité Sy(f) =

ZnN:_N Cn(f)ew
On appelle somme partielle de FEJER d’ordre N € Nla quantité oy (f) = Zn 0 L SN ().

I REMARQUE 18.  On peut voir Sy (f) comme la projection sur Py = Vect((en)—N<n<n)-

DEfiNITION 19. [NOYAUX DE DIRICHLET, DE FEJER]
On appelle noyau de DIRICHLET a l'ordre N € N la fonction Dy = Zngzv en.

N-1
%ano Dn =

On appelle noyau de FEJER a lordre N € N la fonction Ky =
Zr]y:—N(l ‘Jy\Lrl)en

PROPOSITION 20. On a les propriétés suivantes :

Dl) SN(f):f*DN, Fl) O'N(f):f*KN,

D2) Dy estpairet| Dyl =1, F2) |[Knll; =1,

D3) i € T, Dy (a) = 22l2), F9) Yo € T, K (@) = & tery 2 0
F4) W6 €]0,7], [5<y<r K (t)dt N O

THEOREME 21. [THEOREME DE FEJER]
« Soit f € C(T). Alors |lon(f)|l

Ky —
N—+o00

« Soit f € LP(T) pourunp € [1,4o0[. Alors |lon(f)]|
imy—to0 lon(f) = fll, =

| fll, pour tout N > 1eton(f) =

f o=

» < |Ifll, pour tout N > 1et

I REMARQUE 22. On peut retrouver le théoréme de WEIERSTRASS a partir du premier résultat.

APPLICATION 23. F : C(T) — ¢o(Z), f — (cn(f))nez estinjective.

THEOREME 24. (e, ),z estune base hilbertienne de L?(T). En particulier, pour f € L*(T):

f=Snemen(Hen et |fl2 = cnlenlH)

APPLICATION 25. [CALCULS DE SERIES]

On peut reprendre I’ Exemple 41 pour calculer les normes des applications dans L% :poura €
[0,27] : 3", ene Smglm) z—a (premiére fonction) et ZneN* L= % (deuxieme fonction).

1 _ 2

On peut aussi calculerclasaquementz =Tetd (2n—1)2 = -

neN* p2

Soit I unintervalle de R.

Lespace L*(p,I) [BMPO05, §3.1.5, p110] [Dem96, §I1.5, p51]
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DEfiNnITION 26. Soit p : I — R une fonction mesurable, strictement positive et telle que
pourtoutn € N, [ [z|" p(z)dz < +oc. On ditalors que p est une fonction de poids.

DEfiniTION 27. Ondéfinit L2(I,p) = {f : I — Cmesurable| [, |f(2))? p(x)da < —i—oo}.

PROPOSITION 28. L?(I, p) est un espace de HILBERT pour le produit du scalaire (f | g), =

f[ f(f)mp(x)dx

PrOPOSITION 29. [l existe une unique famille (P,),¢c n de polynémes unitaires deux a deux
orthogonaux pour (. | .), et tels que deg(P,,) = n pour tout n.

EXEMPLE 30. Voir les dessins en annexe:
« PourI =Retp:a+—— e, les (P,)ne nsont les polyndmes de HERMITE,
« PourI =[-1,1]etp: x> 1,les (P,)ne n sont les polyndmes de LEGENDRE.

THEOREME 31. [BASE HILBERTIENNE DE POLYNOMES ORTHOGONAUX]
Soit p une fonction de poids. S’il existe oo > O tel que [, elel p(x)dx < +oo, alors la famille
(P,)nen est une base hilbertienne de L*(1, p).

EXEMPLE 32. Sans ’hypothése on a le contre-exemple suivant : soit la fonction de poids
w:x— x~ @ sur I = R, Alors (P,,),en ne forme pas une base de L?(I, w).

APPLICATION 33. Si ] est borné, on a donc nécessairement une base hilbertienne.
La famille (P, exp(—.2/2))n, pour (Py)ne n les polyndmes de HERMITE, est une base hilber-
tienne de L2(R).

ANNEXE

Théoréme de projection sur un convexe fermé
Polynomes orthogonaux

QUESTIONS

Q Soient A, B des convexes fermés disjoints d’un espace de HILBERT réel. On suppos A com-
pact. Montrer qu’il existe un hyperplan affine G séparant A et B, c’est-a-dire H \ G a deux
composantes connexes, dont 'une contient A et l'autre B.

R Considéronsp: A — Ry, z +—— d(z, B).Onad(A, B) = min(¢) > 0.

Soit a € A atteignant la distance et b = pp(a). Soity :  — (b — a | z). Montrons que
P(A) < O0etyp(B) > 0.
Siz € A,ona(z—a|b—a) <Oetsiy € B,ona{y—b|a—b) < 0etdonci(y) > (b| a—b)
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THEOREME D’INVERSION LOCALE, THEOREME DES FONCTIONS IMPLICITES. EXEMPLES ET APPLICATIONS
EN ANALYSE ET EN GEOMETRIE.

I. Théorémes d’inversion [Rou99, Ch5, p175] [Gou08, §5.3, p321]

TIL : on veut généraliser le fait que si f est C! et monotone alors f~! est C!

Définition d’un C*-difféomorphisme (local)

Théoreme d’inversion locale (figure) : c’est une condition suffisante

Contre-exemple : f(u) = u + u? sin(r/u) est dérivable de dérivée non nulle mais f n’est pas
localement injective en 0 car elle nest pas C!

Applications : M —— MP est un C!-difffomorphisme local en I,, — existence d’une racine
p-iéme matricielle, exp est un C!-difffomorphisme local en I,

Exemple [Gou08, ex02, p238]

Théoreme d’inversion globale

Contre exemple sans f injective [Rou99]

Application : changement de variables en coordonnées polaires, calcul de [, e~ dz
Interprétation du réle du jacobien comme limite d’un volume, en utilisant le TIL

Il. Théoréme des fonctions implicites

[Rou99, Ch5, p175] [Gou08, §5.3, p321]

TFI

Exemple en dimension 2 [Gou08, p326]

Exemple: f(h,x) = (x —a)(b—z) + ha>. Pour h suffisamment petit, on a trois zéros de f dont
on donne un développement asymptotique

Parametrage du cercle. Exemple d’application a la recherche de 0

Théoréme : TFl et TIL sont équivalents

lll. Changement de coordonnées [Rou9, Chs, p175]

Changement de coordonnées, application pour une EDP [Rou99, Ch5, Ex. 63]
Immersion, submersion, rang constant
Remarque : tout cela généralise le TIL

THEOREME. [LEMME DE MORSE]

Soit f : U — R une fonction de classe C3 définie sur un ouvert U de R™ contenant 0. On

suppose que df (0) = 0 et d* f(0) est non dégénérée, de signature (p,n — p).

Alors il existe un C'-difféomorphisme ¢ entre deux voisinages de ['origine de R™ tel que

6(0) = 0t f(a) = f(0) = plo)f + -+ o(o)] = ol@)fo =+~ (o) ouvoisinage
e .

THEOREME 1. [THEOREME DES EXTREMA LIES]

Soit f,g1,...,9r : U C R® — R des fonctions de classe C* définies sur U ouvert.
NotonsT' = {x € U | g1(x) = - - = g,(x) = 0}. Si fir admet un extremum localena € T'
et siles formes linéaires (dg1(a), . . ., dg.(a)) sont libres, alors il existe des réels (uniques)
AL, ..., A, appelés multiplicateurs de LAGRANGE, tels que

df(a) =Y Nidg;(a)
i=1

Application a la diagonalisation d’'un endomorphisme symétrique en base orthonormée

IV. Sous-variétés de R” [Rous9]

Sous-variétés, exemples, vecteurs tan gents,
Exemples : ouvert de R", espace discret, sphére
interprétation géométrique des extrema liés
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ANNEXE

Dessins des différents théorémes et de quelques exemples

COMMENTAIRES

Intérét du TIL est de résoudre ’équation y = f(z)! Celui du TFI est de trouver une paramétri-
sation de f(x,y) = 0 au voisinage d’un point annulateur. Faire un dessin pendant le speech!
Le [Rou99, Ch5] est bien adapté mais manque de certaines preuves.

QUESTIONS

Q Résoudre X3 + X% — X = A ou A est une matrice de M,,(R).
R Onpose f(X) = X3 4+ X? — X. f est différentiable et
df(X)H = X’H+ XHX + HX?/XH+ HX — H
Donc df (I,)H = 4H. Sur un voisinage de I, et A suffisamment prochede I,,,ona X =
7HA).
Q Calculer la différentielle de X € M,,(R) — X3.
R Soiton fait le calcul a la main, soit on introduit 'application trilinéaire (X, Y, Z) — XY Z.

Q Soit f :]0, 1[— R? injective sur son image et C'. Son image est-elle une sous-variété?
R Pasforcément! Penser au lasso.
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1215| APPLICATIONS DIFFERENTIABLES DEFINIES SUR UN OUVERT DE R". EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Autour de la différentiabilité

I. A.

Définition au sens de FRECHET, unicité, lien avec la dérivée sur R

Cas d’une fonction linéaire, bilinéaire, constante, ...

Propriétés de linéarité, de composition, de continuité

Classe C*, cas d’un C!-difffomorphisme

Différentielle du déterminant, d’une matrice puissance p, de 'inverse d’une matrice

[Rou99, Ch2, p39] [Gou08, §5.1, p303]

FRECHET-différentiabilité

I.B. Dérivées directionnelles et GATEAUX-différentiabilité

Définition, GATEAUX-différentiabilité

GATEAUX implique FRECHET, mais la réciproque est fausse! — contre-exemple

Caractérisation : unefonction estC! si et seulement si elle admet des dérivées partielles en tout
point de U qui sont continues sur U.

Gradient

I.C. Inégalités sur les applications différentiables

[Rou99, Ch3, p93] [Gou08, §5.1 p303]

Inégalité de la moyenne, cas d’un ouvert convexe et f k-lipschitzienne
Théoréme des accroissements finis. Applications

Il. Différentielle d’ordre quelconque [Rou99, Che, p275]

Classe C*, théoréme de SCHWARZ (contre-exemple lorsque la fonction n’est pas C?)
Formules de TAYLOR

lll. Théorémes d’inversion locale/globale et des fonctions im-

plicites
[Rou99, Ch5, p175] [Gou08, §5.3, p321]

TIL: on veut généraliser le fait que si f est C! et monotone sur I C R, alors f~! estC!.
Définition d’un C*-difféomorphisme (local)

TIL (figure) : c’est une condition suffisante

Contre-exemple : f(u) = u + u? sin(r/u) est dérivable de dérivée non nulle mais f nest pas
localement injective en 0 car elle n’est pas C'.

Applications : M s MP est un C!-difféomorphisme local en I,, — existence d’une racine
p-iéme matricielle, exp est un C!-diffomorphisme local en I,

Exemple [Gou08, ex02, p238]

TIG, contre-exemple sans f injective [Rou99]

Application : changement de variables en coordonnées polaires, calcul de [, exp —x?dx

Interprétation du réle du jacobien comme limite d’un volume, en utilisant le TIL

TFI

Exemple en dimension 2 [Gou08, p326]

Exemple: f(h,z) = (z —a)(b— x) + ha3. Pour h suffisamment petit, on a trois zéros de f dont
on donne un développement asymptotique

Paramétrage du cercle. Exemple d’application a la recherche de 0

Théoréme : TFl et TIL sont équivalents

IV. Changement de coordonnées [Rou99, Chs, p175]

Changement de coordonnées, application pour une EDP [Rou99, Ch5, Ex. 63]
Immersion, submersion, rang constant
Remarque : tout cela généralise le TIL

THEOREME 1. [LEMME DE MORSE]

Soit f : U — R une fonction de classe C> définie sur un ouvert U de R™ contenant 0.
On suppose que df (0) = 0 et d?f(0) est non dégénérée, de signature (p,n — p). Alors il
existe un C*-diffomorphisme  entre deux voisinages de l'origine de R™ tel que ¢(0) = 0
et f(z) — f(0) = p(x)}+ -+ (x)2 — p(x)2,, — - — ()2 au voisinage de 0.

V. Application a la recherche d’extremums
[Rou99, Ch5, p175] [Gou08, 5.2/3, p317/327]

Conditions nécessaires du premier/deuxiéme ordre, liens avec la signature de d? f (a) (lien avec
le lemme de MORSE)

THEOREME 2. [THEOREME DES EXTREMA LIES]

Soit f,g1,...,9- : U C R" — Rdes fonctions de classe C* définies sur U ouvert.
NotonsT' = {x € U | g1(x) = --- = g,(x) = 0}. Si fir admet un extremum localena € T'
et siles formes linéaires (dgy (a), . .., dgr(a)) sont libres, alors il existe des réels (uniques)
A1, ..., A, appelés multiplicateurs de LAGRANGE, tels que

df (a) = Z Xidg;(a)

Application a la diagonalisation d’'un endomorphisme symétrique en base orthonormée
Inégalité de HADAMARD
Sous-variétés : vers les extrema liés. Méthodes de gradient
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ANNEXE

Interprétation des différents théoremes (TIL, TFI). extrema ...

COMMENTAIRES

Il n’est pas obligatoire de parler de sous-variétés.

Il faut expliquer les problemes que l'on rencontre en dimension multiple : des caractérisations
par les dérivées directionnelles ne suffisent pas car on peut approcher le point autrement qu’en
suivant une droite! Lobjectif de la différentielle est de ne pas avoir besoin de regarder ce qu’il
se passe coordonnée par coordonnée

Le théoreme du rang constant permet de faire le lien avec les sous-variétés.

QUESTIONS

Q Onpose f(z,y) = 3,502 "a(nz)b(ny) ol a,b sont C' bornées et de dérivées bornées.
Montrer que f est différentiable.

R Onmontre que f converge normalement et donc estC°(R?). Ses dérivées partielles existent
et sont bornées et continues ... on en déduit que f estC'.

Q Soit f : St — S'. On considére F' : (r,0) — rf(0). F est-elle différentiable?

R Si F est différentiable, on a F(tr,e?) = tret/(¥) = L(tre) 4 o(t), donc L(r et/ () =
re/(9) donc L = F et F est linéaire.
Pour que F soit linéaire, on veut F(e?? +¢¥) = F(e?) + F(e'') = /(0 4 et/ (9) Cest
vrai si f est une isométrie, c’est-a-dire si f(6) = +60 + 6 (+ : rotations, — : symétrie).

Q ¢: Ar— T4 A est-elle différentiable ? Si oui calculer sa différentielle.

R 8ELJ50(A> = eTr(A) Eij sit 7& j, eTr(A) (A + EU) sinon.
Donc dp(A)(H) = e (H + 3, hi; A).

f@)=fW)
Ty siw 7y . Montrer que g est diffé-

f/(x) sinon

rentiable en a lorsque f est deux fois dérivable en a.

Q Soit f :]0, 1[— R dérivable. Soit g(z,y) = {

R Onregarde les dérivées partielles pour intuiter la différentielle.
On peut introduire p(t) = f(t) — f(a) — (t — a) f'(a) — "2 f7(a).

BIBLIOGRAPHIE

[Gou08] X.GOURDON : Les maths en téte - Analyse. Ellipses, 2¢me édition, 2008.

[Rou99] F.ROUVIERE : Petit guide de calcul différentiel. Cassini, 1999.
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EXTREMUMS : EXISTENCE, CARACTERISATION, RECHERCHE. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

Soit f une fonction a valeurs réelles définie sur un R-espace vectoriel normé E.

. Existence et unicité d’extremums

DEfiniTiION 1. Onditque f admetun minimum (resp. maximum) localen 2y € E s’il existe
un voisinage V de zg telque Vz € V, f(x) > f(xo) (resp.Vx € V, f(z) < f(xzo)).
On dit que f admet un minimum (resp. maximum) globalen xg € EsiVx € E, f(x) >

f(xo) (resp.Vz € E, f(z) < f(x0)).
Un extremum de f est un maximum ou un mimimum de f.

I REMARQUE 2.  Un extremum global est bien sur un extremum local.

EXEMPLE 3. 7 —— 2 admet un minimum global en 0. cos admet un maximum global en les
(2k7)kez. Lapplication z — (x — 1)z (z+ 1) admet un minimum local mais pas d’extremums.

I.A. Compacité et coercivité [Gou08, §1.3, p31] [BMPO5, §1.5, p26]

I PROPOSITION 4. Une fonction continue sur un compact est bornée et atteint ses bornes.

APPLICATION 5. Soit K uncompactde E, F unfermé de E, avec K et F disjoints. Alors K —
R,z — d(x, F') atteint son minimum noté d(K, F).

APPLICATION 6. Soit f une application définie sur un compact K et contractante. Alors f
admet un unique point fixe.

I DEfiniTiON 7. On dit que f est coercive si lim||,(|— 1o f(2) = +00.

EXEMPLE 8. Une norme est coercive. Une forme linéaire ne l’est pas.

PrROPOSITION 9. Si E = R™ et f est coercive et continue, alors f est minorée et atteint son
minimum global.

I.B. Convexité [BMPO5, §1.5, p26]

DEfiNITION 10. [ENSEMBLE CONVEXE, FONCTION CONVEXE]

Un ensemble E est convexe si pourtoutz,y € Eett € [0,1],onatz + (1 —t)y € E.

f estdite convexesiVz,y € E,Vt € [0,1], f(tz + (1 —t)y) < tf(z) + (1 —t)f(y).

f estdite strictement convexesiVx,y € E,Vt €]0,1[, f(tz+(1—t)y) < tf(x)+(1—1t)f(y).

I THEOREME 11. En dimension finie, si f est convexe alors elle est continue.

EXEMPLE 12. Une norme sur E est convexe. Pour A € S, (R), f : « — (Ax | ) est convexe
si et seulementsi A € ;7 (R), et strictement convexe si et seulement si A € S, (R).

PropPosITION 13. Si f convexe admet un minimum local, alors c’est une minimum global.
De plus 'ensemble des minima est convexe.
Side plus f est strictement convexe, alors elle admet au plus un minimum, qui est alors global.

I.C. Dans les espaces de HILBERT

[Gou08, An.B, p407-416] [Bre99, ChV/VIIl, p79-82/136] [BMP05, §3.1.2, p95-107]

Soit H un espace de HILBERT.

THEOREME 14. [PROJECTION SUR UN CONVEXE FERME]
Soit C un convexe fermé de H. Alors :

Ve € HAlp e C| ||z —p| = d(x,C)
De plus, p est l'unique élément de C satisfaisantVc € C,R((z —p | ¢ — p)) < 0.

EXEMPLE 15. SiC n’est pas convexe:soit H = RetC' = R\| — 1, 1[. Alors 1 et —1 minimisent
la distancede 0a C.

I COROLLAIRE 16. Soit F un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors H = F & F*.

APPLICATION 17. [THEOREME DE RIESZ-FRECHET]
Pour toute application ¢ € H’, il existe un unique f € H telque Vv € H,¢(v) = (f | v).
De plus ¢ — f est uneisométrie (|| f|| ;; = ||P|l g7)-

APPLICATION 18. Existence et unicité de 'adjoint d’un opérateur T' € H'.

THEOREME 19. [THEOREME DE LAX-MILGRAM]

Soita : H?> — R une forme bilinéaire continue et coercive. Alors pour tout ¢ € H’, il existe
un unique u € H tel queYv € H,a(u,v) = £(v).

Side plus a est symétrique alors w est 'unique élément de H minimisantv — La(v,v)—£(v).

APPLICATION 20. [PROBLEME DE DIRICHLET FAIBLE]
Soit I =]0, 1[et f € L3(I).Alors

EIuEHé(I)WUEH&(I),/u'.v’—i—/uv:/fv
I I I
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De plus u minimise la fonction v — L [, [v/|* + 2 — [, fu.

l. D.

On se place sur E = C et on considere f € H(2) ou Q est un ouvert connexe non vide de C.

Holomorphie [BMPO5, §2.5.2, p72]

| THEOREME 21. [FORMULE DE LA MOYENNE]

Soit zg € Qetr > 0tel que D(z, ) C L Alors f(zp) = 5= 02”

f(zo + rei?)do.
THEOREME 22. [PRINCIPE DU MAXIMUM LOCAL]
Soit f € H(Q) telle que supq, | f| est atteint. Alors f est constante.

I COROLLAIRE 23. Si f ne s’annule pas etinfg, | f| est atteint, alors f est constante.

THEOREME 24. [PRINCIPE DU MAXIMUM GLOBAL]
Soit f € H(Q)NC(Q). Alorsmaxq |f| = maxsq | f| ets’ilexiste zg € Q réalisant le maximum,
alors f est constante sur 2.

APPLICATION 25. [THEOREME DE D’ALEMBERT-GAUSS]
Tout polynéme de C[X] non constant admet au moins une racine complexe.

APPLICATION 26. [LEMME DE SCHWARZ]

Soit D = ID(0, 1). Soit f : D — D holomorphe telle que f(0) = 0.

Alors |f/(0)] < 1etVz e D\ {0}, |f(2)] < |z|.

De plus, si |f/(0)] = 1ous’ilexiste z € D \ {0}, tel que |f(z)| < |z|, alors f est une rotation.

Il. Extrema et calcul différentiel

[BMPO5, §1.3, p15]

Il.A. Conditions du premier ordre et applications
[Gou08, §2.1/5.2, p71/315] [Rou99, p327]

Soit U un ouvert de R™ et f définie sur U.

DEfiniTION 27.  Si f est différentiableenzy € U etsidf(xo) = 0, 0on dit que z¢ est un point
critique de f.

| PROPOSITION 28. Si xq est un extremum local de f et si f est différentiable en xq, alors
est un point critique.

EXEMPLE 29. Attention ce n’est qu’une condition nécessaire : z — 3 nadmet pas d’extre-
mum en 0.

EXEMPLE 30. Etude des extremumsde f : (z,y) — 2% + y* — 2(x — y)? : il N’y a pas de
maximum local, et les seuls minimums locaux sont globaux et sont +(1/2, —\/5).

THEOREME 31. [THEOREME DE ROLLE]
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b], dérivable sur |a, b| et telle que f(a) =
f(b). Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

APPLICATION 32. [THEOREME DES ACCROISSEMENTS fiNIs]
Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[. Alors il existe ¢ €]a, b]
tel que f/(c) = 7’(((’2:5(“).

II.B. Conditions du second ordre [Rou99, p327] [Gou08, §5.2, p315]
PROPOSITION 33. Soitxzg € U un point critique de f. On suppose f de classe C? en x. Alors :
(i) sixq estun minimum (resp. maximum) local, alors d? f (z) est positive (resp. négative),
(i) si d?f(xq) est définie positive (resp. définie négative), alors xq est un minimum (resp.
maximum) local.

EXEMPLE 34. Ce n’est pas une condition nécessaire : prendre z — z.

THEOREME 35. [LEMME DE MORSE]

Soit f : U — R une fonction de classe C? définie sur un ouvert U de R™ contenant 0. On
suppose que df (0) = 0 et d? f(0) est non dégénérée, de signature (p,n — p).

Alors il existe un C1-difféomorphisme o entre deux voisinages de l'origine de R™ tel que ¢(0) =
Oet f(z) — f(0) = p(x)] + -+ @(x)s — p(x)2,, — - — (x)? au voisinage de 0.

APPLICATION 36. Soit o un point critique de f tel que la hessienne de f est non dégénérée.
Alors c’est un minimum (resp. maximum) local si et seulement si la hessienne est de signature
(n,0) (resp. (0,n)).

De plus, si la hessienne est de signature (p,n —p) pour 1 < p < n— 1, alors on a des directions
v pour lesquelles z sera minimum local de h — f(x+ hv) et d’autres pour lesquelles z( sera
maximum local.

EXEMPLE 37. [cAsn = 2] Soit zo un point critique de f telle que D? f(zo) = ( Z ‘; ).Alors

o sirt—s2>0etr+1t>0,x0estun minimum local,
e sirt—s2>0etr+1t<0,xoestun maximum local,
. sirt — s2 < 0, g n'est pas un extremum,

« sirt — s? = 0, on ne peut pas conclure.
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EXEMPLE 38. Pour le dernier cas, on peut considérer :

flxy)=2"  flay)=-2* flz,y)=2"—y*

Il.C. Optimisation sous contraintes

[BMPO5, §1, p20] [Gou08, §5.2/3, p317/327] [Rou99, Ch7, p380]

THEOREME 39. [THEOREME DES EXTREMA LIES]

Soit f,g1,...,g- : U C R® — R des fonctions de classe C* définies sur U ouvert.
NotonsT' = {x € U | g1(2) = - - - = g,(x) = 0}. Si fir admet un extremum localena € T’
et si les formes linéaires (dgy (a), . . ., dg-(a)) sont libres, alors il existe des réels (uniques)

AL, ..., A\, appelés multiplicateurs de LAGRANGE, tels que

df (a) = Z Aidg;i(a)

APPLICATION 40. Tout endomorphisme symétrique de £ admet une valeur propre réelle.

APPLICATION 41. [INEGALITE DE HADAMARD]
(i) Soientzy,...,z, desvecteursde (E, (. |.)) un espace préhilbertien (réel ou complexe). .
Alors [det(((z; | 25))1<ij<n)| < TTi—y [l
(ii) Soientxy,...,x, desvecteurs de C". Alors |det(xy,...
signe la norme hermitienne standard sur C".
Dans les deux points, on a égalité si et seulement si la famille {z; }, _, ., est orthogonale ou l'un
des vecteurs est nul.

yan)| < Ty [l2illp, o |-l dé-

11l.
Ill.A. Méthode de NEWTON

Optimisation numérique
[Rou99, Ch4, p140]

THEOREME 42.
Soit f : [c,d] —> R une fonction C?, ol ¢ < d, et telle que f(c) < 0 < f(d)et f' > 0
sur [c, d). On considére la suite récurrente définie par zo € [c,d] et xp41 = Ty — ]{,(é ’;)) pour
neN
Alors en notant a 'unique O de f,ona:

(i) ilexiste o > 0 tel que pour tout zy € [a — o, a+ ], (z,,)nen converge vers a de maniere

quadratique : il existe C > 0 telle que Vn € N, |y, 41 — a| < C |z, — al>.
(ii) side plus f"" > 0sur [a,d], alors pour tout xo €la,d], (z,)nen €st strictement décrois-

santeet T, 11 — @ ~pstoo gf/—((“a))(xn —a)2

APPLICATION 43. Approximation des zéros d’un polynéme.

I1l.B. Méthode de descente [FGN12, §1.21, p39-41]

THEOREME 44. [METHODE DE GRADIENT A PAS OPTIMAL]
Soit f : R™ — R elliptique, c’est-a-dire f est C! et telle qu’il existe o > 0 satisfaisant

Va,y €R"(Vf(z) = Vf(y) |z —y) > alz - y|”

On définit (zn)nen pParzo € R™ etz 11 = Ty — ppV f(xy) 0l py, = argmin,,. o f(zn —
pV f(x)). Alors (z,)nen converge vers l’'unique minimum global de f.

APPLICATION 45. Soit A € S/ T (R) etb € R". Lapplication f : 2 — 2(Az | z) — (b | z)
admet un unique minimum T caractérisé par Vf(z) = AT — b = 0. On converge vers cette
solution par lalgorithme de gradient a pas optimal.

IIl.C. Probléme des moindres carrés

Soientn,p € Net A € M,, ,(R)etb € R™. Onchercheunvecteurz € RPtelque ||b — Az||, =
infyere [|b — Ayll,.

[AK02, Ch7, p135]

PROPOSITION 46.
(i) Il existe toujours une solution au probléme,
(ii) x est solution si et seulementsi AT Ax = AT,
(iii) Sin > petrg(A) = p, AT Aestinversible etil existe une unique matrice réelle B triangu-
laire inférieure, a diagonale positive, telleque AT A = BB, etalorsx = (BB")"'ATb
est une solution.
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ANNEXE
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SPEECH

La recherche d’extremums a de nombreuses applications dans divers domaines (informatique,
économie, ...). Dans cette lecon on s’intéresse d’abord aux conditions d’existence et d’unicité,
selon que 'on soit sur un compact, dans un espace de HILBERT, ... puis on fait ensuite le lien
avec le calcul différentiel, notamment si f est définie sur X C F espace vectoriel normé de
dimension finie, les extrema sont a chercher parmi les points critiques, les points intérieurs a
X ou f n’est pas différentiable et les points non intérieurs a X (faire un schéma).

QUESTIONS

Q SoitA e M, ,(R)derangp < netbe R x — ||Az — b||, admet-elle un minimum?

R Posons f : & — || Az — b|5. Alors f est différentiable et Vf(X) = ATAX — ATbs’annule
sietseulementsiz = (ATA)"*A"b (car ATA € M, (R) a méme rang que A, donc est
inversible!). Ainsi || Az — b|, > ||A(AT A)"'ATb — b||, et ce minimum est atteint.
Q Minimiser X TY oY € R"estfixéet ", 2? < 1.
R Ondéfinit f: X — X Yetg:a—s |z — 1.
Montrons d’abord que si f est convexe sur C' convexe, elle atteint son maximum sur 9C'. En
effet, f est convexe donc est continue. Si z* = argmax f ¢ 9C, écrivons z* = Zle i
ou (z;)1<i<e € OC et Zle i = 1, les (\;)1<i<¢ étant strictement positifs. Par convexité
puis définition de z*, f(2*) < >, Nif(x;) < f(a*) etdonc f(z;) = f(z*) pourl < i < /.
Dans notre probléme, f est linéaire donc convexe, donc maxgo,1) — f est atteint surS(0, 1).
Sur la sphére,ona Vg(X) = 2X # 0,etdf(X)H = (H | Y). Le théoréme des extrema
liés donne que si X est un extremum local il existe A € R telle que df (X) = Adg(z), ce qui
donne A = £2/[|Y ||y, puis X .Y = £ [|Y||,.
Remarque : on pouvait utiliser directement 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ.

Q Soit f : R® — R de classe C? telle que pour tout z, les valeurs propres de d? f(x) sont
dans [a, 8] avec a > 0. Montrer que f a un unique minimum global.

R Onad>f(z)(h,h) > a|h|>. On en déduit que f(h) — £(0) — df(0)h > < ||h||*. Donc f
est coercive. Elle atteint son unique mimimum global. Pour le trouver, on peut utiliser l'al-
gorithme de gradient a pas fixe. Quelle condition suffisante sur le pas 7 faut-il pour avoir

convergence?
Posons F(X) = X — 7V f(X).OnadF(X)(H) = H — 7H d?f(X)H, donc dF(X) =
I —7V?f(X).Comme || V?(f(X))||, < B, 0naconvergencesiT < 4.
En fait Sp(dF (X)) C [1 — 78,1 — Ta] donc p(dF (X)) < max(|]1 — 76],1 — Ta) < 1 pour
T< 3
Q Soit f € H () qui ne s'annule pas. Soit z = ming | f|. Montrer que z € Jf).
Rg= % € H (). On applique le principe du maximum a g, qui atteint ses bornes sur 99,
donc son minimum z € 1.

1. ilestclair que ker(A) C ker(AT A). Réciproquementsi AT Az = 0, ...
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES X’ = f(t, X ). EXEMPLES D’ETUDE DES SOLUTIONS EN DIMENSION 1 ET 2.

. Autour duthéoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ
[Ber17] [QZ13, ChX, p353] [Gou08, Ché, p353]

I.A. Définitions [Berl7, Ch1]
Equation différentielle, ordre, on se raméne a l'ordre 1 matriciellement

Solution maximale, globale (implique maximale, mais pas l'inverse)

Probleme de CAUCHY, solution d’un probléme de CAUCHY, exemple

I.B. Existence et unicité locale [Ber17, §3.2, p84]

Fonction localement lipschitzienne par rapport a la seconde variable

THEOREME 1. [THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ (CAS GLOBALEMENT LIPSCHITZIEN)]
Soient I un intervallede R et f : I x K™ — K" continue, et globalement lipchitzienne
par rapport a la seconde variable pour une norme ||.||. Soit (to,40) € I x K™.

Alors il existe une unique solution y globale de y' = f(t,y) telle que y(to) = yo.

Probleme linéaire, exemple, non linéaire, exemple

I.C. Durée de vie des solutions

Solution maximale non globale : exemple de 2’ = 2.
Théoréeme des bouts, cas ou O = K" : solutions non bornées ou en temps infini
Lemme de GRONWALL, cas oU f est lipschitzienne : solution maximale définie sur I tout entier

[Ber17, §3.8, p107]

1.
I1. A.

Equation linéaire, théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ avec solutions globales

Structure de I’ensemble des solutions, base de solutions, wronskien, ensemble des solutions
Méthode de la variation de la constante, exemple d’une équation avec des solutions mélant
polynomes et exponentielles

Résolution des équations différentielles

Le cas linéaire [Berl7, Ch2, p25]

Exemple des équations de BERNOULLI et de RICATTI

Equations de BERNOULLI, de RICATTI [Gou08, §6.3, p371] [Ber17, §4.2, p133]

Equations différentielles et séries entiéres
[QZ13, §X.VI, p408/435] [Gou08, p245]

1. C.

Il est souvent judicieux de rechercher des solutions particulieres d’équations différentielles
sous forme de série entiére, notamment lorsque les fonctions coefficients sont des polynémes.

THEOREME 2. Soient p(z) = Y, ~,pna” et q(x) = 3, -, qnx" convergeant pour z €
| — R, R[ou R > 0. Alors pour tout ag, a1 € C, il existe une unique solution y sur] — R, R| de
y' +py' + qy = 0avec y(0) = ag et y’(0) = a4, y étant développable en série entiére.

ApPPLICATION 3. Calcul des solutions de ¢ + zy = 0 avec y(0) = 1ety’(0) = 0,de (1 —
22)y" —afy =2sur] —1,1[oude2z(1 — x)y’ + (1 — 2z)y = 1sur]0, 1[.

Ill. Etude qualitative

1l A.

Systéme autonome, les résultats de la premiere partie restent valables

[Ber17, Ch5/6, p177-262] [QZ13, §X.IV, p380]

Définitions

11l. B.

Point d’équilibre, point stable, instable, asymptotiquement stable
Isocline — informations sur les champs de vecteurs tangents

Si JJ(L‘) t—:)oo Too et y(t) t—:>oo Yoo> f(xooayoo) =0.

Etude du systéme de LOKTA-VOLTERRA

Points d’équilibres et isoclines

IIl.C. Linéarisation

Stabilité du systéme linéaire en fonction des valeurs propres.
Noeuds, foyers, cols, ...

[Ber17, §6.2, p239] [Rou99, §3.3, p127]

THEOREME 4. [STABILITE DE LIAPOUNOV]

Soit f : R™ — R™ de classe C* telle que f(0) = 0. Si les valeurs propres de A = D f(0)
sont toutes de partie réelle strictement négative, alors l'origine est un point d’équilibre
attractif du systeme y' = f(y).

Exemples
Contre-exemple lorsque 'on n’a plus les hypotheses : il peut se passer n’importe quoi!

ENS Paris-Saclay - 2018/2019

Antoine BARRIER - https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Page 158 sur 238


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Agrégation - Lecons 220 - Equations différentielles X’ = f(t, X ). Exemples d’étude des solutions en dimension 1 et 2.

ANNEXE

Diagramme de stabilité des solutions
Portrait de phase du systéme de LOKTA-VOLTERRA
Schéma d’EULER

QUESTIONS

Q Siz(t) H_+>oo ZToo €t y(t) H—+>oo Yoo, Montrer que f(Zoo, Yoo ) = 0.

R Si ce nest pas le cas, il existe ¢; tel que |f(x(t),y(t))] > x > 0pourt > t;.0n a alors

z(t) = z(t1) + fttl x'(s)ds > x(t1) + p(t —t1) S oo Contradiction.
— 400

Q Calculer la moyenne de x sur une période du systéme de LOKTA-VOLTERRA.
_ T T 4 c c c
ROnaz =g [y a(t)dt =7 [y &+ §dt = 35T —0) = 3.
Q Résoudre z’ = f(x) avec f(x) = xl1(x) + L1 4o0[(x) et une condition initiale (to, zo)
quelconque.

R f est lipschitzienne donc admet une unique solution globale. On étudie ensuite selon la
valeur de x, puis on fait les raccords, ...

Q Si F : R® — Rdeclasse C! est telle que (f(y) | y — v) < o — B ly||* pourun v € R™ et
a, 3 > 0, étudier la durée de vie des solutions de 3y’ = f(y).

R Il existe une unique solution globale a condition initiale fixée par le théoreme de CAUCHY-
LipscHITZ. Si (y, I) est une solution maximale,on a:

(W' (1) [ y(t) —v) < a— By

On en déduit que (y/(¢) | y()) < a+ (y/(t) | v) — Blly(0)]|* Ainsisig : t — [[y(t) — o],
ona # <a- B@ — B9 dol By(t) + ¢'(t) < 2a + Bz||* puis en appliquant le
lemme de GRONWALL on vérifie que la durée de vie est infinie.
Autre possibilité : on trouver une boule assez grande telle que l'on ne sort pas de la boule.
Q Quediredez’ = cos(z + t2)?
R Les solutions existent, sont de durée de vie infinie car bornées en temps fini.
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[221] EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES. SYSTEMES D’EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES.
EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Théorie des équations différentielles linéaires
[Ber17] [QZ13, ChX, p353] [Gou08, Ch6, p353]

I. A.
l. B.

Equation linéaire, théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ avec solutions globales

Définitions et généralités
Existence et unicité de solutions globales, structure des solutions

THEOREME 1. [THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ (CAS LINEAIRE)]
Soient I unintervallede R et A, B € C(I, M,,(K)). Soit (to,y0) € I x K™
Alors il existe une unique solution y globale de y' = Ay + B telle que y(to) = yo.

Durée de vie des solutions
Résolution explicite

I. C.
1.

Il.A. Equations a coefficients constants
il. B.

Méthode de la variation de la constante, exemple d’une équation avec des solutions mélant
polynémes et exponentielles

[Ber17, Ch2, p25]
Méthode de la variation de la constante

I1. C.

Il est souvent judicieux de rechercher des solutions particulieres d’équations différentielles
sous forme de série entiére, notamment lorsque les fonctions coefficients sont des polynémes.

Développements en séries entiéres  [Qz13, §X.vI, p408/435] [Gou08, p245]

THEOREME 2. Soient p(x) = 3, -, pna” €t q(x) = 3, 5, qna"™ convergeant pour x €
| — R, R[ ot R > 0. Alors pour tout ag, a1 € C, il existe une unique solution y sur] — R, R| de
y" 4+ py' + qy = 0avec y(0) = ag et y’'(0) = ay, y étant développable en série entiére.

APPLICATION 3. Calcul des solutions de y"” + zy = 0 avec y(0) = lety’'(0) = 0,de (1 —
22)y" —xfy =2sur] — 1,1[oude2z(1 — x)y’ + (1 — 2x)y = 1sur]0, 1[.

I1. D.

Equations de BERNOULLI, de RICATTI, ramenées a des équations différentielles linéaires

Changements de variables [Gou08, §6.3, p371] [Berl7, §4.2, p133]

IIl. Etude qualitative

. A.

Systeme autonome, les résultats de la premiére partie restent valables

[Ber17, Ch5/6, p177-262] [QZ13, §X.IV, p380]

Définitions

Point d’équilibre, point stable, instable, asymptotiquement stable
Isocline — informations sur les champs de vecteurs tangents
Siz(t) S Too ety(t) e Yoo montrer que f(Zoo, Yoo) = 0.

Points d’équilibres et isoclines

Etude du systéme de LOKTA-VOLTERRA

1. C.

Stabilité du systéme linéaire en fonction des valeurs propres.
Noeuds, foyers, cols...

Vers les équations non linéaires [Ber17, §6.2, p239] [Rou99, §3.3, p127]

THEOREME 4. [STABILITE DE LIAPOUNOV]

Soit f : R™ — R" de classe C" telle que f(0) = 0. Si les valeurs propres de A = D f(0)
sont toutes de partie réelle strictement négative, alors ['origine est un point d’équilibre
attractif du systéme y' = f(y).

Exemples
Contre-exemple lorsque I'on n’a plus les hypotheéses : il peut se passer n’importe quoi!
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Agrégation - Lecons 221 - Equations différentielles linéaires. Systémes d’équations différentielles linéaires. Exemples et applications.

ANNEXE

Diagramme de stabilité des solutions
portrait de phase du systeme de LOKTA-VOLTERRA
Schéma d’EULER

COMMENTAIRES

Voir U'intro historique du [Gou08].

On peut définir les équations différentielles linéaires sur des espaces de BANACH ... mais ce
n’est pas du tout une bonne stratégie : il faut faire attention quand on revient en dimension
finie et cela engendre des difficultés. Bref rester dans K™. Il estimportant de bien travailler les
premiéres questions post-développement : résolution d’une équation différentielle, exemple
d’application du théoréme de CAUCHY-LIPSCHITZ.

QUESTIONS

Q Résoudre zy’ = y + x.

R Onse place sur]0, +oo[ puis | — oo, 0[ pour serameneray’ — £ = 1.
Les solutions homogénes sonty, : © — C ||, puis par variation de la constante on obtient
une solution particuliere, d’oti y(z) = Cz + z In(|z|) sur RY etR*.
On regarde ensuite si ’on peut raccorder (penser que la solution doit alors étre C'!)

Q Considéronsy’ = Ay pour A € M3(R) de rang 2. Montrer que les solutions restent dans
un méme plan.

R On admet qu’il existe une matrice B de rang 1 telle que BA = 0. On remarque alors que
B(exp(At) — I) = 0,donc Im(exp(At) — Id) C ker(B) de dimension 2.
Si z est une solution avec z(0) = 2o, alors z(t) = (e —I)yo + yo € ker(B) + yo.

Q Soit f C! ettelleque f' +af — 0Oaveca > 0.Montrerque f, f’ — 0.

t——+oo t—+oo
R SiA=f'4+af,onaVe, f(z) = f(0)e ** +e 9 fom e \(t)dt.

Dot | [ e A(t)dt| < |||l [y €™ dt = [|A[| (e® —1), donc f est bornée.
Puis f/(z) = —af(0) e~ —ae™® [ e™ X(t)dt + \(z) donc f’ est également bornée.
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[222] EXEMPLES D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES LINEAIRES.

SPEECH

Lidée de cette lecon est d’étudier quelques exemples illustrants des techniques de résolution
d’EDP. Dans un premierily a des méthodes directes, comme I’équation de transport résolue par
un changement de variables dans le cas d’une vitesse constante. Dans le cas général on peut se
placer sur une courbe sur laquelle ’EDP se transforme en une EDO. Ensuite pour I'’équation des
ondes, c’est encore un changement de variables qui permet d’obtenir une équation simple; on
obtient un céne de dépendance et d’influence. La théorie de FOURIER est un outil également
utile : dans le cas périodique, les séries de FOURIER permettent sous certaines hypotheses de
régularité, d’obtenir des solutions périodiques et plus généralement, on peut utiliser la trans-
formée de FOURIER, par exemple en introduisant une transformée de FOURIER partielle par rap-
port a la variable d’espace qui va simplifier '’équation dans le domaine de FOURIER, on revient
ensuite a la solution via la transformée de FOURIER inverse. Notons également les techniques
hilbertiennes : les EDP n’ont pas nécessairement besoin d’hypothéses de régularité trop im-
portantes : notion de solution faible. Pour finir on peut parler de ’équation de LAPLACE qui se
résout en introduisant les fonctions harmoniques.

QUESTIONS

Q Pourquoi H!([0,1]) est un espace normé?

Q Pourquoi la convergence forte implique la convergence faible?

Q Résoudre O,u + cd,u = u avec condition initiale u.

R On considére une trajectoire t — (X (t),t) avec X de classe C'. Soitw : t — u(X (t),1).
On calcule w'(t) = (X'(t) — ¢)Oyu(X (t),t) + w(t). Prenons X (t) = a + ct aveca € R.On
aw’ = wdoncw = Ae’ pour A € R, et la condition initiale donne A = ug(a).
Onaalorsw(t) = ug(a) e puisu(x,t) = u(x — ct + ct, t) = ug(x — ct) e'.

Q Etendimension supérieure? Siu : R" — Resttelleque .7 | a;0,,u = 0?

R OnaVu € A'.Fixons une variable comme étant le temps, par exemple t = x,,. On prend
an, = 1 pour Uinstant, de sorte que 0,z + Z?;ll a;0y,u = 0.Prenons X : R — R"~! de
classe C' etw : t — u(X (), ). On obtientw’(t) = 7N (X! (t) — ai)Ba, ui.

On prend X! = a;, de sorte que X (t) = ¢ + Z,’f:_f ta;e;. Alorsw = Aetdoncw(t) =
u(X(0),0) = uo(C)-

Q Résoudre z0,u + yoyu = ar/x? — y2.

R Passons en coordonnées polaires : u(z, y) = v(r, #). v vérifie d,v = a doncv(r,0) = ar +
c(0) puis limg_, . v = limg_,_, v donc limg_, Jgv = limy_, _, Dy, et ainsi c € C*(T).
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[223] SUITES NUMERIQUES. CONVERGENCES, VALEURS D’ADHERENCE. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

Dans cette legon, on considére des suites a valeurs dans K = R ou C.

I. Autour de la convergence de suites [Gou08, §1.2/Ch4, p19/191]

—

e (ou
n—-+o0o

Définition d’une suite convergente/divergente, exemples de u,, = (1 + 1/n)"

plussimple...),deu, = (—=1)"

Unicité de la limite, somme, produit de limites ... Une suite convergente est bornée

lim inf, lim sup : existence et unicité, la suite converge vers ¢ si et seulement si £ = liminf =
lim sup, exemple d’une suite sous-additive [QZ13]

Valeur d’adhérence, caractérisation, exemples

Convergence si on a une unique valeur d’adhérence

Théoréme de BoLZANO-WEIERSTRASS

Exemples des suites arithmétiques et géométriques

Suites de CAUCHY

Il. Comportements de suites réelles

[El11]

K = R dans cette partie, sauf mention explicite (théoréme de CESARO)
Théoréme des gendarmes, exemples
Suites adjacentes, exemple [Gou08, p198], segments emboités

Il.A. Comparaison asymptotique [Gou08, §2.2, p85-93]

DEfiniTION 1. Soient u et v deux suites. On dit qu’au voisinage de 400 :
+ v domine u, et on note u,, = O(vy,),siAC > 0,3Ing € N|Vn > ng, lu,| < C |v,l,
« u est négligeable devant v, et on note u,, = o(vy,), si Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, |u,]|
€ [vnl,
« uetwvsont équivalentes, et on note u,, ~ vy, Siu, — v, = o(vy,).

IN

EXEMPLE 2. 1?2 +sin(n) = O(n?) etn? + sin(n) ~ n?

PROPOSITION 3. On les propriétés suivantes :
(i) oetO sontstables parsomme, c’est-a-dire siw,, = o(w,) etv, = o(w,), alors u, +v, =
o(wy,), et de méme avec O,
(ii) o, O et ~ sont stables par produit, passage a une puissance. Par exemple siu,, = O(wy,)
etv, = O(zy), alors u,v, = O(wWy 2y ), PUIS Sity, ~ Wy, €t vy, ~ 2y, AlOrs w, vy, ~ Wy 2.

REMARQUE 4. Larelation ~ n’est pas compatible avec ’'addition:n+2 ~n+1let—n ~ —n
mais 2 4 1.

Définition d’un développement asymptotique.

THEOREME 5. [SOMMATION DES RELATIONS DE COMPARAISON]

Soient u = (uy,)nen a valeurs dans K et v = (vy,)nen 0 valeurs dans RT. Notons Sy, (u) =
Y oh<n ket Ry(u) =3, uy (et de méme S, (v) et R, (v)) les sommes partielles et restes
d’ordre n € N associés. Alors :

Up, = o(vy) Uy, = O(vy,) Uy, ~ Uy,
2onen Un < 400 | Rn(u) = o(Ry(v)) | Bn(u) = O(Rn(v)) | Rp(u) ~ Rn(v)
ZnGN Up = +00 | Sp(u) = 0(Sn(v)) | Sn(u) = O(Sn(v)) | Su(u) ~ Su(v)

II.B. Etude de suites récurrentes [FGN07, p99-103] [Gou08, Ch4, p191]

THEOREME 6. [THEOREME DE CESARO]

Soit (an)nen € CN telle que ay, R CAlors 150 ap — L

n—-+oo

APPLICATION 7. Soit f une application continue définie au voisinage de 0" admettant un

développement asymptotique en 0 de la forme f(xz) = x — az® + o(z*), 00 a > 0 et

a > 1. Alors pour ug > 0 assez petit, la suite v définie par u,, 1 = f(u,) pourn € Nvérifie
1

Up ~ — _—1_-
(na(a—1))a=1

Exemplesde f = sinet f = log(1 + .).

APPLICATION 8.  Soit (uy, )nen la suite définie par ug € R et, pour toutn € N, u,4q =
u, +e~"n. Alorson ale DA, suivant: u, = Inn + 22 + o (122),

n

Suites récurrentes linéaires [Gou08]

lll. Approximation [Dem96, ChIV, p93] [Rou99]

Approximation d’un irrationnel par des rationnels [Gou08, Ch4, p196]

Coefficient de convergence, convergence géométrique, quadratique

Suites récurrentes avec point fixe : vitesse de convergence en fonction de la dérivée en le point
fixe ...

Méthode de ROMBERG-RICHARDSON [Dem96, §l11.5.2, p85]
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Agrégation - Lecons 223 - Suites numériques. Convergences, valeurs d’adhérence. Exemples et applications.

SPEECH
TH_EOREME 9. . 5 s , Etude les suites numériques permet de comprendre les nombres réels (constructions, suites
Soit f : ¢, d] _> R une fonc’t/on ¢ Ouf < d, ettelle que f(c) <0 < f(d) et]; >) 0 sur des décimauyx, ...) et offre un cadre fondamental qui ameéne des applications en analyse, inté-
[c, d]. On considére la suite récurrente définie par xy € [c,d] et xp11 = ; — ]{,(f;’;) pour gration, analyse complexe, probabilités, ...
n €N
Alors en notant a 'unique O de f,ona: COMMENTAIRES
(i) il existe o« > 0 tel que pour tout zy € [a — a,a + al, (Tn)nen cONverge vers a de
maniére quadratique et il existe C > 0 telle que Vn € N, |z, 11 — a| < C' |z, — a|>. Une bonne introduction historique : [FGNO7, p57].
(ii) si de plus f” > 0sur [a,d], alors pour tout z¢ €la,d], (x,)nen est strictement dé-
croissante et x,, 11 ~ L) () — a)2 QUESTIONS
n+1 “n—+oo 2f7(a) \*'n

. — + ’)
Autre méthode - descente de gradient Q Pour quels § € R la suite (u,, = cos(nf)),en converge-t-elle?

R Distinguer selon que 6/m est commensurable ou non : si non la suite ne converge pas car
elle est dense dans [—1, 1], si oui elle est périodique donc ne converge que si § € 27Z.

Q Méme exercice avec (v, = sin(nf)),en.

R On montre qu’une suite converge si et seulement si l'autre converge. Nécessairement la li-
mite est alors 0 ... Autre maniére de faire : penser que cos(nf) = R(e™?) puis utiliser le
théoréme de CESARO.

Q Donner un développement asymptotique de u,, = /1 + u,_1 oUuy = 1.
R On montrer que u,, < 2/n = o(n) par récurrence. Puis :

U1 = V(1 +up/n) = Vn(1+1/2u, /n+o(u,/n)) = Vn+1/2u,/vV/n+o(u,//n)
Donc u, ~ /n puisu,+1 = /1 + 3 + o(1). En réinjectant on obtient

1 1

Un+1 :\/ﬁ+2 an

+o(1/n)
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EXEMPLES DE DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES DE SUITES ET DE FONCTIONS.

Soit K = Rou C et (X, d) un espace métrique.

I. Comparaison de suites et de fonctions [Gou08, §2.2, p85-93]

I.A. Relations de comparaison

DEfinITION 1. Soient f et g deuxapplicationsde D C X avaleurs dans K et soit a un point
d’accumulation de D. On dit qu’au voisinage de a :
« f est dominée par g, et on note f(z) =

xr—a

VD, |[If(x)] < Cllg(x)ll,
« f est négligeable devant g, et on note f(z) =

r—a
VD, |f(z)] <ellg@)l,
« fetgsontéquivalentes, et on note f(z) ~
T—ra

O(g(x)),si IC > 0,3V € V(a),Vx €
o(g(z)),sive > 0,3V € V(a),Vzx €

g(x),si f(z) —g(x) =

REMARQUE 2. Ces définitions sont valables pour des suites numériques : prendre X = N,
E =RouCeta= +o0.Dans ce cas, on omettra le n — 400 qui est implicite.

EXEMPLE 3.
« n? +sin(n) = O(n?) et n? + sin(n) ~ n?,

R « — Bx « — T
Poura, s > 0,2 i o(e*) etx i o(f%),

« Si f(x) = 32° — 2 + 2% alors f(z) =0 o(z), f(z) o o(x%) et f(x) ~ 32°.

z—0

PROPOSITION 4. On les propriétés suivantes :
(i) oetO sont stables par somme, c’est-a-dire si f = o(p) et g = o(¢), alors f + g = o(p),
et de méme avec O,
(i) o, O et ~ sont stables par produit, passage a une puissance. Par exemple si f = O(p1)
etg = O(p2), alors fg = O(p19p2), puissi f ~ 1 etg ~ s, alors fg ~ p1pa.

REMARQUE 5. Larelation ~ n’est pas compatible avec 'addition:n+2 ~n+4+1let—n ~ —n
mais 2 4 1.

Dans cette partie, I désigne un intervalle de R non trivial. On considere f : I — K.

Développement limité

DEfiNITION6. Soientn € N*eta € I.0nditque f admetun développement limité d’ordre
n au voisinage de a (noté DL, (a)) s’il existe ag, . . . , a,, € K tels que, au voisinage de a, on
af(x)=astai(z—a)+ - +an(x—a)"+ ol(x — a)").

Dans la suite quitte translater f, on supposera que a = 0 (etdonc0 € I).

THEOREME 7. [FORMULE DE TAYLOR-YOUNG]
Si f est n fois dérivable en 0, alors f admet le DL,,(0) suivant :

(g
(@) = (@) + F(@)@ —a) + -+ D @~ ) 4 o(x — a))

n!

EXEMPLE 8. Développements limités de fonctions usuelles. [VOIR ANNEXE].
APPLICATION 9. [THEOREME CENTRAL LIMITE]
Soit (X;);en~ une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de carré intégrable. Alors :
n L
ﬁ > i (Xi — E[Xq]) njoo

Z ~ N(0, Var(X1))

PROPOSITION 10. f est continue (resp. dérivable) en 0 si et seulement si f admet un DL (0)
(resp. DL;(0)).

REMARQUE 11. On ne peut pas généraliser ce résultat a n > 1: par exemple pour f définie
par f(z) = x3sin(%), on a que f admet un DL (0) mais n’est pas deux fois dérivable en 0.

I ProposITION 12. Si f admet un DL,,(0) pour unn € N, alors il est unique.

PROPOSITION 13. [DERIVATION/INTEGRATION DE DL]
On a les propriétés suivantes :
(i) Si f etdérivableetsi f’ admetun DL, (0) de laforme f'(z) = Y j_, axz*+o(z™), alors
fadmetunDL,, ;1 (0) de la forme f(x) = f(0) + >_,_, 752! + o(z"F1),
(ii) Si f estn > 2 fois dérivables en 0, alors f" admet un DL,,_1(0).

PROPOSITION 14. [SOMME ET PRODUIT DE DL]
Soitg : I — Kune autre application. Supposons que f et g admettent un DL, (0) et écrivons
f(x) = Pp(x) + o(z™) et g(x) = Qn(z) + o(z™) avec P, Q,, € R, [X]. Alors:
() f + gadmetunDL,(0) et (f + g)(z) = (P + Qu)(z) + o(z™),
(i) f x gadmetunDL,(0)et(f x g)(z) = R,(x)+ o(x™) ou R, est le reste de la division
euclidienne de P, Q,, par X"+,
(i) Sig(0) # 0, alors 5 admetunDL,,(0) et (f/g)(z) = Ry (z) + o(z™), ou R, est 'unique
polynéme de K[X] tel que P, s’écrit P,, = R,Q,, + X"*1S,, avec deg(S,) < n.
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Agrégation - Lecons 224 - Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions.

PROPOSITION 15. [COMPOSITION DE DL] Il. Exemples de développements asymptotiques de suites
Soit g : J — K une autre application, ot J est un intervalle de R tel que xo = f(0) € J. .. ..

Supposons que f(x) = P, (x) + o(z") admet un DL, (0) et que g(zo + h) = Qn(h) + o(h7) | Il- A« Series numeriques [Gou08, §4.2, p201-206]
admet un DL, (zo). o

Alors g o f admet un DL,,(0) et g o f(z) = R,(x) + o(z™) ou R,, est le reste de la division T"FOREME 23. [SONEMAT'ON DES RELATIONS DE COMP‘}RA'SON] N

euclidienne de Q,, o P,, par X"+, Soient u = (un)nen a valeurs dans K et v = (v, )nen 0 valeurs dans RT. Notons S, (u) =

Zkgn uy et R, (u) = ), ux (et de méme S, (v) et R,,(v)) les sommes partielles et restes

s . . d’ordre n € N associés. Alors :
APPLICATION 16. DL3(0) de arcsin a partir du DL(0) de sin.

Uy, = 0(vy) Uup = O(vy,) Uy ~ Up,
. . D nenUn < 400 | Ry(u) = 0o(Rn(v)) | Bn(u) = O(Rn(v)) | RBn(u) ~ Rn(v)
I.C. Developpement asymptotique > enVn = 100 | Su(w) = 0(Su(v)) | Su(w) = O(S,(v) | Su(u) ~ Su(v)

DEfiNITION17. Soita € X.On appelle échelle de comparaison un ensemble £ de fonctions
définies au voisinage de a dans X sauf éventuellement en q, et telles que si f, g € &, alors

f = gou bien f _ 0(9) ou bien g= O(f) THEOREME 24. [COMPARAISON SERIE-INTEGRALE]

Soit f : Ry — R une fonction décroissante continue par morceaux.
Alors la série de terme général (positif) [ | f(t)dt — f(n) converge.
EXEMPLEal& BX = Ra = +o0:& = {zr—a®|aeR} et & = |} gpparticulier, > f(k)et(fy f(t)dt)nen ont méme natureetona:

{z — 2*(In(2))’ |, B € R}. - siy f(k) converge, alors [, f(t)dt <Y, f(k) < [ f(t)dt,

- siy f(k)diverge,alors Y, -, f(k) ~ Jo f@t)at.

DEfiniTiOoN 19. Soient f : D € X — K un application et a un point d’accumulation

de D dans X. Soit k € N*. On appelle développement asymptotique & k termes de f par | APPLICATION 25. [SERIES DE BERTRAND] Soient o, 3 € R. Alors ) m < +o0

rapport a une échelle de comparaison £ au voisinage de a (noté DA (a)) toute expression | sietseulementsia > lou(a=1,8 > 1).

delaformecy fi + cofo + -+ + ci fr telle que (Ci)lgigk € Kk, (fz‘)lgigk € EFet:
(i) fiz1 = o(fi;)pourtoutl <i<k—1, ) ) .

(i) f@) =, efi(e) +cafal@) + -+ cufile) + ol fila)): peeri i

I PROPOSITION 20. A £ fixé, le DAy, s’il existe, est unique.

DEfiNITION 27. [NOMBRES ET POLYNOMES DE BERNOULLI]
REMARQUE21. Undéveloppement limité est un développementasymptotique parrapporta z— g est developpal?le en serie enzlere surun dIbSqU: D,.(0) pourunr > 0.
I'échelle de comparaison constituée des fonctions du type 2%(a € N). On en déduit 'unicité * Onnote (by)nen lasuite telle que =23 = >°, - 72" sur ce disque.
du développement limité a tout ordre. Notons que l'on peut généraliser le DL a a = +-oo si + Ilexiste une suite de polyndmes, notée (B, )nen, telle que 2= = >, le(!z) 2™ par
+oo € ITenconsidérantf = {z — 7% |a € N} etonserameneen(enposant X = 1/z. produit de CAUCHY.
APPLICATION 22. Les DA permettent de préciser la position relative d’une courbe par rapport | | PRopPosiTion 28. Pourn € Netx € C,ona:
a une tangente ou une asymptote. Par exemple, considérons f(z) = x3 sin (%) pourz # 0 et (i) Bu(l—2) = (—1)"Bn(z) (iv) B,(0) = B, (1) = by, pourn > 2
— — 3 (1 1 1 1 2 1 - n n 4 n — Pn = Un = 4
f(0) = 0.Alors f(z) W (2 — 55 + 1305 + 0(55)) lorsquez — +oodoncy = 2% — ¢ (,,) B\, = (n+1)B, (v) bonss = 0.
est une asymptote par valeurs inférieures de f en +oo. (iii) Bn(z +1) — Bp(x) = nz" 1,
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THEOREME 29. [FORMULE D’EULER-MACLAURIN] [Gou08, §4.7, p301]

Soientm < n € Z,r € N*et f : [m,n] — C une fonction de classe C". Alors :
- 1
— - (e— 1) (e-1)
kE_ fk)y= | f(O)dt+ S[f(m) E f - (m)] + Ry

1)+t

oUR, =

)(t)dt ol B, (t) = Bu(t — [t]).

[ B

APPLICATION 30. [SERIE HARMONIQUE]

SoitrGN*.OnaHn:lnn+’y+ﬁ*22 llbffnu +O( )

Il. B. Suites récurrentes [FGNO7, p99-103]

THEOREME 31. [THEOREME DE CESARO]

Soit (an)nen € CN telle que ay, - CAlors L0 ap — L
n—-+0oo

n—-+oo

APPLICATION 32. Soit f une application continue définie au voisinage de 0" admettant
un développement asymptotique en 0 de la forme f(z) = z — az® + o(z®), 0t a > 0 et
a > 1.Alors pouruo > 0 assez petit, la suite u définie par u, 1 = f(u,) pourn € N vérifie

Upy ~ —— L
(na(a—1))a—T1

Exemplesde f = sinet f = log(1 + .).

APPLICATION 33. Soit (uy, )nen la suite définie par ug € R et, pourtoutn € N, u, 11 =
u, + e~ . Alorsonale DA suivant:u, =Inn + 22 4+ o (1“”).

II.C. Suites définies de maniére implicite

Les suites définies a partir d’'une famille de polynémes sont fréquentes. On se ramene alors a
l’étude de ses polynémes, sans forcément qu’il y ait de méthode générale.

[FGNO7, p127]

EXEMPLE 34. Soit a,, la plus grande racine réelle de X" — 2nX + 1.

Alorson ale DA, suivant:a, = 1 + 1“(2") + o (nn).

EXEMPLE 35. Soit (uy, ),ecn Une suite de réels telle que, pour tout n € N, u> + nu,, — 1 = 0.

Alorson ale DA, suivant:u, = £ — L + 0 ().

n

1118
1. A.

Exemples de développements asymptotiques de fonctions

Fonctions définies par une intégrale [Gouo08, §3.4, p159]
THEOREME 36. [INTEGRATION DES RELATIONS DE COMPARAISON]

Soient I = [a,b[un intervalle semi-ouvertdeR, f : I — Retg : I — R’ des applications
continues par morceaux sur I. Alors lorsque x — b, on a les mémes résultats qu’au théoréme
23, en remplagant les sommes partielles par des intégrales entre a et x, et les restes par des
intégrales entre x et b, et la condition de sommabilité de v par Uintégrabilité de g.

[UTILISATION DE LINTEGRATION PAR PARTIES]
z dt
2

(k=D x
+ % +o0 %
log” z log” x
PROPOSITION 38. [METHODE DE LAPLACE] [Rou99, p322]
Soient [a, b] un intervalle de R, ¢ : [a,b] — R de classe C* et f : [a,b] — C telle que
e~ 0% fsoitintégrable pourun certainty € R. Onsuppose que f estcontinueenaet f(a) # 0,
etque ¢’ > 0surla,b], ¢'(a) = 0ety”(a) > 0. Alors:

b
/ @ f(a)de  ~ i

t—+4o00 2@”(@)

EXEMPLE 37.
Pour x > 2, on définit le logarithme intégral Li(z) =

[Gou08, p169]
.Alorson ale DAy (+00):

T 1z

Li(z) =

logz  log?z

e~ f(a)
Vit

APPLICATION 39. [FORMULE DE STIRLING] Onal'(t+1) ~ tle™t/27t.

t——+oo

lll. B. Fonctions définies par la somme d’une série [Gou08, p154/282]

EXEMPLE 40. Soit f

f0+°° f(t)dt converge et est non nulle. Alors pour ¢

WS fnt) o~ 5 f () da

[0,+0c0o[— R une fonction C,,, et décroissante, telle que

> 0, Y% f(nt) converge et

EXEMPLE 41. [FONCTION ZETA]
Soit¢ s > L. Alors((s) = L5+ +o0(1)ol~estlaconstante d’EULER.
s—1—

lll.C. Fonctions définies comme solution d’une équation différentielle
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ANNEXE

Développements limités usuels en 0

Soita € R.

(1+x)a=1—|—aa:+a

n!
1 2 3 n n
1,$:1+$+x +z 4+ 2" 4 o(z")
2 3 n
ln(lfx):xf%f% ~~~~~ — +o(z")
.’L’2 xS n
! =1tadopt ot + — +o(z")
2 gt 2n ,
_ 1 _ i _1\n n+1
cose=1= 50+ 7 D Gy o)
P p2nt1 ,
= — ... — n+2
sine =z — o —|—5' + (1) (2n—|—1)!+0($ )
. — 220 o
= T T +1
coshz =1+ o1 + o +- 4 o)l +o(z )
A p2n+1 ,
i = B T n+2
sinha =@+ op 5 ot gy Fol )

(a=1) ,

ala—1)(a—2)..(a—n+1)

e

" + o(a™)

SPEECH

Les développements asymptotiques et développements limités sont des outils apparaissant
dans presque tous les domaines des mathématiques. Ils permettent en effet de comprendre le
comportement typique d’une fonction ou d’une suite en un point ou en linfini, en les compa-
rant a des fonctions usuelles telles les puissances de z combinées avec des puissances de In.
Premiére partie : introduction des notations o, O, ~ qui sont trés pratiques de par leur stabilité
et la malléabilité de ’écriture. On notera toutefois qu’il faut faire attention avec les équivalents.
On introduit d’abord les développements limités parce que dans un cours de sup, il vaut mieux
considérer d’abord ce cas qui est plus simple et évite des notations lourdes que les étudiants
auraient du mal a assimiler. On étend ensuite cela aux développements asymptotiques qui la
plupart du temps utilisent les familles de 'exemple.

Dans la suite, les développements asymptotiques étant avant tout des outils, on doit surtout
les illustrer par une multitude d’exemples, les plus variés possibles. Dans un premier temps,
on étudie les exemples de développements asymptotiques de suites. Les suites auxquelles on
s’intéresse sont celles que l’'on retrouve fréquemment comme les séries, les suites numériques
ou encore les suites définies a partir de polynomes.

Enfin les développements asymptotiques de fonctions sont aussi fréquents. La encore on s’in-
téresse a des fonctions définies de maniéres classiques: intégrales a paramétres, séries de fonc-
tions, ou encore solutions d’équations différentielles.

COMMENTAIRES

Il faut s’entrainer pour étre a l'aise avec toutes les méthodes ... Lecon avec des outils de niveau
prépa mais qui peut étre rapidement compliquée.

QUESTIONS

Q Trouver un DA de la série des 1/k? (en utilisant la formule d’EULER-MACLAURIN).
Q Trouver le DA3(0) de arcsin.

Q Onpose P, = X™ + X" ! + 2X — 1. Montrer qu’il existe un unique z,, > 0 tel que
P, (z,) = 0. Montrer que (z,,),cn est croissante et converge vers 1. [FGNO7, p127]
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SUITES VECTORIELLES ET REELLES DEFINIES PAR UNE RELATION DE RECURRENCE v, | = f(uy,).
EXEMPLES. APPLICATIONS A LA RESOLUTION APPROCHEE D’EQUATIONS.

I. Généralités sur les suites récurrentes

I.A. Suites récurrentes réelles

Définition a tout ordre, on se place dans le cadre ordre 1 (en fait en utilisant un cadre matriciel
on pourra toujours se ramener a ce cas-1a)

Exemples des suites arithmétiques, géométriques, homographiques

Propriétés de monotonie lorsque f est croissante/décroissante sur des intervalles stables
Lemme de la grenouille [FGNO07, §2.19, p86]

[Gou08, Ch4, p191]

I.B. Suites récurrentes vectorielles

Permet notamment de se ramener a un ordre 1

Equation caractéristique

Application a la résolution d’une suite récurrente linéaire d’ordre p.
Exemple de la suite de FIBONACCI

Il. Points fixes et suites récurrentes

Il.A. Théorémes de points fixes [Dem96, ChiV, p93] [Rou99] [Gou0s, §1.2, p21-23]

Définition d’un point fixe, toute suite récurrence convergente converge vers un point fixe de f
Exemples d’existence de points fixes (théoreme des valeurs intermédiaires) : f : [0, 1] — [0, 1]
continue, f : R — R telle que limsup,_, , ., f(z)/z < 1.

Théoréme du point fixe de PICARD, corollaire avec une itérée

Exemple/contre-exemple

Vitesses de convergence en fonction de la dérivée, point fixe attractif, répulsif (schémas),
exemple du sinus itéré

Noyau de transition, chaines de MARKOV, mesure invariante, existence, cas de non unicité ...
Existence dans le cas F fini, convergence sous conditions vers la mesure invariante

Applications en probabilités [BLO7, ChVIII, p193]

Application a la résolution d’équations par des méthodes
itératives

lIl.A. Méthode de NEWTON [Dem96, ChIV, p93] [Rou99]

THEOREME 2.
Soit f : [c¢,d] — R une fonction C?, ot ¢ < d, et telle que f(c) < 0 < f(d) et f' > Osur
[c, d]. On considére la suite récurrente définie par xo € [c,d] et zp11 = Ty —
n €N,
Alors en notant a 'unique O de f,ona:
(i) il existe o > 0 tel que pour tout g € [a — a,a + &, (Tn)nen cOnverge vers a de
maniére quadratique : il existe C' > 0 telle que¥n € N, |z,11 — a| < C |z, — al’.
(ii) si de plus f"” > 0sur [a,d], alors pour tout zy €|a,d], (x,)nen est strictement dé-

1"
. a
croissante et 41 — @ ~n_stoo —fo,((a)) (v, —a)

PROPOSITION 1. [PROCESSUS DE BRANCHEMENT DE GALTON-WATSON]
Soient (X7); j>1 des v.a. i.i.d. a valeurs dans N. On note y leur loi, m leur espérance et on
définit le processus (Z, )nen par Zo = let Zp1 = ZiZ="1 X,i’“rl pourn € N, et enfin
p=P(3n >0]|Z, =0).Alorssiu+# d,ona:

« sim < 1, p=1eton aextinction du processus presque surement,

« sim > 1, p < 1etilyaune probabilité strictement positive de survie.

Et en dimension quelconque

lll.B. Méthodes de descente de gradient [FGN12, §, p39]
Méthodes de descente de gradient

Gradient a pas optimal

lll.C. Résolution de systémes linéaires [AK02, PIV, p153]

Idée : décomposition réguliere A = M — N avec M facile a inverser

On définitzg € K" etx, 1 = M~Y(Nx, +b). Si cette suite converge, la limite est la solution
de Az =10

Théoréme : la méthode itérative converge pour tout x si et seulement si p(M ~1N) < 1. Dans
ce cas, vitesse de convergence est géométrique

Exemple : méthode de RICHARDSON

Pour une matrice A hermitienne définie positive, si M, N est une décomposition satisfaisante,
ona M* + N est hermitienne et si elle est définie positive, alors p(M~1N) < 1

Méthode de Jacosi : on prend pour D la diagonalede A.Ona M !N = I, — D~ A (on peut
supposer D inversible quitte a permuter les colonnes de A)

Si A est hermitienne, on a convergence si A et 2D — A sont définies positives

Méthode de GAUSS-SEIDEL : on prend pour M la matrice triangulaire inférieure issue de A, et
pour N 'opposé des coefficients restants. Si A est hermitienne définie positive, on a la conveer-
gence de la méthode car M* + N lest aussi

Remarque : les itérations correspondent & un calcul matriciel, on a donc n? opérations. Les
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inversions de M nécessitent n opérations pour JACOBI, n2 /2 pour GAUSS-SEIDEL, donc pour un
nombre d’itération < n, ces méthodes sont plus rapides que les méthodes directes

I1l. D.
Méthode de la puissance pour trouver la plus grande valeur propre en module, ainsi qu’un vec-
tor propre, vitesse géométrique
Matrices de GIVENS, méthode de JAcoBI: Ay, . diag(A,(;)) pourunoc € &,

—+o0

Recherche de valeurs propres [AK02, Ch15, p215]

ANNEXE

Suites du sinus itéré
Méthode de NEwWTON en dimension 1
Points fixes attractifs/répulsifs, selon la valeur de | f'| et le signe de f’

COMMENTAIRES

Une lecon facile a remplir, il faut sélectionner ce sur quoi on est a l'aise.

QUESTIONS

Q Etudier la suite définie par récurrence par ,, 11 = sin(z,,). Donner un équivalent.

R x, € [-1,1] pourn > letsi f = sin, on a que f est croissante sur cet intervalle donc la
suite est monotone et converge vers un point fixe de f sur cet intervalle. Cela ne peut étre

que0.Doncz, — O.
n—-+o0o
3
En utilisant le DL3 de sin, on a que z,,41 — 2, ~ — 2.
On étudie =, | — = qui converge vers la limite finie L pour 3 = —2.

On a donc par le théoréme de CESARO que x,,2 ~ n/3 et ainsi z,, ~ \/g

Q Si f est continue de [0, 1] dans [0,1] et .41 = f(x,), montrer que (z,,),
si et seulement si |z, 11 — x| —+> 0 (lemme de la grenouille).
n——+0oo

converge

R Le sens direct est évident. Réciproquement, supposons que (z,),, posseéde deux valeurs
d’adhérence distinctes ¢, ¢', alors on a que [¢, ¢'] est un ensemble de valeurs d’adhérences
par hypothése (faire un dessin). L'ensemble des valeurs d’adhérence est donc connexe. Vé-
rifions qu’une valeur d’adhérence est un point fixe. Si .,y — £, alors f(z,(n)) — f(£)
et par hypothése on en déduit que f(¢) = ¢. Comme on a un segment de valeurs d’adhé-
rences, donc de points fixes, on a que dés qu’un des termes est dans le segment, la suite
est constante. Ce qui contredit le fait que l'on ait deux valeurs d’adhérence. Donc il y a une
unique valeur d’adhérence et la suite converge.

Q Considérons ¢ : (a,b) — (%=, Vab). Montrer (ay,), et (b,), ont méme limite. Montrer

que la convergence de (a,, — by,), vers 0 est géométrique.

R On a que ap,b, € [min(ag,by), max(ao, by)] pour tout n. On vérifie par récurrence que
(an)n est décroissante et (b,)., est croissante et de plus a,, > b,,. Les deux suites sont donc
convergentes. Si elles convergent vers {1, {5, alors on a (¢1,43) = (%, Vl103), ce qui
n’est possible que si ¢ = /5.

Q Soit f : R —» R de classe C2 telle que 3 ||A||> > V2f(z)(h,h) > a||h||*>. Montrer que f
a un unique minimiseur et donner un algorithme convergeant vers ce minimiseur.

R Utiliser la formule de TAYLOR avec reste intégral. Une méthode a descente de gradient
convient.
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CONTINUITE ET DERIVABILITE DES FONCTIONS REELLES D’UNE VARIABLE REELLE. EXEMPLES ET
APPLICATIONS.

Soit I unintervallede R et f : I — R une application.

I. Généralités autour de la continuité et de la dérivabilité
[Gou08, §2.1, p69]

l. A.

Continuité, dérivabilité, exemple de fonctions continue, dérivable, continue non dérivable (va-
leur absolue), de dérivée non continue (z — z%sin(1/xz))

Dérivabilité implique continuité

Lien avec les développements limités

Fonctions lipschitziennes, notion d’uniforme continuité

Fonctions convexes

Stabilité par composition, somme, produit, formules de la dérivée associée ...
Dérivée de la fonction réciproque lorsque f’ ne s’annule pas ...
Formule de LEIBNIZ

Définitions et exemples [Gou08, §1.1/2.3, p12/94]

Propriétés de stabilité et dérivations successives

Résultats autour de la continuité et de la dérivabilité
[Gou08, §2.1, p69]

II.A. Théoréme des valeurs intermédiaires

TVI, applications basiques : il existe un zéros entre a et bsi f(a) f(b) < 0,un polynéme de degré
impair admet une racine

Une fonction continue sur un intervalle compact [a, b] est bornée et atteint ses bornes

Cas d’une fonction continue coercive sur R

[Gou08, §1.3/1.4, p31/41]

Il.B. Théoréme de HEINE [Gouo08, §1.3, p31]
Théoréme de HEINE.
Exemples : fonctions continues périodiques, ou continues avec une limite finie en doo,

deuxiéme théoréme de DINI

1. C.

Théoréme de ROLLE, inégalité des accroissements finis, régle de ’Hospital

Théoréme de ROLLE et accroissement finis

Il.D. Densité des polynomes [QZ13, §XIIL.II.1, p518-519]

THEOREME 1. [THEOREME DE WEIERSTRASS]
R[X] est dense dans C([a, b],C, ||.|| ) poura < b € R.

Casou I = RR: cela ne fonctionne plus

Si ff f(z)x"dx = 0 pourtoutn alors f = 0si f est continue

Plus généralement théoreme de STONE-WEIERSTRASS — densité des polynémes trigonomé-
triques

Formule de TAYLOR avec reste intégral, formule de TAYLOR-YOUNG
Formule de TAYLOR pour un polynéme ...
Application : méthode de NEWTON

Formules de TAYLOR [Rou99, Ché, p278]

Il.A. Suites de fonctions

Soient (f,,)nen et f des fonctions de I dans R.
Prolongement par continuité de f.

Théorémes de passage a la limite

[AF91,El11]

EXEMPLE 2. [Hau07, p235] Pour f,, : € [0,1] — 2™, 0nalim,, y oo lim, ;- fn(x) =1 #
0= hmm_>1— hmn_>+oo fn (J}').

THEOREME 3. Soita € 1 tel que f,(z) — £, € Ret f, %} f sur un voisinage de a.

Alorslim,,_, y o £, etlim,_,, f(x) existent et sont égales. Autrement dit :

i ) = I i)

—  f

THEOREME 4. Dans le méme contexte, siles ( f,,)nen Sont continues en a et si f,, >
n——+0o0

sur un voisinage de a, alors f est continue en a.

1
n>1 n*

— 1.

EXEMPLE5. (:2>1— ) n
TrT——+0o0

est continue et {(x)

APPLICATION 6. Une série entiére de rayon de convergence R > 0 est continue sur Dg(O).
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Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples et applications.

REMARQUE 7.  On ne peut rien dire sur le cercle de convergence : par exemple avec

> nso(—1)"2" = 11 définie pour |z| < 1,0na 1 — 1/2mais 35(—1)" diverge.

PROPOSITION 8.  Soit I un intervalle de R, on suppose les (f,)nen dans C*(I,R) telles que
% getf, > fAlorsfecCYHI,R),f, — fetf =g
n——+00 n——+o0o

n——+00

COROLLAIRE 9.  Siles (f,)nen sont CF([a, b, R) et telles que £ ﬁ gppourp < k
avec £ " gialorsgo € CH((a, b, R), fu > goetgy =g, pourp < k.

EXEMPLE 10. Soit f,, : t — exp(tu) (u € R). Alors f, estC= et fi) : t+— 3 (s u,

EXEMPLE 11. [Hau07, p241] Importance de la convergence uniforme de (f},),en : considérer

fo(x) = /22 + 1/n.

lll. B. Intégrales dépendant d’un paramétre

[BP15, §8.3, p140-147] [Far00, §VII.2, p98]

Soit (E, A, i) un espace mesuré.

THEOREME 12. [CONTINUITE SOUS LE SIGNE INTEGRALE]
Soient I unintervalledeRet f : I x E — Ktelles que:

« pourtoutt € I, x — f(t, ) est mesurable,

* pour p-presque tout x, t — f(t, x) est continueenty € I,

« il existe g intégrable telle que pour toutt € I, |f(t,x)| < g(z) u- p.p..
Alorst — [, f(t,x)du(x) est bien définie sur I et est continue en t,.

APPLICATION 13. Lafonction I est continue sur R .

THEOREME 14. [DERIVATION SOUS LE SIGNE INTEGRALE]
Soient I unintervallede Ret f : I x E — K telles que:

« pourtoutt € I, x —> f(t,x) estintégrable sur E,

. pour,u presque tout x, t — f(t,x) est dérivable surl,

St,x)| < g(x) p-p.p..
(t, z)du(z) est définie, derlvable surTetF' :t— [, %{(t, x)dp(x).

Alors F :t— [, f

sinx) o—t=_on montre que [ S gy — 1,
T 0 x

APPLICATION 15. Prenant f : (¢, 5

x) —

COMMENTAIRES

Faire un dessin de la continuité et de la dérivabilité lors du speech.

La difficulté de la lecon est d’aller plus loin que le programme du lycée voire de sup. C’est une
lecon vague qui peut aller jusqu’aux distributions si on est a l'aise dessus. Le plan continuité
puis dérivabilité n’est pas forcément le plus palpitant : plutot essayer de trouver des liens, faire
un plan par thémes.

Il est important de mettre beaucoup d’exemples et de contre-exemples.

On peut également parler du théoreme de DiNI, du théoréme fondamental de 'analyse (avec la
formule de TAYLOR avec reste intégral!) ou du théoréme d’AscoLl.

QUESTIONS

Q Continuité au sens de CESARO : que peut-on dire de f telle que pour toute suite (z,,), telle
quex, —> xausensde CESARO, alors f(x,) = f(z) au sens de CESARO?
n—-+0o0

n—-4o0o

R On montre qu’une telle application conserve les barycentres...
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FONCTIONS MONOTONES. FONCTIONS CONVEXES. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Fonctions monotones

I.A. Généralités [RDO98, §4.3, p118] [Gou08, §4.3, p228]

Fonction monotone, exemples et contre-exemples

Caractérisation avec la dérivée

Exemples : fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle, monotonie d’'une homogra-
phie

Stabilités par somme, produit

Existence d’une limite a gauche, a droite

Ensemble des points de discontinuité est au plus dénombrable

Théoréme de DINI

Fonctions a variation bornées
Fonctions convexes

[RDO98, §4.3, p114] [Gou08, §2.4, p114]

[Gou08, §1.5/2.3, p51/94] [BMPO5, §1.5.1, p26]

II.A. Généralités

I DEfiniTioN 1. A C E estconvexesiVa,b € A,Vt € [0,1],(1 —t)a+tb € A.

EXEMPLE 2. Un intervalle de R est convexe, une boule de E est convexe.

DEfiniTiION 3. f: E — Restdite
« convexesiVa,b € E,Vt €]0,1[, f((1 —t)a+tb) < (1 —t)f(a) +tf(D),
« strictement convexe siVa,b € E,Vt €]0,1[, f((1 — t)a +tb) < (1 —t)f(a) + tf (D),
« concave si — f est convexe.

EXEMPLE 4. Une application affine est convexe et concave.
EXEMPLE 5. Toute norme ||.|| de E est convexe, non strictement convexe dés que E # {0}.

ProposITION 6. [ : E — R est convexe si et seulement si
« By = {(z,y) € R?| f(x) < y} est convexe,
« Vn € N* V(ay,...,a,) € E"V(t1,...,t,) €
Bar((f (i), t:):)).

Liens entre convexité et monotonie

(Ry)™ \ {Ogn }, f(Bar((as, t:):)) <

PROPOSITION 7. I — R ou I est un intervalle de R. f est convexe
si et seulementsi :
 pourtouta € I, z —> W est croissante sur I \ {a},
« pourtouta,z € I, f'(a)(z — a) + f(a) < f(x),
« [’ est croissante,
R f// > 0.
les trois derniéres équivalences ayant lieu lorsque f est assez réguliére (C* ou C?).
On déduit de la premiére équivalence qu’une fonction convexe sur I est continue sur I° et

Soit f

admet une dérivée a droite et a gauche en tout point de I°.

EXEMPLE 8. exp est convexe, log est concave. Fonction convexe non continue : voir annexe.

1.
1. A.

Applications

Inégalités de convexité [Gou08, §1.5/2.3, p51/94] [BMPOS5, §1.5.1, p26]

EXEMPLE 9. On ades inégalités provenant de la convexité/concavité de certaines fonctions :

2
1] 20 <sin(0) <9
T

VreR,e*">1+x 5

Vye]— 1,400l In(l+y) <y Voe [o,

PROPOSITION 10. [INEGALITE ARITHMETICO-GEOMETRIQUE]
. 1 n
Soientn € N*etay,...,a, € Ry. Alors 3/ar. . an < ;> ., a;.

EXEMPLE 11.
a

On peut généraliser pour toute famille a;, ..., a, € Ry etby,... b, € RY,on

(all’l e ai’{‘)l/b S % Z?:l biai Ol:l b= Z?:l bz

PROPOSITION 12. [INEGALITE DE YOUNG] Soient p, g > 0 tels que ]% + % = 1. Alors pour tout
avec égalité si et seulement si a? = b9,

a,beRy,onaab < %Jr%

APPLICATION 13. [INEGALITES DE HOLDER ET DE MINKOWSKI]
Soit (E, A, 1) un espace mesuré. Soit p € [1,+o0] et g sont exposant conjugué. Pour toutes
fonctions f,g : E— Kmesurables,ona || fgll, <I[|fIl, llgll,, puis|lf +gll, < [IfIl, + llgll,-

Soit (£2, .4, P) un espace probabilisé. Soit X une variable aléatoire.
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PROPOSITION 14. [INEGALITE DE JENSEN]

Si X € L' et ¢ est convexe, alors p(E[X]) < E[¢(X)]. De plus, si ¢ est strictement convexe,

on a égalité si et seulement si X est constante presque siirement.
APPLICATION 15. Soit X3, ..., X, desv.a.i.i.d. de loi £(6) pour un paramétre # > 0 inconnu.
Alors X,, = L3 | X, est un estimateur sans biais fortement convergeant de E[£(6)] = 1.
Alors % est un estimateur fortement convergeant avec biais de 6.

n

PROPOSITION 16. [INEGALITE DE HOEFFDING]
Soient (X;)1<i<n des variables aléatoires indépendantes telles que pour tout i, X; €
[ai, b;] p.s. pour des réels a; < b;. Alors pour toutt > 0:

P30 Xi — E[XG]| > t) < 2exp(—2t2/ 320 (bi — a:)?)

APPLICATION 17. Soient (X;)1<;<, des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de RADEMACHER centrées, c’est-a-dire P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1/2. Alors:

Wt > 0, P00, Xo| > 1) < 2exp(— )<y

. B. Etude de suites récurrentes

Suite récurrente : selon la monotonie, le signe de u,, 1u,, est soit constant soit alterné
Comparaison série-intégrale. Application : série harmonique

[EL11, §1.5/2.2, p38/91] [Ouv09, p162/508]

DEfiNITION 18. [FONCTION GENERATRICE, FONCTION CARACTERISTIQUE]
Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N presque slirement. On définit gx la fonction
génératrice de X par gx(s) = E[s¥] = 3", ., P(X = k)s* (lorsque la série converge).

PROPOSITION 19. gy est bien définie, croissante et convexe sur [0, 1]. Si de plus P(X =
k) > 0 pour au moins un k > 2, alors gx est strictement convexe sur [0, 1].

PROPOSITION 20. [PROCESSUS DE BRANCHEMENT DE GALTON-WATSON]
Soient (X ); j>1 des v.a. i.i.d. a valeurs dans N. On note y leur loi, m leur espérance et on
définit le processus (Zp)nen par Zo = let Z, 1 = ZiZ;H XZ-”Jr1 pourn € N. et enfin
p=P(En >0|Z,=0).Alorssipu # d,ona:

« sim <1, p=1eton a extinction du processus presque surement,

« sim > 1, p < 1etilyaune probabilité strictement positive de survie.

IV. Convexité et optimisation
[Rou99, Ch4, p140] [FGNO7, §4.51, p287] [FGN12, §4.51, p39-41]

On a la méme définition de la convexité pour une fonction f définie sur un convexe de R?.

ProPoOSITION 21. Soit f : RP — R.
« Si f est différentiable, f est convexe (resp. strictement convexe) si et seulement si pour
toutz #y € R, f(y) — f(x) 2 (V[f(z) | y—a) (resp. f(y) — f(z) > (Vf(z) | y—x),
« Si f estC?, f est convexe (resp. strictement convexe) si et seulement si V2 f () est posi-
tive (resp. définie positive) pour tout xz € RP.

EXEMPLE22. SoitA € S,(R),b€R",c€Retf:z+— L(Az|z)—(b|z)+c
Si A est positive (resp. définie positive), f est convexe (resp. strictement convexe). Ainsi par
exemplesi (E, (. | .)) est euclidien, l'application = — ||z||* est strictement convexe.

Soit f : RP — R une fonction convexe.

ProPosITION 23. Soit C'unconvexedeRP et M = {x € C'| f(x) = infe [} 'ensemble des
minimums globaux de f sur C.
On suppose qu’il existe un minimum local x,. de f sur C. Alors :

« M est un ensemble convexe et x,, € M est un minimum global,

« side plus f est strictement convexe, alors M = {x, }.

THEOREME 24. [METHODE DE NEWTON]
Soit f : [c,d] — R une fonction C?, ol ¢ < d, et telle que f(c) < 0 < f(d)et f' > 0
sur [c, d). On considére la suite récurrente définie par x¢ € [c,d] et T, 11 = T, — ;c/(&:)) pour
n €N '
Alors en notant a l'unique 0 de f,ona:

(i) il existe o > 0 tel que pour tout gy € [a — o, a+ a, (@, )nen CcONverge vers a de maniére

quadratique et il existe C' > 0 telle que Vn € N, |21 — a| < C'|z, — al*.
(ii) sideplus " > 0(f eststrictement convexe) sur [a, d], alors pourtout zo €a, d], (s )nen

est strictement décroissante et z,, 11 — a ~p 100 %(xn —a)?

APPLICATION 25. Approximation des zéros d’un polynéme.
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THEOREME 26. [METHODE DE GRADIENT A PAS OPTIMAL]
Soit f : RP — R elliptique, c’est-d-dire f est C! et telle qu’il existe o > 0 satisfaisant

Va,y € R (Vf(x) = VI(y) |z —y) > ae -yl

On définit (z,)nen parzo € RP et xpi1 = xp — puVf(zp) 00 pp, = argmin . f(zn —
pV f(xy,)). Alors (z,,)nen converge vers l'unique minimum global de f.

APPLICATION 27. Soit A € S;7T(R),b € R"etc € R.Lapplication f : z — 1(Az | z) — (b |
x) admet un unique minimum T caractérisé par V f(Z) = AZ — b = 0. On converge vers cette
solution par l'algorithme de gradient a pas optimal.

COMMENTAIRES

Le plan est un peu facile ici, il serait mieux d’essayer de mettre en paralléle les deux notions.
Le théoréme de DINI est important car en utilisant la monotonie, il permet de remplacer une
hypothése pas toujours facile a montrer dans le cas général.

QUESTIONS

Q Soitg: R — R continue telle que g?> = 2g — id. Montrer que g est bijective.

R Sig(z) = g(y), 'égalité fonctionnelle donne = = y, donc g est injective.
g est injective donc strictement monotone, donc bijective ...

Q Que dire d’une fonction convexe sur R (resp. sur R™) et majorée?
R Elle est constante (resp. converge vers une limite £ €] — 0o, +00]).
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SERIES DE NOMBRES REELS OU COMPLEXES. COMPORTEMENT DES RESTES OU DES SOMMES PARTIELLES
DES SERIES NUMERIQUES. EXEMPLES.

Soit K = R ou C. Soit u = (uy,)nen une suite d’élémentsde K et v = (v, )nen € (Ry)N.

I. Généralités sur les séries [Gou08, §4.2, p200-202/219]

DEfiNITION 1. [SERIE, RESTE, CONVERGENCE]
+ On appelle série de terme général u,, la suite (S, ) en définie par S, = ") _ ws.
On note Y uy, la série (S, )nen de sorte que (Y- ug)n = D 1o Uk-
Onnote R, = > 7 jur — Sn = Y4, ., ux le reste de la série a l'ordre n.
« Onditque > uy converge lorsque (S, ) nen converge. Dans ce cas, sa limite est appelée
somme de la série et notée Y~ up OU D, Un OU D, <o Unp ...

« Une série non convergente est dite divergente.

EXEMPLE 2. [SERIES ARITHMETIQUE ET GEOMETRIQUE]
« Siu, = na, la série converge si et seulementsia = 0.
* Siu, = b", lasérie converge si et seulement si [b| < 1 etdanscecas, Y, .y b" = 125
PROPOSITION 3. [CRITERE DE CAUCHY]
> uy, converge si et seulement siVe > 0,3N € N|Vm >n > N, |Y 7" w| <e.
EXEMPLE 4. Etude des séries de termes généraux Ml(n) et ”(n")
REMARQUE 5. > ug converge <= R, —+> 0 et > ugconverge —
n—-+0oo
|un] — 0
n—-+oo

Il. Séries de termes réels positifs [Gou08, §4.2, p201-206]

On suppose (u, )nen a valeurs dans R dans cette partie.
Il.A. Critéres de convergence et divergence

I PROPOSITION 6. La convergence de la série Y uy, équivaut au fait que (S, )nen Soit majorée.

On notera donc } < +o0 pour dire que ) _ uy, converge, et Y u, = +oo sinon.

neN Un

LEMME 7.  Siu,, est le terme général d’une série convergente, alors > uy, + vy et > vy, ont
méme nature et si elles convergent,ona | . Un +Vn = > . cnUn + D, oy Une

THEOREME 8. [COMPARAISON SERIE-INTEGRALE]
Soit f : Ry — R une fonction décroissante continue par morceaux.
Alors la série de terme général (positif) [ f(t)dt — f(n) converge.

En particulier, > f (k) et ( fo t)dt)nen ont méme nature etona:
e siyf(k )converge alors fn+1f Ot <Y ps, FR) < [7F(1)
» siy> f(k)diverge, alors 3, .., f(k) ~ Jo f()dt

APPLICATION 9. [SERIES DE BERTRAND] Soient «, 3 € R. Alors >
sietseulementsia > lou(a=1,8>1).

1
n €N noIn(n)f < F0o0

THEOREME 10. [COMPARAISONS DE SERIES]
i) Siu, = O(vy,) et vy converge, alors > uy converge,
i) Siu, ~ vy, alorsy " u et > vy, ont méme nature.

EXEMPLE 11. La série de terme général 1/n est divergente. En notant (H,,)nen les sommes
partielles associées, il existe une constante v > 0 (appelée constante d’EULER) telle que
H, =In(n) +v+ 5 +o(3).

THEOREME 12. [SOMMATION DES RELATIONS DE COMPARAISON]

Notons S, (u), Ry (u) (resp. Sy (v), R, (v)) les sommes partielles et restes associés d u (resp.
v). Alors :
ZnEN Un, < +00 ZnEN Un = +oo
Un =0(Vn) | Rn(u) =0(Rn(v)) | Sn(u) =0(Sn(v))
un = O(vn) | Rp(u) = O(Ry(v)) | Sn(u) = O(Sh(v))
Up ~ Up R, (u) ~ R, (v) Sp(u) ~ Sp(v)

THEOREME 13. [REGLES DE D’ALEMBERT, DE CAUCHY ET DE RAAB-DUHAMEL]
Supposons (uy, )nen A termes strictement positifs.
i) Supposons que u, 11 /uy = A € [0, +o0], alors :
n—-+0oo
o SiA <1, ug converge,
o SiA>1(ousih=1etVn,u,i1/u, > 1), > uy diverge.
ii) Supposons que /u, —> A € [0, 400], alors :
e SiA< 1, D ug converge,
¢« SiA>1(ousiA=1etVn, /u, > 1),>  uy diverge.
iii) Supposons que w41 /u, = Alors il existe \ > 0 tel que u,, ~ A/n°

1
14+a/n+0(1/n3)"
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EXEMPLE 14. Etude des séries de terme général 1/n!et1/(A\" + 1) pour A € R

lll. Séries de termes généraux quelconques  [Gouos, 54.2, p206-209]

On suppose (uy )nen a valeurs dans K.

lll. A. Importance de ’absolue convergence

DEfiNITION 15. [ABSOLUMENT CONVERGENTE, SEMI-CONVERGENCE]
» Onditque ) uy est absolument convergente si > |uy| est convergente.
+ On dit que > uy, est semi-convergente si > uy, est convergente et non absolument
convergente.

THEOREME 16. [REARRANGEMENT DE RIEMANN] [FGNO07, §3.48, p217]
Soit >~ uy, une série semi-convergente réelle. Alors pour tout ¢ € R, il existe une permutation
odeNtelleque ),  \tuomn)y — £

n—-+o00

PROPOSITION 17. Si ) uy est absolument convergente, alors pour toute permutation o de
N’ ona ZnGN Un = ZnEN Ug (n)-

I REMARQUE 18.  On peut en fait choisir  dans R U {+c0} !
EXEMPLE 19. Dans le cas complexe, le théoreme de réarrangement ne s’applique pas! Consi-
dérer par exemple u,, = 7(_,13 + —(_i) i

Ill.B. Etude de ’absolue convergence

PROPOSITION 20. [LIEN ENTRE CONVERGENCE ET ABSOLUE CONVERGENCE]
Si > uy est absolument convergente, alors elle est convergente et on a

|Zn€N u"| < D nen Ul

—
n—-4o0o

I3 e Un| <3 ,en lun| esten fait valable dans R U {+o0} que la série soit absolument
convergente ou non.

REMARQUE 21.  Lorsque > uy converge ou lorsque |S,| +oo, linégalité

COROLLAIRE 22.  Si (uy,)nen €st absolument convergente, les résultats du Théoréme 10 et
du Théoréme 12 restent vrais (en supposant toujours (v, )nen 0 valeurs dans R ).

EXEMPLE 23. [MOYENNE DE CESARO]

Siu, — £¢eC,alorsi> 7 up — L
" p—stoo ’ "Zk:o k n—-+o0o

EXEMPLE 24, Contre-exemple du point ii) du Théoréme 10 dans le cas ou les deux suites ne
— =" —
etv, =

sont pas de signe constant : on verra que les séries de termes généraux u,, = a

(_1)n
naJ’,(,l)n

n’ont pas méme nature lorsque 0 < o < 1/2.

lll.C. Etude de la semi-convergence

DEfiNITION 25. [SERIE ALTERNEE]
Onditque Y uy est alternée si u,u,1+1 < 0 pourtoutn € N.

PROPOSITION 26. [CRITERE DES SERIES ALTERNEES]
Soit (an )nen Uune suite de réels positifs. Si (a., )nen est décroissante et tend vers 0, alors la série
de terme général (—1)"a,, converge etonapourn € N, |R,| < aypy1.

PROPOSITION 27. [TRANSFORMATION D’ABEL]

Supposons que u,, = a,v, ou (a,)nen €St une suite décroissante de réels positifs tendant
vers 0 et v,, est le terme général d’une série bornée (c’est-a-dire (3", _, vk )nen €St bornée).
Alors 3" uy, est convergente.

EXEMPLE 28. La série de terme générale™? /n® ol 6 € R\ 27Z est convergente pour a > 0.

PROPOSITION 29. [PRODUIT DE CAUCHY]
Soient (an)nen, (bn)nen € KN, Siy" ay et > by sont absolument convergentes, alors la série
de terme général ¢,, = Y _;_, arb,_i (appelée produit de CAUCHY) est absolument conver-

gente etona
> nen Cn = ZpeN ap quN bq

EXEMPLE 30. Poura,b € C,onaexp(a+ b) = exp(a) exp(b).
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IV. Applications

IV.A. Séries entiéres [Gou08, §4.4, p236]

DEfiNITION 31. [SERIE ENTIERE]
On appelle série entiére toute série de fonctions de la forme z — Y~ . an2" 0U (an)nen
est a valeurs dans C.

DEfiNITION 32. [RAYON DE CONVERGENCE]
On définit le rayon de convergence de la série entiere par le réel R =
sup({r > 0] (Jan7™|)nen est bornée}).

PROPOSITION 33.
« Si|z| < R, lasériey" axz* converge,
« Si|z| > R, lasérie Y axz* diverge (grossiérement).

I COROLLAIRE 34. Ona R™' =limsup,,_, . /a,.

APPLICATION 35. Si Y az" et brz* sont des séries entiéres de rayons de convergence R,

et Ry, alors leur produit de CAUCHY a un rayon de convergence supérieur a min(Rg, Rp).

EXEMPLE 36. [DIFFERENTS COMPORTEMENTS POSSIBLES EN 1]
« sia, = 1,0n a convergence sur Dy (0).
e Sia, = 1/n on a convergence sur Dy (0,1) \ {1}.
« sia, = 1/n?, on a convergence sur Dy (0, 1).

PROPOSITION 39. Soit)" - a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0.
La convergencede Y, -, a,z" est normale sur tout disque D,.(O) de rayon r < R. En parti-
culier, la série entiére est continue sur Dr(O).

IV.B. Verslaformule d’EULER-MACLAURIN [Gou08, §4.7, p301]

DéfiNlTlON 40. [NOMBRES ET POLYNOMES DE BERNOULLI]
2z 7 est developpable en série entiére sur un disque D,.(0) pour unr > 0.

. On note (bn) T =2 n>0 ba 27 sur ce d|sque

« Il existe une suite de polyndmes, notée (B, )nen, telle que ﬁ = Zn>0 B
produit de CAUCHY.

n(“")

n!

2™ par

ProPoOsITION41. Pourn € Netx € C,ona:
(i) Bn(1—1x) = (—1)"By(x),

(i) By, 1 = (n+1)B,,

(i) Bn(z +1) — Bp(x) = na" 1,

(iv) B,(0) = B,(1) = b, pourn > 2,
(v) bapt1 =0.

THEOREME 37. [THEOREME D’ABEL]
Soit f : 2z — Zn>0 an2™ de rayon de convergence 1. On suppose que Zn>0 an
converge. Alors pour tout o € [0, /2, ona

lim
z—1,2EA,

z):Zan 0UA,={z=1-pe? €C||z|<1,p>0,0 € [-a,a]}
n>0

THEOREME 38. [THEOREME TAUBERIEN FAIBLE]
Soit f 1z — 3, <, an2"™ de rayon de convergence 1. On suppose que a, = o(1/n) et
qu'ilexiste S € Ctelque f(x) — S.Alors", -, a, convergeetd. - an, =S.

r—1— - -

THEOREME 42. [FORMULE D’EULER-MACLAURIN]
Soientm < n € Z,r € N*et f : [m,n] — C une fonction de classe C". Alors :

> 09 = [ s gism ¢ s+ 30 G

k=m
>T+ [2 B (t)f") (t)dt ot B,(t) = B,(t — |t]).

)= D (m)] + R,

oOUR, =

APPLICATION 43. [SERIE HARMONIQUE]
Soitr e N*.OnaH, =Inn+~+ 5 —

7):

Yt %+ 0 (3
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COMMENTAIRES

Speech : une bonne maniere de faire consiste a se poser des questions (teaser) puis d’introduire
les outils qui y répondent.

QUESTIONS

Q Montrer que la convergence d’une série entiere de rayon de convergence R est uniforme sur
undisque D,.(O) avecr < R.

Q Déterminer la nature de la série de terme général u,, = cos(mvn? +n + 1).

R Ecrire u,, = cos(nmy/1 + 1/n + 1/n?) et faire un développement limité.
Q Supposons u,Sy, —+> 1 et que u, > 0 pour tout n € N*. Donner un équivalent de w,,.
n——+0o0

R On vérifie que la série diverge et que le terme général tend vers 0. On écrit

S2 82 | =un (28, —uy) = 28U, —ud — 2
n—-+o0o

doti 3, = 320 §2 — 82, ~ 2N etdoncud, ~ 1/5% ~ 5L Finalement uy ~

V2N’
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[233] ANALYSE NUMERIQUE MATRICIELLE : RESOLUTION APPROCHEE DE SYSTEMES LINEAIRES, RECHERCHE DE
VECTEURS PROPRES, EXEMPLES.

SoitK = RouC,n € N. Pour A € M, (K), on désigne par A* la matrice AT.

I. Préliminaires théoriques
1. A.

Définition norme matricielle : norme sous-multiplicative sur M,, (K)

Contre-exemple : || A|| = max; ; |a; ;|

Définition norme subordonnée : dérive d’une autre norme

Une norme subordonnée est une norme matricielle

Exemples des normes p subordonnées : [|A[l, = supi<j<, > i<, laij] et [IAll, =

SUpPj<i<n Z1§j§n |aij|

Exemple de norme matricielle non subordonnée :
Tr(AT A)

Normes matricielles [AK02, Chl.3, p51]

la norme de FROBENIUS : ||A||, =

I.B. Rayon spectral [AKO02, Chl.3, p51]

Définition du rayon spectral. Lien avec la norme 2 subordonnée: || A, = [|A*|l, = /p(AA*)
Proposition : toute norme matricielle vérifie p(.) < ||.||. Réciproquement pour toute matrice A,
onap(A) =inf {||A| | ||.|| est une norme subordonnée} (HOUSEHOLDER)

Remarque : c’est faux pour une norme quelconque (considérer || A| = max; ; |a; ;|)
Equivalence entre A" — 0, A"z — 0 Vz, p(A) < 1 et il existe une norme subordonnée
telle que ||A]| < 1

Application : lorsque p(A) < 1, I,, — A estinversible, d’inverse ), , A’

I.C. Conditionnement

Soit A une matrice inversible.

Exemple de matrice A et vecteur b pour laquelle les résolution de Ax = bet Ax = b+ b
donnent des solutions tres différentes. (petite erreur sur les données implique grosse erreur
sur la solution.

Controle de cette erreur par la notion de conditionnement

Définition du conditionnement par rapport a une norme subordonnée

Exemples de cond,,

[Al05, §11.5.5, p89]

Proposition : si Az = bet A(x + dx) = b+ 0b, alors ”ﬂjl” < cond(A)% et 'égalité est
atteinte pour certains choix de x et 6b. Si de plus (A + 0A)(z + dx) = b, alorson a ”ﬂiﬁ” <

cond(A)% et I'égalité est atteinte pour certains choix de ja et b

Propriétés du conditionnement : cond(A) = cond(A~!) = cond(aA) (o # 0)
Pour la norme 2 : si U est unitaire, conds(AU) = conds(UA) = conds(A), et si A, B sont
symétriques définies positives, on a conds (A + B) < max(conds(A), condy(B)). Liens avec

les valeurs singulieres ou méme les valeurs propres dans le cas particulier ou A est normale
Exemple : probléme du laplacien

Il. Résolutions de systémes linéaires Az = b

Soit A inversible.

II.A. Méthodes directes

Formules de CRAMER. Dans la pratique le colt en O(n!) est trés mauvais! On ne l'utilise donc
jamais (sauf en dimensions 2 ou 3)

Remarque : pour une matrice triangulaire, le colt est en n?/2 (voir algorithme en annexe), on
se ramene donc a Pétude de systémes linéaires!

Théoreme d’élimination de GAuss : il existe T'triangulaire supérieure telleque T = M ... M, A
ou les M; sont des matrices de transvection ou de permutation.

Méthode : en pratique on ne calcule pas M; ... M, : on met a jour le second membre v/ =
M; ... M,bachaque étape puis on résout Tz = b'. On a une complexité en n3 /3 mais on peut
récupérer det(A).

[AKO02, PIIl, p105]

THEOREME 1. [FACTORISATION LU]

Soit A € M,,(K) une matrice dont tous les mineurs principaux sont non nuls. Alors il existe
un unique couple (L,U) de matrices tel que L est triangulaire inférieure avec diagonale
de 1, U est triangulaire supérieure et A = LU.

THEOREME 2. [FACTORISATION DE CHOLESKY]
Soit A une matrice symétrique réelle définie positive. Alors il existe une unique matrice B
triangulaire inférieure telle que tous ses éléments diagonaux soient positifs et A = BB*.

Théoréme : factorisation LU, lorsque les mineurs principaux de A sont tous non nuls
Méthode : on résout Ly = bpuisUz = y

Théoréme : méthode de CHOLESKY : si A est symétrique réelle définie positive, il existe B trian-
gulaire inférieure réelle a diagonale positive telleque A = BB T

Complexité en n3 /6, exemple

II.B. Méthodes itératives

Idée : décomposition réguliére A = M — N avec M facile a inverser

On définitzg € K" etx, 1 = M~ (Nx, +b). Si cette suite converge, la limite est la solution
de Az =10

Théoréme : la méthode itérative converge pour tout zy si et seulement si p(M ~!N) < 1. Dans

[AKO02, PIV, p153]
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ce cas, la vitesse de convergence est géométrique.

Exemple : méthode de RICHARDSON

Pour une matrice A hermitienne définie positive, si M, N est une décomposition satisfaisante,
ona M* + N est hermitienne et si elle est définie positive, alors p(M~IN) < 1

Méthode de JacoBi : on prend pour D la diagonalede A.Ona M ~'N = I,, — D' A (on peut
supposer D inversible quitte a permuter les colonnes de A

Si A est hermitienne, on a convergence si A et 2D — A sont définies positives

Méthode de GAUSS-SEIDEL : on prend pour M la matrice triangulaire inférieure issue de A4, et
pour N l'opposé des coefficients restants. Si A est hermitienne définie positive, on a la conver-
gence de la méthode car M* + N l’est aussi

Remarque : les itérations correspondent & un calcul matriciel, on a donc n? opérations. Les
inversions de M nécessitent n opérations pour JACOBI, n2 /2 pour GAUSS-SEIDEL, donc pour un
nombre d’itérations < n, ces méthodes sont plus rapides que les méthodes directes

II.C. Minimisation de fonctionnelle

Minimisation de 2 — 2 (Az | z) — (b | z)

[FGN12, §1.21, p39-41]

THEOREME 3. [METHODE DE GRADIENT A PAS OPTIMAL]
Soit f : RP — R elliptique, c’est-a-dire f est C* et telle qu’il existe oo > 0 satisfaisant

Yo,y € RP(Vf(z) — VI(y) |z —y) > alz—y|

Alors la suite (xy,)nen définie par o € RP et xp1 = zp — puVf(xy) 00 p, =
argmin,,. o f(z, — pV f(x,)) converge vers 'unique minimum global de f.

Ill. Recherche de valeurs propres

lll.A. Localisation [FGNO07, §2.8, p80]
Proposition : matrice a diagonale dominante

Disques de GERSHGORIN.

lll.B. Méthode de la puissance [AK02, Ch15, p215]

Méthode de la puissance pour trouver la plus grande valeur propre en module, ainsi qu’un vec-
teur propre, vitesse géométrique

lll.C. Méthode de JAcoBI

Matrices de GIVENS
Méthode de JAcoBi: Ay, o diag(As(i)) pouruno € &,
— 400

[AK02, Ch15, p215]

ANNEXE

Quelques algorithmes vus dans la lecon

SPEECH

On s’intéresse a deux problémes : résoudre ’équation Az = betrechercherdesvaleurs propres
de matrices données.

COMMENTAIRES

Si [AK02] n’est pas disponible, la derniére annexe de [All05] peut permettre de s’en sortir quand
méme, mais reste beaucoup moins détaillée.

QUESTIONS

Q Montrer que condz (A + B) < max(conds(A), conds(B)) pour A, B € S;F T (R).

R Comme A+ B € S;FT(R), écrivons Sp(A) = {\; < -+ < X\, 1, Sp(B) = {1 < -+ < pn}
et Sp(A+ B) = {71 <+ <y} Alors||Afl, = A, et||A71]|, = 1/A1. Donc

conda(A) = A\, /M conda(B) = pn/ 1 conda (A + B) = v, /M

Or il est clair que v, < A\, + p, puisque si x est un vecteur propre associé a ~,, on a
[(A+ B)z| < (A + pn) [[z]-
De plusy; > Ay + pq puisquelona:

m= if (] (A+B)r)> inf (] Az)+ inf (z]Bz)=t+m
On en déduit le résultat.

Q Soit A € M, (R) telle que A;; = 0lorsque|i — j| > p (A est une matrice bande). Soit L, U
sa décomposition. Montrer que L, U sont des matrices bandes. [AK02, p119]

BIBLIOGRAPHIE

[AKO2] G.ALLAIRE et S.-M. KABER : Algébre linéaire numérique. Ellipses, 2002.

[AIl05] G.ALLAIRE : Analyse numérique et optimisation. Les éditions de I’Ecole Polytechnique,
2005.

[FGNO7] S. FRANCINOU, H. GIANELLA et S. NICOLAS : Oraux X-ENS - Algébre 2. Cassini, 2007.

[FGN12] S. FRANCINOU, H. GIANELLA et S. NICOLAS : Oraux X-ENS - Analyse 4. Cassini, 2012,

ENS Paris-Saclay - 2018/2019

Antoine BARRIER - https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Page 181 sur 238


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

FONCTIONS ET ESPACES DE FONCTIONS LEBESGUE-INTEGRABLES.

Soit (E, A, 1) un espace mesuré. Soit K = R ou C.

Soit © un ouvert de R%, muni de sa tribu borélienne et de la restriction a  de la mesure de
LEBESGUE, dont on suppose la construction connue.

Soit p € [1, +o0] et ¢ son exposant conjugué (% + % =1).

I. Construction de Uintégrale et théorémes d’intégration
[BP15, Ch7, p115]

l. A.

Définitions, exemple avec la mesure de DIRAC, la mesure de comptage
Résultats d’additivité, de croissance, de positive homogénéité

Intégrale de fonctions étagées

Définition de l'intégrale de f a partir des fonctions étagées

Convergence uniforme d’une suite de fonctions étagées vers f (fondamental)
Convergence monotone (contre exemple dans le cas décroissant)

Transfert des propriétés des intégrales de fonctions étagées

Lemme de FATOU, exemples

Intégrales de fonctions mesurables positives

I. C.

Fonction intégrable (cas R puis C), exemples, contre-exemples
Théoréme de convergence dominée
Importance de ’hypothése de domination

Fonctions intégrables

Théoréme de continuité sous le signe intégral, application a la transformée de FOURIER
Il. Espaces [’ [BP15, Ch9, p157-194] [Bre99, ChIV, p54]
Il.A. Définition

DEfiNITION 1. [APPLICATION ||.|| , ESPACE L7]

1
Pour f : E — K mesurable, on définit || f||, = ([, |/ i) lorsque pest fini,et || f|| . =
inf {M > 0] |f| < M p-p.p.}. On définit 'espace vectoriel :

LP(E, A, p) ={f:E — Kmesurable| | f[|, < +oo}

THEOREME 2. [INEGALITE DE HOLDER]
Pour toutes fonctions f, g : E'— K mesurables,ona | fgl, < || fll, lgll,-

COROLLAIRE 3. [INEGALITE DE MINKOWSKI]
Pour toutes fonctions f, g : E — K mesurables,ona||f + g, < fIl, + llgl,-

On vérifie que deux fonctions f, g mesurables égales i-p.p. vérifient || f||, = [|g]|,- Ainsi:

DEfiNITION 4. [ESPACE L”]

Onnote LP(E, A, p) = LP(E, A, p) /{]]-I, = 0} (ou LP(E), ou L?) l'ensemble des fonctions
de LP(E, A, ) quotienté par la relation d’égalité u-p.p.. Lapplication ||. Hp passe au quotient
et définit ainsi une application sur LP(E, A, j1) notée également [|. ||, par abus.

I COROLLAIRE 5. ||.||,, estune norme et l'espace (LP(E), ||.|,,) est un espace vectoriel normé.

EXEMPLE 6. [ESPACE /?]

Casou FE = Net i est la mesure de comptage.

Si p est fini, on note /7 l'espace LP = LP = {(a)nen € KV |
£° = £ = L est I'espace des suites bornées.

20 lan|? < 4o}

APPLICATION 7. [INCLUSION ENTRE ESPACES "] Soient p,p’ € [1, +o0].
+ lorsque pu(E) < +oo,0onap < p’' = LP C LP,
» contre-exemple dans le cas ol u(E) = +oo: f 1z — (1 +z) Mgy (x) € L\ L'

conap <p=> 0 C P

Il.B. Premiéres propriétés des espaces L”

THEOREME 8. [CONVERGENCE DOMINEE DANS LES L”]

Soit (fr)nen Une suite de fonctions de LP convergeant u-p.p. vers une fonction f. On suppose
qu’il existe une fonction g € 1P telle que | f,,| < gu-p.p. pour toutn € N. Alors f € LP etona
1= fll, 0

THEOREME 9. [THEOREME DE RIESZ-FICHER]
Lespace (LP(E, A, p), ||.||,,) est un espace de BANACH.

I COROLLAIRE 10. Toute suite convergente dans LP admet une sous-suite qui converge

1-p.p..

EXEMPLE 11. Contre-exemple de non-convergence de la suite p-p.p.. : les bosses roulantes.
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THEOREME 12. Lorsquep < oo
(i) Pensemble des fonctions en escalier d support compact est dense dans LP,
(i) 'ensemble des fonctions continues a support compact est dense dans LP.

APPLICATION 13. Uniforme continuité de l'opérateur par translation : pourtout f € LP,a —
7o f est uniformément continue sur R.

I COROLLAIRE 14. LP est séparable lorsque p < +oo.

lll. Convolution et régularisation [BP15, Ch14, p291-314]

IlI.A. Convolution

On se place sur E = R? ol d est un entier quelconque. Soit p € [1,+0oc] et ¢ son exposant
conjugué.

DEfiNITION 15. [CONVOLUTION]
On appelle convolution de f et g la fonction f x g : © — [o. f(y)g(z — y)dy, lorsque
celle-ci est bien définie.

THEOREME 16.
(i) Sif e L'etg e LP, alors f x g existe p-p.p. et || f * gll,, < | fIl; lgll,-
(ii) Si f € LPetg e L, alors f % g existe pour tout z et || f % g|| ., < ||fﬁ7p lall,-
De plus, si1 < p,q < 400, alorslim |, 4 o f x g(x) = 0.

PROPOSITION 17. La convolution est commutative, associative et bilinéaire sur L* (R%). Au-
trement dit, (L*(R?), +, ) est une algébre de BANACH. Elle est cependant sans unité.

APPLICATION 18. La somme de deux variables aléatoires indépendantes définies sur R et de
densités respectives f, g par rapport a la mesure de LEBESGUE a pour densité f x g.

m2
EXEMPLE19. SiG, :t+— \/ﬁ e 207, alors Gy * Gor = Gypgr

lll. B. Approximation de l’unité et régularisation par convolution

DEfiNITION 20. [APPROXIMATION DE L'UNITE ET SUITE REGULARISANTE]
Une suite (v, ),>1 de fonctions positives de L! est une approximation de l'unité si:
« pourtoutn € N,ona [, apdAg = 1,
« pourtoute > 0,onalim, f{m>€} andig = 0.
Side plus les (a,),,>1 sont de classe C2°, alors on dit que c’est une suite régularisante.

PROPOSITION 21. Soientp < +oo, f € LP et (o, )nen Une approximation de ['unité. Alors

EXEMPLE 22. [EXISTENCE D’UNE SUITE REGULARISANTE]
1

On considere ¢ : & — exp (=== ) 1j0,1) (=) puis o : & —

o(x)
fl]*~1

fmd ddrg
Alors la suite v, : 2 — n%a(nz) est une suite régularisante.
PrOPOSITION 23. Sif € C¥(RY) et f € L'(R?), alors f x g € CH(R?) et
Vel < k,0%(fxg) =(0"f)*g
APPLICATION 24. [CONSTRUCTION DE FONCTIONS PLATEAUX] [QZ13, ChiX.IIl, p318]

Soit K un compact de R? et {2 un ouvert contenant K. Alors il existe # € C>=(R?) telle que
=1surK,0=0surR?\ Qet0<0<1.

I THEOREME 25. C2°(RY) est dense dans LP pour1 < p < +oo.

APPLICATION 26. Sif € LPetg € LY, f x g est uniformément continue.

IV. Lecasde [?

COROLLAIRE 27. [DU THEOREME 9]
L2(E, A, 11) est un espace de HILBERT pour le produit scalaire : (f | g) = fE fgdu.

IV.A. Application en probabilités [BLO7, ChVI, p149]

PROPOSITION 28. [ESPERANCE CONDITIONNELLE]
Soit (2, A, P) un espace probabilisé, et soit B une sous-tribu de A. Soit de plus X une
variable aléatoire réelle sur (2, A, P), intégrable (X € L(S, A,P)). Alors il existe une
unique (presque siirement) variable aléatoire Z telle que :

(i) Z est B-mesurable,

(i) pourtout B € B,E[X1g] = E[Z15].
De plus, Z est intégrable. On 'appelle espérance conditionnelle de X sachant B, notée
E[X | B].
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APPLICATION 29. Soit Bunetribu. Soient X unevariable aléatoire indépendantede BetY une
variable aléatoire B-mesurable. Alors pour toute fonction v telle que ¢ (X, Y') est intégrable :

E[(X,Y) | B] = / O, Y) dyux (2) = h(Y)
ol h(y) = E[4(X,y)].

EXEMPLE 30. Soit (S, ),cn lamarche aléatoire centrée réduite surZ<. Alors E[S,, 1 | Sn] = Sn.

IV. B.

Soit I unintervalle de R.

Polynomes orthogonaux [BMPOS, §3.1.5, p110] [Dem96, §11.5, p51]

DEfiniTION 31.
pourtoutn € N, [ |z|"

Soit p : I — R une fonction mesurable, strictement positive et telle que
p(x)dz < +oo.On dit alors que p est une fonction de poids.

DEfiniTION 32, Ondéfinit L2(1,p) = {f : I — Cmesurable| [, |f(z) % p(z)ds < +oo}.

PROPOSITION 33. L*(1, p) est un espace de HILBERT pour le produit du scalaire (f | g), =

I; f( (7)dx.

ProPOSITION 34. [l existe une unique famille (P,),c n de polynémes unitaires deux a deux
orthogonaux pour (. | .), et tels que deg(P,,) = n pour tout n.

EXEMPLE 35. Voir les dessins en annexe:
o« PourI =Retp:z+—e —a’ ,les (P,,)ne v sont les polyndémes de HERMITE,
« Pourl =[-1,1]etp:z+— 1, les (Pp,)ne n sont les polyndmes de LEGENDRE.

THEOREME 36. [BASE HILBERTIENNE DE POLYNOMES ORTHOGONAUX]
Soit p une fonction de poids. Sil existe a > 0 tel que [, el?l p(z)dx < +oc, alors la famille
(P,)nen est une base hilbertienne de L*(1, p).

APPLICATION 37. Si ] est borné, on a donc nécessairement une base hilbertienne.
La famille (P, exp(—.2/2))n, pour (P,)ne n les polyndmes de HERMITE, est une base hilber-
tienne de L2(R).

EXEMPLE 38. Sans ’hypothese on a le contre-exemple suivant : soit la fonction de poids w :
x +— =@ sur I = R . Alors (P,),en ne forme pas une base de L?(I, w).

SPEECH

La théorie de LEBESGUE a permis de s’abstenir de nombreuses conditions jusqu’alors néces-
saires pour définir l'intégrale d’une fonction. Si CAUCHY puis RIEMANN ont défini les intégrales
de fonctions continues et d’autres classes de fonctions réguliéres, c’est bien LEBESGUE qui avec
la notion de mesure a permis une nouvelle approche de l'intégrale, avec une intégration en
tranches horizontales et non plus verticales. Cette nouvelle théorie s’étend a des espaces de
fonctions extrémement riches, qui sont des espaces de BANACH. De plus, les théoremes d’inter-
version de symboles ne nécessitent que peu d’hypothéses.

QUESTIONS

Q Soitpy > letf > 0 € LP°(u) ol p est une mesure de probabilité. On suppose que In(f)

est intégrable, d’intégrale m. Mq la suite || ||, — exp(m). [BP15]
pP—r
R
f 1—[f
is1,) = - 1= 157 = =2 oy = EEUE oy

_ [ l-—exp (pIn(f))
- /Q p an

On sépare selonsi f > 1 ou non.
Q Montrerque ¥ : LY —s (LP)*,g — (f — [ fg) est une isométrie.
Q Montrer que || f]|, o [ fllo Si[If1l, < +oc pour tout p.
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[235] PROBLEMES D’INTERVERSION DE LIMITES ET D’INTEGRALES.

On considére une suite (f,,)nen de fonctions et f une fonction, toutes définies sur un méme
ensemble F et a valeurs dans K = R ou C.

DEfiNITION 1. [CONVERGENCES SIMPLE, UNIFORME]

Onditque (fy)nen converge simplementvers f sipourtoutz € F,ona f,(z) —+> f(x).
n—-+0o0
On dit que (f,,)nen converge uniformément vers f sisupg | fn — f| - 0.
n—-+oo

I. Suites et séries de fonctions : propriétés de la limite et de la

somme
I.A. Interversion limite-limite [AF91,El 11]
EXEMPLE 2. [HauO07, p235] Pour f,, : € [0,1] — 2™, 0onalim, 1o lim, - fn(z) =1 #

0 =lim,_,;- lim,, 1o fn().

u
—

THEOREME 3. Supposons E métrique. Soita € Etelque f,(x) — ¢, € Ket f, ~
r—ra n—-+0oo

sur un voisinage de a.
Alorslim,,_, o £, etlim,_,, f(x) existent et sont égales. Autrement dit :

lim  fu(2)

lim lim f,(z) = ;lllg Jm

n—+o0o r—a

—  f

THEOREME 4. Dans le méme contexte, si les (f., )nen SOnt continues en a et si f, >
n—-+oo

sur un voisinage de a, alors f est continue en a.

COROLLAIRE 5. [SERIES DE FONSI'IONS]
Supposons E métrique et soita € E. Silim,_,, f,(x)existe pourtoutn € Net_ fi converge
uniformément au voisinage de a, alors :

ilgzz fa(z) = Ziﬂr}l fn(z)

n>0 n>0

REMARQUE 6. Dans les deux théorémes on aurait pu plus généralement considérer les fonc-
tions avaleurs dans un espace complet. Dans le corollaire on aurait pu les supposer avaleurs
dans un espace de BANACH.

— 1.

Tr—r+00

EXEMPLE7. (:z>1-— > ., -1 estcontinueet((z)

APPLICATION 8. Une série entiére de rayon de convergence R > 0 est continue sur Dz (O).

REMARQUE 9.
> pso(—1)"2" = 1 définie pour |2 < 1,0na

On ne peut rien dire sur le cercle de convergence : par exemple avec

1 H 1\ Adi
™ 1/2 mais }_(—1)™ diverge.

PROPOSITION 10. Soit I unintervalle de R, on suppose les ( f,,)nen dans C (I, R) telles que
! = f
n—+oo n——+00

Alors f € CH(I,R), fn % fetf =g
n——+0o0o

I REMARQUE 11. La preuve de ce théoréme utilise le Théoreme 16.

COROLLAIRE 12.  Siles (f,)nen sont C([a, b], R) et telles que f) % gppourp < k
n—-+oo
(k) u u (p)
avec fu == gk alors go € C*([a, b],R), fn W 90 et gy’ = g, pourp < k.

EXEMPLE 13. Soit f,, : t — exp(tu) (u € R). Alors f, estC>® et £ : ¢ —s S hen %u”.

EXEMPLE 14. [Hau07, p241] Importance de la convergence uniforme de (f/,),en : considérer

fulz) = /22 4+ 1/n.

I.B. Interversion limite-intégrale sur un segment [Gou08, §4.3, p222-223]

EXEMPLE 15. On considére la suite de fonctions (f,,)nen définie sur [0,1] par f,(0) = 0,
fn(1/n) =n?, £.(12/n,1]) = 0 et f, est affine sur [0, 1/n] puis [1/n, 2/n].

Alors f,, est continue, converge simplement vers 0 mais lim,, _, 1 o fol S =limy, 100 fol n =
+oo £ 0= fol limy, 4 o0 fn-

THEOREME 16. Soit [a, b] un segment de R et (f,,)nen définies, continues et convergeant
uniformément sur [a, b] vers f. Alors f est continue et :

b b

nll)l}-loo a f’ﬂ - /a f

EXEMPLE17. f,:z € [0,1] — a™(1 —x)".

n 1
Onasupjy ) fn = 1/4 e Odonc [j fn — O.

n—-+oo
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EXEMPLE 18. Importance de ’hypothése de compacité : considérer f,, définie par f,,(0) = 0,
fa(n) =1/y/n, fr(2n,+00[) = 0 et f,, affine sur [0, n] et [n, 2n].
Alors supg+ |fn| = 1/y/n - Oet [° fn=vn -, oo

COROLLAIRE 19. [SERIES DE FONCTIONS]
Dans le méme contexte, soit (f,)nen telle que >~ fr. converge uniformément sur [a, b], alors :

/an(t)dtzz Fa(t)dt

n>0 n>0" @

APPLICATION 20. Si f(z) = 3" -, a,z" estune série entiere de rayon de convergence R > 0,
alors pour [a,b] C] — R, R[,ona f: fl@)de =37, <qan f; z"dz.

EXEMPLE 21.

Z (_1)n;p
n>0 2n+1

Pour x €] — 1,1, on a
2n+1'

Trlzz = Y .so(—1)"2?", dol arctan(z) =

Il. Théorémes d’interversion en théorie de Uintégration

Dans toute la suite (E, A, ) désigne un espace mesuré.
Les théorémes fondamentaux

Il. A. [BP15, Ch7/8, p115-157]

THEOREME 22. [CONVERGENCE MONOTONE]
Soit (fr)nen Une suite croissante - p.p. de fonctions mesurables positives - p.p.. Alors :

lim
n—-+oo

1 / fudp = / lim 1 fudp (€ 0,+o0])
E E n—-+oo
EXEMPLE 23. Lerésultatestfaux pourdesfonctionsdécroissantes: f,, = 1/nou f,, = L, joof-
COROLLAIRE 24. Soit (f,,)nen des fonctions mesurables positives ui- p.p.. Alors :

3 /E Fudyt = ﬁE I SETNCIONS)

n>0

THEOREME 25. [LEMME DE FATOU]
Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables positives p- p.p..

n—-+oo

/ liminf f,dp < limin / frndp < 400
E n—-+4o0o E

APPLICATION 26.

—
fn n——+00

Si (fn)nen est une suite de fonctions positives p.p. telles que
400 p.p.,alors [, fndp —  +oo.
n—-+00

THEOREME 27. [CONVERGENCE DOMINEE]
Soit (fn)nen Une suite de fonctions mesurables telles que :
o limy, s oo fr €Xiste p-p.p.,
« il existe g intégrable sur E telle que | f,,(z)| < g(x) p- p.p.pour toutn > 0.
Alors f estintégrable etlim,, o [, |fn — fldp = 0(etdonc [, fodp — [ fdp).
n—-+oo

EXEMPLE 28. L’hypothése de domination est cruciale : considérer f,, = nl{g 1 /).

COROLLAIRE 29. Siles (fy)nen Sont mesurablesettellesquey”, - [, |fn| dp < 400, alors
les (fn)nen €ty ., ~o fn sontintégrablesetona:

|3 =3 [ fud

n>0 n>0

{ Ty

THEOREME 31. [EQUATION DE LA CHALEUR PERIODIQUE]
Soit ug : R — R non identiquement nulle, 2w-périodique, C* par morceaux et continue.
Alors il existe une unique solution u € C°(R;. x R) N C>=(R% x R) telle que:

{ Owu(t, ) = 9%, u(t, )
(0, z) = up(x)

sia <1

n n ,—ar
APPLICATION30. [ (1 +z/n)"e *"dz — <inon

n—-+o00

vVt >0,z eR
Vr e R
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Conséquences sur les intégrales a paramétres

Il. B. [BP15, §8.3, p140-147]

THEOREME 32. [CONTINUITE SOUS LE SIGNE INTEGRALE]
Soient U un espace métrique, ug € Uet f : U x E — K telles que :

« pourtoutwu € U, x — f(u,x) est mesurable,

« pour p-presque tout x, uw — f(u,x) est continue en uy,

« il existe g intégrable telle que pour toutw € U, | f (u, z)| < g(x) p- p.p..
Alorsu — [} f(u,z)dp(x) est bien définie sur U et est continue en uq.

APPLICATION 33. Continuité de la transformée de FOURIER d’une fonction L*(R9).

THEOREME 34. [DERIVATION SOUS LE SIGNE INTEGRALE]
Soient I unintervalledeRet f : I x E — Ktelles que :

« pourtoutu € I, z — f(u,x) estintégrable sur E,

« pour p-presque tout z, u — f(u, x) est dérivable sur I,

| g (w2)| < g(@) p-pp.
u, x)du(x) est définie, dérivable sur I et F' : u — fE

Alors F : u— [ f( (u, )dp(z).

THEOREME 39. [HOLOMORPHIE SOUS LE SIGNE INTEGRALE]
Soient Q unouvertdeCet f : Q2 x E — Ctels que:

o pourtout z € Q, x — f(z,x) est mesurable sur E,

« pour p-presque tout x, u — f(z,x) est holomorphe sur ,

« il existe g intégrable telle que pour tout z € Q, | f(z, x)| < g(z) u- p.p..
Alors F : z — [, f(z, x)du(x) est holomorphe sur Q et

VE>0,F® ;2 |—>/ ﬁ(z x)dp(z)
- b E azk 9

APPLICATION 35. f[+°° SIn@) g0 = z.

x

EXEMPLE 40. LafonctionD': z — [ ™" t*~!dt est définie et holomorphe sur {R(z) > 0}.

Il. C. Interversion intégrale-intégrale [BP15, §11.3, p235-241]

Soit (F, B, v) un autre espace mesuré. On suppose que p et v sont o-finies.

THEOREME 41. [THEOREME DE FUBINI-TONELLI]
Soit f : (B x F, A® B, n @ v) — R mesurable positive. Alors z — fF

[z, y)dv(y) et
y — [ f(z,y)du(x) sont mesurablesetona:

/EXF““”(“@”” //fxydv Jdu( //fxydu Jdv(y) € [0, +o0]

La transformée de FOURIER d’une gaussienne est une gaussienne. Si G,
_ =2 A o2¢2
e 2.2 pourunc > 0,alorsGy : ( —> e "2 .

APPLICATION 36.

1
T —
V2mwo?

PROPOSITION 37. [FORMULE SOMMATOIRE DE POISSON] [Gou08, §6.4, p273]
Soit f : R — C une fonction C* telle que f(x) = O(1/z?) et f'(z) = O(1/2?) en £cc.
Alors les sommes suivantes sont bien définies et on a :

Vo € R, Zf (x 4 2nm)
nezZ

Z f mx

nEZ

ou f(n) = [, f(t)e~i dt.

[EQUATION FONCTIONNELLE DE LA FONCTION DE JACOBI]
1 1
7=9G)-

APPLICATION 38. :
Pourz > 0,0(z) = >, . e ™ 7 vérifie O(z) =

APPLICATION 42, Considérons u et v les mesures de comptages sur N. Alors pour tout famille
de réels positifs (u; ;) jen, 0N a ZiZO ijo Ui = ijo Zizo Ui j.

THEOREME 43. [THEOREME DE FUBINI-LEBESGUE]

Soit f : (E x F,A® B, n ® v) — Kintégrable. Alors
o & — [, f(x,y)dv(y) est définie - p.p. et est intégrable sur E,
sy — [p [z y)du(x )estdéfinieu pp etestintégrablesurF

* fEfo(x,y)d(u@)y fEfF fF fE

EXEMPLE 44. Considérons f : [0 +oo[x[0,1] — R, (:Jc y) — 2072 — e,
Elle est continue mais [ [ f(z,y)dzdy =0 < [ [ f(

z,y)dv(y x, y)du(x)dv(y)

x,y)dydz.

APPLICATION 45. Calcul du volume de la boule unité euclidienne de R™ :

7.‘.n/2

V,, = Leb, (B(0,1)) = T(n/2+1)
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Agrégation - Lecons

235 - Problemes d’interversion de limites et d’intégrales.

SPEECH

On s’intéresse a plusieurs situations dans lesquelles on veut intervertir limites et intégrales :

* 11mn~>+oo ffn = fhmnHJroo fn;

« intégrales a parametres u — [, f(z,u)du(z),

° fEfo:foEf'
Nous allons voir dans une premiére partie 'importance de la convergence uniforme, qui permet
linterversion limite limite, puis méme limite intégrale dans le cas de segments.
Ensuite nous verrons comment la théorie de l’intégration apporte beaucoup de souplesse. Les
outils des espaces L? comme la convergence monotone, le lemme de FATOU ou le théoréme de
convergence dominée permettent des inversions faciles et ont des conséquences notables sur
les intégrales a paramétres
Enfin linversion entre intégrales va étre également possible dans le cadre de cette théorie : C’est
l’'objet des théoremes de FUBINI.

COMMENTAIRES

Autres références possibles : [Bre99, Far00,QZ13, Rud98].
Dans le speech, ne pas trop parler de la différence des deux théories d’intégration RIE-
MANN/LEBESGUE pour éviter des questions piége.

QUESTIONS

Q Pourquoi le théoréme de continuité sous le signe intégral est-il une conséquence des théo-
rémes précédents?

R On se raméne a des suites car 'espace est métrique. On fait le lien entre les hypotheses qui
vont permettre d’appliquer les théoremes précédents.

Q SoitT > 0Oetf : [0,7] — C continue. Pourn € Nett € [0,T], on pose g,(t) =

> ks (%’)k i £(w) eFn(t=w) du, Déterminer la limite simple de (g, )nen-

Q Etudier lexistence et la continuité de la fonction z — [, %dt.

Q On considére la série de fonctions 3 f avec fr : © — e~ " —2e~2"% pour x > 0. Com-
parer Uintégrale sur (R™)* de la limite avec la limite de U'intégrale. Que peut-on dire de la
convergence simple? normale?

BIBLIOGRAPHIE
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[EL11] M. EL AMRANI: Suites et séries numériques, suites et séries de fonctions. Ellipses, 2011.
[Far00] J. FARAUT: Calcul intégral. Belin, 2000.

[Gou08] X. GOURDON : Les maths en téte - Analyse. Ellipses, 2¢me édition, 2008.

[Hau07] D.HAUCHECORNE : Les contre-exemples en Mathématiques. Ellipses, 2¢me édition, 2007.
[QZ13] H.QUEFFELEC et C. ZulLy : Analyse pour I'agrégation. Dunod, 4¢me édition, 2013.
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ILLUSTRER PAR DES EXEMPLES QUELQUES METHODES DE CALCUL D’INTEGRALES DE FONCTIONS D’UNE
OU PLUSIEURS VARIABLES.

I. Méthodes de calcul directes

I.A. Calculs de primitives [Gou09, §2.3, p70] [Gou09, §3.2, p132]

I THEOREME 1. S F est une primitive de f sur [a, b], alors on a f; f(@®)dt = F(b) — F(a).

EXEMPLE2. Poura > 1, [["™ Ldt = = Pourz € R, [ 75z dx = arctan().

THEOREME 3. [DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES]
Soit f € K(X) non nulle (K = R ou C), écrivons f = N/D avec N,D € K[X] premiers
entre eux et D unitaire. Ecrivons D = []}_, D{" sa décomposition en facteurs irréductibles.

Alors f s’écrit de maniére unique sous la forme f = E + > | > A gvec E € K[X],

j=1 DI
Aiyj S K[X] etdeg(Ai7 j) < deg(Di).

APPLICATION 4. Pour calculer une intégrale d’une fraction rationnelle réelle, on la décompose
en éléments simples. Il suffit alors de connaitre les intégrales :

o« dex+— ﬁ poura € Reth € N*. On calcule facilement une primitive :
— : sih #1 — In(] ) sih=1
X X n(xr—a =
(1—=h)(x—a)h1
. ar+b 2 * ; az+b _ _ 2a(z—p)
dez — T teatayt PoUrc 4d < 0 et h € N*. Ecrivons et = ap)te T
[(z—m‘%wz]h' On calcule facilement la premiére primitive, et on procéde par récurrence sur

h pour la seconde.

1 _1_ —x T
z2+1) T =z r2+1 (z241)

que z — In(|z|) — 31In(z® + 1) + 51757 estune primitive de z +— 3.

>, 0n obtient

EXEMPLES5. Endécomposanten éléments simples l

I.B. Intégration par parties [Gou08, §3.1, p123]

THEOREME 6. [INTEGRATION PAR PARTIES]
Soient u, v : [a,b] — C deux fonctions de classe C*. Alors

/ab u(z)v' (z)dr = [uwv]’ — /b o' (x)v(x)dx

a

APPLICATION 7. L'intégrale f0+°° %dm est semi-convergente.

EXEMPLE 8. [INTEGRALES DE WALLIS]
Posons I,, = fOW/Q sin"(z)dx pourn € N. Alors I,, = “=11,_, pourn > 2.

EXEMPLEY. Soitl':z+—— f0+°° e " t*"dt pourz € R%. AlorsI'(z +1) = zI'(x) pourz > 0.
OnendéduitT'(n + 1) = n!pourn € N,
l. C.

Changement de variables [Gou08, §3.1, p123] [BP15, §12.2, p255]

THEOREME 10. [CHANGEMENT DE VARIABLES EN DIMENSION 1]
Soit o : [a,b] — R de classe C* dont la dérivée ne s’annule pas de f : I — R continue par
morceaux telle que ¢([a,b]) C I. Alors

b w(b)
/ Flo(®) (t)dt = / f(w)du
a p(a)

APPLICATION 11. [REGLE DE BIOCHE]
On cherche a calculer une primitive de fraction rationnelle en cos(z),sin(x). Notons-la
R(cos(z),sin(x)).
+ Si R(cos(z), sin(x))dx estinchangé par x — 7 — x, on pose ¢ = sin(x),
+ Si R(cos(z), sin(z))dx estinchangé par x — —x, on pose t = cos(x),
« Si R(cos(z), sin(x))dz est inchangé par x — 7 + z, on pose t = tan(x),
« Sinon, on peut toujours essayer t = tan(xz/2)
sin® () 1 142

= dt = m — 2 via le changement de variables ¢t = cos(z).

EXEMPLE12. [ ; T

+cos2(z)

THEOREME 13. [CHANGEMENT DE VARIABLES EN DIMENSION QUELCONQUE]
SoitU, V deuxouverts deR™ et ¢ un C*-difféomorphisme de U sur V. Alors pour toute fonction
borélienne f : V — Ry, ona:

Jy f)dv = [, f(6(w)) [To(u) du ot Jy(u) = det(d ¢u)

De plus, toute fonction g mesurable et définie sur (U ) est intégrable si et seulement si (g o
©) |J,| estintégrable sur U et dans ce cas la formule précédente reste vraie pour g.

APPLICATION 14. [PASSAGE EN COORDONNEES POLAIRES]
Pour f : R* — R borélienne,ona o, f(z,y)dzdy = [. ] £ (r cos(0), 7 sin(0))rdrde.
1 x]-m,

EXEMPLE1S. [ e % dr = /7.
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236 - Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une ou plusieurs variables.

l. D.

Théorémes de FUBINI

[BP15, §11.3, p235-241]

Soient (E, A, 11) et (F, B, v) des espaces mesurés. On suppose que y et v sont o-finies.

THEOREME 16.
Soit f : (E x F, A® B, n ® v) — R mesurable positive. Alors © — fF f

yr— [ f(

/ [z, y)d(pev)(z,y) //fxydu Ydu(x
EXF

[THEOREME DE FUBINI-TONELLI]

x,y)du(x) sont mesurables etona:

(z,y)dv(y) et

//f:vyd,u )dv(y) € [0,400]

EXEMPLE 17. Soit D = {(z,y) € R? |z +y < 1}.Alors [, aydzzy = 5.

THEOREME 18.

[THEOREME DE FUBINI-LEBESGUE]

Soit f: (E x F,A® B, u®v) — Kintégrable. Alors

-x»—>fFf
'3/'—>fE

EXEMPLE 19. Considérons

Elle est continue mais [ [ f(

APPLICATION 20. Calcul du volume de la boule unité euclidienne de R™ :

I1. A.

(z,y)dv(y) est définie u- p.p. et est intégrable sur E,
x,y)du(x) est définie v- p.p. et est intégrable surF,

fExF d(p @ v)(, ):fE fFf(xMy)dy( )dp(z

Fio[0,400[x[0,1] —> R
(z,9)

zy)dedy =0 < [° fo x,y)dydz.

7.rn/2

V,, = Leb, (B(0,1)) = T(n/2+1)

Techniques indirectes

Paramétrisation, interversions somme-intégrale
p115-157]

Soit (E, A, 1) un espace mesuré.

THEOREME 21.

[CONVERGENCE DOMINEE]

— 2072 — et

= [ [ f(a,y)dp(z)dv(y)

[BP15, Ch7/8,

EXEMPLE 22. L’hypothése de domination est cruciale : considérer f,, = nljg 1 /y,).

nin®

z(z+1)...

APPLICATION 23. @)

Pourz > 0,'(z) = limp— 40 [ (1 — t/n)"t*~! =lim

APPLICATION 24. Lorsque 'on peut écrire f comme série de fonctions, on peut souvent appli-
quer le théoreme de convergence dominée.

1
/ In(z) d —
o T — 1

THEOREME 25. [DERIVATION SOUS LE SIGNE INTEGRALE]
Soient I unintervalledeRet f : I x E — K telles que :
o pourtoutwu € I, z — f(u,x) estintégrable sur E,
« pour p-presque tout z, u — f(u, x) est dérivable sur I,
2198 (u, )| < g(@) p-pp.-
u, x)dp(x) est définie, dérivable sur I et F' : u — [, %(u, x)dp(x).

1
> =

neN*

Alors F - u — [, f(

APPLICATION 26. La transformée de FOURIER d’une gaussienne est une gaussienne. Si G,

_ =2 A o2¢?
e 22 pouruno > 0,alors G, : ( — e™ "2

T \/27r<72
APPLICATION 27. Prenant f : (t,z) — % e~ on montre que f+°° ““z(””) de =1%.
Il. B. Analyse complexe [Tau06, §15.2.5, p192]

THEOREME 28. [THEOREME DES RESIDUS]
Soit U un ouvert convexe ou étoilé (ou simplement convexe). Soit f méromorphe sur U. On
note P l’ensemble de péles de f. Alors pour~ : [0,1] — U \ P chemin fermé, ona:

P / f(z)dz =) Res(f,a) Ind(v,a)

acP

Soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables telles que : APPLICATION 29. Pour o € R*,ona [, exp(—2?) cos(az)dz = %~ exp(—a?/4).
o lim,_, 1o fr existe u-p.p., *
« il existe g intégrable sur E telle que | f,(x)| < g(x) p- p.p.pour tout n. > 0. 271' )
Alors f estintégrable etlim, o [, |fn — f|dp = 0 (etdonc [}, fndp - I fdw). APPLICATION 30. On retrouve [, 1Jr%dac T ou “nf de =7%.
n—-+0oo
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236 - Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une ou plusieurs variables.

% In(x) 72
x?—1

+oo
EXEMPLE 31. Soit—1 < a < 1.AlorsI, = /
0

lll. Méthodes d’approximation numérique

ll.A. Méthodes de quadrature [Dem96, Chill, p59]

Soit f : [a,b] — R une fonction continue. On cherche des formules pour approcher I(f) =
fab f(t)dt.Fixonsa = xg < 1 < --- < x,, = bunesubdivisionde [a, b]. Onpose h; = x;1—x;.

DEfiNITION 32. [METHODE DE QUADRATURE]

Une méthode de quadrature consiste, pour 0 < i < n — 1 a approcher I; = ffj“ f par
Ai(f) = hy Zf-j:o w; 1 f(Ci ;) oules ((; ;); sont dans [x;, x;+1] et les (w; j)o<j<n SONnt des
réels fixés tels que >, w; j = 1.

Onnotealors E(f) = I(f) — Z:.‘;Ol A;(f) Lerreur de la méthode.

DEfiNITION 33. [METHODE DE QUADRATURE]
On dit qu’une méthode de quadrature est d’ordre N si elle est exacte (E(f) = 0) pour tout
f € Ry[X]ets’ilexiste f € Ry41[X] telle qu’elle soit inexacte.

DEfiNITION 34. [METHODE PAR INTERPOLATION DE LAGRANGE]

Fixons i et (¢;);. La méthode d’interpolation de LAGRANGE associée consiste a prendre w; =

1 ol fs — X—=¢
hi f[wuwiﬂ] gj ou EJ - Hk;ﬁj Cj*CZ .

APPLICATION 35. Comme >, {; = 1, on utilise souvent comme fonction de poids les (¢;);
associés a une subdivision de [x;, z; 1] : ce sont les méthodes par interpolation de LAGRANGE.
(i) [METHODE DES RECTANGLES]
On approxime I(f) par Zf;_ol hif(zi) ol (z;); = (z;); ou (z;11);. Méthode d’ordre 0.
(ii) [METHODE DES POINTS MILIEUX]
De méme avec (z;); = (Z45—"");. Méthode d’'ordre L et E(f) < 1 || /||, si f estC2.
(iii) [METHODE DES TRAPEZES]
On approxime I(f) par Y1~ h; L)t @) méthode d'ordre 1et E(f) < 2 || ||, si f
estC2.
(iv) [METHODE DE SIMPSON]

. L
On approxime I(f) par Z?;ol hif(xl+1)+4f( =

O(|| f@]|.) si f estct.

JH1(x1) méthode d’ordre 3 et E(f) =

EXEMPLE 36. Approximation de [, cos?(z)dz = % :
(i) méthode des rectangles (a gauche ou a droite) : T,
(i) méthode des points milieux: 0,

(iii) méthode des trapezes: ,

(iv) méthode de SiMpPsoN: Z.

lll.B. Méthode de MONTE-CARLO
Soit (£2, .4, P) un espace probabilisé.

[BLO7, §V.5, p132] et [Mé11, §5.3/6.5, p147/178]

THEOREME 37. [LOI DES GRANDS NOMBRES]
Soit (X;)ien~ des variables aléatoires i.i.d. intégrables. Alors :

%Z?:l X1 n~>—+>oo ]E[Xﬂ p.s.

APPLICATION 38. [METHODE DE MONTE-CARLO]
Soit f : [0,1]? — R intégrable par rapport a la mesure de LEBESGUE. Soit (X;),en- Une suite
de variables aléatoires i.i.d. de loi ([0, 1]4). Alors

—
n—-+oo

1 n
b= DK 1= [, feps

THEOREME 39. [THEOREME CENTRAL LIMITE]
Soit (X;)ien~ une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de carré intégrable. Alors :

YLK - EIX)) 5 Z~ N0, Var(X))

APPLICATION 40. Supposons f telle que Var(f) = f[o n f(z)%dx — (f[o n f(x)d:v)2 soit

majorée par M. Alors ICS° = [In T qi_a/2y/ %] est un intervalle de confiance asymptotique
de niveau a pour I(f), ol g1 2 est le quantile de niveau 1 — a/2 de N'(0, 1).
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ANNEXE

Contours utilisés en analyse complexe.
Illustration des différentes méthodes numériques.

SPEECH

Calculer lavaleur d’une intégrale est une question fréquente pour laquelle nous n’avons pas de
procédure automatique donnant la solution : on a donc besoin de nombreux outils de calculs.
Dans la premiére partie, on regarde ce qu’il se passe en dimension 1.

En dimension supérieure, on doit parfois se ramener en dimension 1, ou encore utiliser le théo-
reme de changement de variables multidimensionnel, par exemple pour passer en coordon-
nées polaires.

Ensuite on donne des résultats issus de la théorie de l'intégration, qui permettent par exemple
dans le cas d’intégrales a parameétres ou d’intégrales d’une série de fonctions d’obtenir des ré-
sultats sur les intégrales aux limites.

Enfin, d’autres méthodes comme l'analyse complexe et la transformée de FOURIER permettent
d’étoffer les outils a notre disposition.

QUESTIONS

dzx.

R Clest lintégrale d’une fonction continue sur R, , intégrable en +oc caro(1/2%).On a %th =
> nso(=1)"t" pourt €] — 1,1], donc:

Q Calculer fOJrOO e

T T 1 T
_ _ 1)t e
14+e* e*l4e @ ef”ngo( )he
Ona [ ze ey = ﬁ, donc on peut appliquer le théoréme de FuBINI-
LEBESGUE : N
° 1
[ et = X
o l+e = (n+1)
et:

1 1 2
2 (2p)? 2 2p+1)? 24

peN* peN

W1 1
2 (1) (n+1)2 _Z(2p+1)2 a

neN peEN

_ w2 Z 1 2 _ 2
= _ e — =
6 S AU 12
Q Quel avantage/inconvénient voyez vous a la méthode de MONTE-CARLO ?

R Avantage:valable méme pour f trésirréguliere, et temps de calcul linéaire en la dimension.
Inconvénient : approximation aléatoire, donc pas de contrdle déterministe de l’erreur.
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FONCTIONS DEFINIES PAR UNE INTEGRALE DEPENDANT D’UN PARAMETRE. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Généralités sur les intégrales a paramétre

I.A. Régularité [BP15, §8.3, p140-147] [BMPOS5, §2.7, p82]

Soit (E, A, 1) un espace mesuré et U un espace métrique. On considére f : U x E —» Cet
on pose lorsque cela a un sens F'(t fE f{t,x)du(x) pourt € U.

THEOREME 1. [CONTINUITE SOUS LE SIGNE INTEGRALE]
Supposons que :

« pourtoutt € U, x — f(t,x) est mesurable,

» pour p-presque tout x, w — f(t, x) est continue en t,

« il existe g intégrable telle que pour toutt € U, | f(t,z)| < g(x) p- p.p..
Alors F est bien définie sur U et est continue en t.

APPLICATION 2. Continuité de la transformée de FOURIER d’une fonction L' (R%).

THEOREME 3. [DERIVATION SOUS LE SIGNE INTEGRALE]
SiU estun intervalle I de R, supposons que :
« pourtoutt € I,z — f(t,x) estintégrable sur E,
. pouru presque tout z, u — f(t, ) est dérivable surl,
8(t,2)| < g(x) p-pop.
Alors F est définie, dérivable sur I et F' : t — fE S (t, x)dp(x).

THEOREME 7. [HOLOMORPHIE SOUS LE SIGNE INTEGRALE]
Supposons que U estunouvertQ2deCet f : Q x E — C tels que:
« pourtoutz € Q, x — f(z,x) est mesurable sur E,
« pour p-presque tout x, u — f(z,x) est holomorphe sur Q,
« il existe g intégrable telle que pour tout z € Q, | f(z,z)| < g(z )N p.p..

Alors F est holomorphe sur Q et pour toutk > 0, F®) : 2 +— [, 9L (2, 2)dp(x).

EXEMPLE 8. I est holomorphe sur {{(z) > 0}.

APPLICATION 9. T admet un unique prolongement méromorphe sur C, holomorphe sur
C \ —N. Celui-ci ne sannule pas et de plus 1/T est une fonction entiére.

[Gou08, §3.4, p159]

I.B. Comportement asymptotique

THEOREME 10. [INTEGRATION DES RELATIONS DE COMPARAISON]
Soient I = [a, b un intervalle semi-ouvertdeR, f : I — Retg : I — R des applications
continues par morceaux sur I. Alors lorsque x — b~

APPLICATION 4. Prenant f : (t,z) — 222 ¢=t% on montre que [7>° 2] gy — 7

COROLLAIRE 5. [DERIVATION MULTIPLE SOUS LE SIGNE INTEGRALE]
Si U estun intervalle I de R, supposons que pourun k € N*:
« pourtoutt € I, x — f(t,x) estintégrable sur E,
« pour p-presque tout x, t — f(t, ) estC* sur I,
« pour1 < i < kil existe g; intégrable telle que pour tout v € 1, ’%(t,z)‘ < gi(2)
H-p.p..

Alors FestCFsur et Fi : t — fE at, (t, z)du(x) pourtout1 < i < k.

EXEMPLE6. LafonctionT : z — [ e~ t*~!dt est C> sur RY.

f=0() f=0(g) f~g
Pg<+o0 | [[i=ofTg) | L7=0Tg) | TS~ [g
g =+o0 | [Tf=o(f > =0l | [[f~]g
APPLICATION 11.
« In(z) = [ 1dt =440 0(x®) pour tout o > 0.
. f1 _tln( Ydt =41+ o(e!™%) = o(z — 1).
PROPOSITION 12. [METHODE DE LAPLACE] [Rou99, p322]

Soient [a, bl un intervalle de R, o : [a, b|— RdeclasseC? et f : [a,b|— C telle que e~t0% f
soit intégrable pour un certainty € R. On suppose que f est continue ena et f(a) # 0, et que
¢ > 0surla,b], ¢’'(a) = 0ety”(a) > 0. Alors:

b eft (a) Qa
/ eftgp(z)f(z)dx v f( )

2¢"(a) Wt

~Y
t——+o0
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APPLICATION 13. .
+ [FORMULE DE STIRLING] I'(f + 1) ~ oo V27t (%)

. Poura > 0, fR+ 2OTE e /e%tl/(m) exp (at;/a )

1. Produit de convolution

[BP15, Ch14, p291-314] [QZ13, ChIX.III, p318]

On se place sur E = R9 ol d est un entier quelconque. Soit p € [1,+00] et ¢ son exposant
conjugué.

DEfiNITION 14. [CONVOLUTION]
On appelle convolution de f et g la fonction f x g : © — [ f(y)g(x — y)dy, lorsque
celle-ci est bien définie.

THEOREME 15.
(i) Sif € L'etg e LP, alors f * g existe u-p.p. et 1fxgll, < Il lgll,-
(ii) Si f e LPetge LY, alors f % g existe pour tout z et || f x g|| ., < ||fﬁp lall -
De plus, si1 < p,q < 4o, alors lim |, 4 o f x g(x) = 0.

PROPOSITION 16. La convolution est commutative, associative et bilinéaire sur L* (R%). Au-
trement dit, (L*(R?), +, %) est une algébre de BANACH. Elle est cependant sans unité.

APPLICATION 17. Lasomme de deux variables aléatoires indépendantes définies sur R? et de
densités respectives f, g par rapport a la mesure de LEBESGUE a pour densité f x g.

1

m2
EXEMPLE18. SiG, :t+—— Nore= e 207,alors Gy * Gor = Gy o

PrROPOSITION 19. Sif € CF(R¥) et f € L' (RY), alors f x g € C*(R?) et

Vil <k 0%(fxg) = (0°f) xg

DEfiNITION 20. [APPROXIMATION DE L’UNITE ET SUITE REGULARISANTE]

Une suite (v, ),>1 de fonctions positives de L' est une approximation de lunité si:
« pourtoutn € N,ona [, apdAg = 1,
« pourtoute > 0,onalim, f{x>s} andig = 0.

Side plus les (a;,),,>1 sont de classe C2°, alors on dit que c’est une suite régularisante.

EXEMPLE 21. [EXISTENCE D’UNE SUITE REGULARISANTE]

On considére ¢ : z — exp(M%_l)]l]o’u(HxH) puisa : x —y 22

Lo #dra”
Alors la suite av,, : # — n%a(nx) est une suite régularisante.

PROPOSITION 22. Soientp < +oo, f € LP(R?) et (v, )nen Une approximation de l'unité.

P
2or

Alors f x a,
n—-+oo

APPLICATION 23. [CONSTRUCTION DE FONCTIONS PLATEAUX]
Soit K un compact de R? et € un ouvert contenant K. Alors il existe § € C>(R?) telle que
0 =1surK,f=0surR?\ Qet0 <0 <1.

I THEOREME 24. C°(RY) est dense dans LP pour1 < p < +oo.

APPLICATION 25. Sif € LPetg € LY, f x g est uniformément continue.

IIl. Transformée de FOURIER

[BP15, Ch15, p315] [Rud98, Ch9, p219]

DEfiNITION 26.  Pour f € L*(R?), on définit sa transformée de FOURIER par :

F(f):(r— f(C) = (z) o~ Ux[¢)dz

Rd

I DEfiniTiON 27. Pour f € L' (R9), on note f l'application z —s f(=z).
I PROPOSITION 28. F estlinéaireetpour f € L'(R?), f estuniformément continue et bornée.

THEOREME 29. [LEMME DE RIEMANN-LEBESGUE]
Si f € L*(R%) alors f € Co(R?).

PROPOSITION 30. Soient f, g € L'(R?).

(i) f=F=F

(i) F(f xg) =F(f)F(9) ,

(iii) Si Ty, est lopérateur de translation par h € R% alors F (13, f)(¢) = e~ F(£)(¢).
(iv) Pour X > 0, F(f(./A)) = Af(\.)
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APPLICATION 31. Latransformée de FOURIER d’une gaussienne est une gaussienne. On a G, :

o2¢2

(e 2

I PrROPOSITION 32. F : L'(R%) — Cy(IR?) est injective et continue.

APPLICATION 33.
aléatoire.

En probabilité, la fonction caractéristique caractérise la loi d’'une variable

DEfiNITION 34. [CLASSE DE SCHWARTZ]
On définit la classe de SCHWARTZ sur R?, notée S(R?), comme l’ensemble des fonctions f €
C>(R9) telles que:

Vp € N, N, (f) sup  sup |x'88af(x)| < 400

|a|<p,|B|<p zeR?

On munit cet espace de la famille dénombrable de semi-normes (V) ,en;, il est donc métri-
sable (espace de FRECHET).

EXEMPLE 35. C°(RY) C S(RY) et G, € S(RY).

I PROPOSITION 36. Pour f € S(RY), ona f € S(RY).

ProposITION37. S(RY)estcompletets’injecte continument dans les LP(R?), dans lesquels
il est dense pourp < +oc.

PrOPOSITION 38. S(R?) est stable par dérivation, multiplication interne, multiplication par
un polynéme (ces opérations étant continues).

PROPOSITION 39. Pourca,3 € N"et f € S(RY),ona:

V¢ e RY F(OVF)(C) = il*I¢F(f)(Q)

et F(PHQ) =" F(H)Q)
COROLLAIRE40. Sif € L'(R?) esttelle que f € L'(R%), alors

1
27r)d

Ve e R f(2) = ——f(-2) pp.

(

En particulier f est égale p.p.  une fonction Co(R?).

_2
1i¢?

1

EXEMPLE41l. OnaF(e I®l): (+— s

.On en déduit que F(:=15) : ¢ — me~I¢l,

COROLLAIRE 42. [INVERSION DE FOURIER DANS S(R?)]

F : S(RY) — S(R?) est un automorphisme continuetona F~1 : f —s 1

(gﬂ)df(f>'
APPLICATION 43. [RESOLUTION D’EDP] [Bon01, §9.6, p184]
« On considére ’équation de la chaleur 9;u = 9%u avec condition initiale f € S(R?). Alors
il existe une unique solution u € C%(R x R?) telle que u(t,.) € S(R?) uniformément en ¢
sur tout compact et u(t, .) t—0> f dans L'. Cette solution est donnée par:
—

1
(47Tt)d/2 R4

1
(4rt)a2 ©

112

4t

lz—

2
T dy = faky(z) ok, =

Vt > 0,Ve € RY u(t,z) = fly)e™

« On considére l'équation de SCHRODINGER d;u = id2u avec condition initiale f € S(R).
Cette équation possede une unique solution u € C*(R x R) telle que pour tout ¢, u(t,.) €
S(R) uniformément en ¢ sur tout compact. Ona:

1 ~ ) )
Vt > 0,Ve € RY u(t, ) = > /R F(¢0)e it et g¢

PrROPOSITION 44. Si f, g € S(R?) alors

f(@)g(@)dz = | f(z)g(x)de
RA RA

THEOREME 45. [THEOREME DE FOURIER-PLANCHEREL]
F se prolonge en un unique opérateur linéaire (toujours noté F) de L*(R%) dans lui-méme
vérifiant : 5
« FoF = (2m)d,
2
5 R
« pour f € AR, |f17: = o4 | ],

 Pour f,g € LA(R), [ f(@)g(2)de = iy [ F(2)

§(z)dz.

REMARQUE 46.
d’ambiguité.

La définition de F ci-dessus coincide avec celle sur L', il n’y a donc pas

EXEMPLE 47. On calcule m : ¢ > 2sinc(C). Les deux fonctions étant L?(RR), on en
déduit que S/IH\C = 7T]1[_1)1].
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SPEECH

Les intégrales a parametres sont 'analogue des séries de fonctions si on voit ’'intégrale comme
une généralisation de la somme. On voudrait donc voir les propriétés de la régularité de ces in-
tégrales, c’est objet de la premiere partie. Notons également des propriétés de comportement
asymptotique (méthode de LAPLACE).

Le cas particulier du produit de convolution qui est une intégrale a parametres : bonne structure
cependant sans unité, mais on peut essayer d’approcher ces unités via une approximation de
Punité. On peut alors par exemple construire des fonctions plateaux et avoir des résultats de
densité.

Ensuite les transformées de FOURIER, qui sont 'analogue continu des séries de FOURIER. On a
envie d’étendre la transformée de FOURIER via l’espace de SCHWARTZ qui est un espace dans le-
quel tout se passe bien. Cela permet notamment d’obtenir le théoréeme d’inversion de FOURIER
et d’étendre la transformée de FOURIER a de nouvelles fonctions. Cela offre de nombreuses ap-
plications en EDP : I'esprit des méthodes de résolution est de passer en FOURIER pour obtenir
des EDO, plus simples, puis repasser en temporel.

Notons aussi des applications en probabilités via la fonction caractéristique qui va caractériser
la loi d’une variable aléatoire.

QUESTIONS

Q Quelle est l'idée derriére la méthode de LAPLACE?

R On cherche l’endroit « qui va le plus compter dans Uintégrale », c’est-a-dire ’endroit ou l'ex-
ponentielle est la plus importante. Voir ’explication heuristique du [Rou99].

Q Etpour la phase stationnaire?

R Enun point stationnaire, la fonction ¢ est a peu prés constante, on perd en quelque sorte le
caractére oscillant autour de ce point. C’est donc cette partie de 'intégrale qui va compter,
alors que le reste va plus ou moins s’annuler par oscillations.

Q SoitF:ax+—— f0+°° tm(l%t)dt. Trouver son domaine de définition, montrer que la fonction
1

est continue. Donner le comportement de F' en 0.
R Soit f : (tx) v mayp. fo2) € CO(RY) est mesurable, f(t,z) ~ &
donc est intégrable si et seulementsiz < 1, puis f(t,z) ~ = en +oo est intégrable
si et seulement siz + 1 > 1. Ainsi F est définie sur |0, 1[.
Comportement en 0 : si jamais on avait du t'/* on aurait pourt < 1,t/* — Oetsit > 1,
tYr — 4o,
Pour s’y ramener, procédons au changement de variables v = t%, qui donne du =
Z exp(eIn(t))dt = Zudt, ou encore du/u = zdt/t, et finalement dt = zInt = u!/*. Ainsi :

P +o0 ul/w J 1 +oo ul/m J
(:L)_/O xu2(1+u1/x) U_E/O u2(1+u1/x) u

1/z
Pouru < 1, m

en 0

1/x
— 0.Pouru > 1, - — 1/u?.

(tul/")
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I. Convergences

On considére une suite (f,,)ren de fonctions et f une fonction, toutes définies sur un méme
ensemble E et a valeursdans K = Rou C.

I.A. Autour de la convergence uniforme
p149]

[Gou08, §4.3, p220-222] [QZ13, §V.III,

DEfiNITION 1. [CONVERGENCES SIMPLE, UNIFORME]

Onditque (f.)nen converge simplementvers f sipourtoutz € E,ona f,(x) —+> f(x).
n—-+0oo
On dit que (f,,)nen converge uniformément vers f sisupg | fn — f| " 0.
n——+0oo

EXEMPLE 2. (7 — z"),cn converge simplement mais pas uniformément vers 0 sur [0, 1].

THEOREME 3. Soient E un espaces métrique. Soit a € E. On suppose que f, iﬁ fsur
n——+0oo

un voisinage de a et que les ( f,,)nen sSont continues en a. Alors f est continue en a.

PROPOSITION 4. [CRITERE DE CAUCHY UNIFORME]
Il existe une fonction g telle que f,, L+> g si et seulement si :
n——+00

Ve > 0,AN e N|Vp,q > N,Vz € E, |f, — fq| (x) < ¢

I REMARQUE 5. Cy(X, ||.||,) est complet (ou X est un espace métrique complet).

THEOREME 6. [THEOREME D’ARZELA-ASCOLI]
Supposons E compact. Alors on peut extraire de (f,)nen une sous-suite uniformément
convergente si et seulement si pour toutxz € E:

(i) Ye >0,3n > 0|Vn e N,Vy € E,d(z,y) <n = d(fu(2), fu(y)) <&,

(i) Fy = {fn(x)|n € N} est relativement compact.

THEOREME 7. [THEOREME DE WEIERSTRASS] [QZ13, §XIILII.1, p518-519]

R[X] est dense dans C([a,b], R, ||.|| ) poura < b € R.

DEfiNITION 8. [CONVERGENCES DE SERIES DE FONCTIONS]
On définit de méme les convergences simple et uniforme d’une série de fonctions. On dit
que ) fx converge normalementsid_ [ fnllo < +oo.

SUITES ET SERIES DE FONCTIONS. EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES.

EXEMPLEY. Lasériedetermegénéral f, : z — ﬁ converge normalement pourz € [a, A]
oul<a<A.

I THEOREME 10. La convergence normale implique la convergence uniforme.
o . z 1
EXEMPLE 11. Laréciproque est fausse. Considérer f,, = -1, ny1-

PROPOSITION 12. Soit I unintervalle de R, on suppose les (f,,)nen dans CL(I, R) telles que
fo 25 getfa S f.

n—-+oo

Alors f € C'([a, B, R), fn —> fetf =g.
n——+0oo

I REMARQUE 13. La preuve de ce théoréme utilise le Théoreme 21.

(p)

COROLLAIRE 14.  Siles (f,)nen sont C*([a, b], R) et telles que f; _%: gp pourp < k
avec £ " gralorsgo € CH([a,BLR), fu " getgy” =g, pourp < k.

EXEMPLE 15. Soit f,, : t — exp(tu) (u € R). Alors f,, est C™ et fép) Tt Y en %u"

EXEMPLE 16. [Hau07, p241] Importance de la convergence uniforme de (f/,)nen : considérer

fulz) = /22 4+ 1/n.

I.B. Convergence en théorie de lintégration

[Gou08, §4.3, p222] [BP15, Ch7/8, p115-157]

Soit (E, A, i) un espace mesuré.

THEOREME 17. [CONVERGENCE DOMINEE]
Si (fn)nen est une suite de fonctions mesurables telles que :
o limy, 4o fr existe etvaut f u-p.p.,
« il existe g intégrable sur E telle que | f,,(z)| < g(x) p- p.p.pour toutn > 0.
Alors f estintégrable etlim,, o [ |fn — fldp = 0(etdonc [, fodp — [y fdp).
n—-+oo

EXEMPLE 18.
+ Lhypothese d’intégrabilité est nécessaire : considérer f,, = 1/nsurR,.
« L’hypothése de domination est cruciale : considérer f,, = nljg 1 /).

ENS Paris-Saclay - 2018/2019

Antoine BARRIER - https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Page 197 sur 238


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Agrégation - Lecons

241 - Suites et séries de fonctions. Exemples et contre-exemples.

sia<1

n n ,—ox
APPLICATION19. [ (1 +z/n)"e **dr — <inon

2 Ve

COROLLAIRE 20. Si (fn)nen est une suite de fonctions mesurables telles que
> onso0 Jx |fnl dp < 400, alors les (fr)nen €t 3, 5 fn SOntintégrables etona:

|3 un =3 [ pude

n>0 n>0

COROLLAIRE 21.  Si (f,)nen converge uniformément vers f sur [a, b] un segment de R alors
. b b
festcontinueet [ f,(t)dt el [, f(t)dt.

DEfiNITION 22. [CONVERGENCE L”]
On dit que (fn)nen tend vers f dans LP si ce sont des éléments de LP et si
1= 1l =, 0

I ProOPOSITION 23. La convergence LP implique la convergence - p.p.d’une sous-suite.

EXEMPLE 24. Stroboscope (bosses roulantes) : on n’a pas convergence simple de la suite.

DEfiNITION 25. [APPROXIMATION DE L’UNITE ET SUITE REGULARISANTE]
Une suite (., ),>1 de fonctions positives de L' est une approximation de l'unité si:
- pourtoutn € N,ona [, apdrg =1,
« pourtoute > 0,onalim, f{pa} o dhg = 0.
Side plus les (v, )n>1 sont de classe €, alors on dit que c’est une suite régularisante.

EXEMPLE 26. [EXISTENCE D’UNE SUITE REGULARISANTE]

< ys . 1 ; . é(x)
On considere ¢ : © — eXp(7|\x||2—1)1[0»1](”:5“) puisa : x —> T odna’

Alors la suite a,, : 7 — na(nz) est une suite régularisante.

PROPOSITION 27.  Soit (p, )nen Une suite régularisante et f € LP. Alors (py, * f)nen est une
suite de fonctions C° qui converge vers f dans LP.

I COROLLAIRE 28. CZ° estdense dans L*.

Il. Séries entiéres [Gou08, §4.4, p236-256]
DEfiNITION 29. [SERIE ENTIERE]
On appelle série entiere toute fonction de la forme z —— >~ - a,2™ oU (ay)nen € CN.

DEfiNITION 30. [RAYON DE CONVERGENCE]
On définit le rayon de convergence de la série entiere par le réel R =
sup({r > 0| (|anr™|)nen est bornée}).

EXEMPLE 31. Lasérieentiere ) ., % aunrayon de convergence infini.

Soit désormais )", -, an 2™ une série entiére de rayon de convergence R.

PROPOSITION 32. [LEMME D’ABEL]
* Si|z| < R, lasériey, ., an2" converge absolument,
* La série entiére )", -, a,2" convergence normalement sur D,.(0) pour tout v < R. En
particulier, la série entiére est continue sur Dg(O),

EXEMPLE 33. On n’a pas forcément convergence ou continuité sur Dg(0)! Par exemple
> aso(—1)"2" = -1 surD; (0), prolongeable en 1 par 1/2 mais dont la série en 1 diverge.

PROPOSITION 34.
« Si|z| > R, lasérie " ai,2* diverge (grossiérement),
« La série entiére Y, ayz" convergence normalement sur tout compact K C Dx(0).

EXEMPLE 35. [DIFFERENTS COMPORTEMENTS POSSIBLES SUR LE CERCLE % (0)]
* > .1 2" diverge en tout point de % (0),
* Y .1 2"/n converge en tout point de %, (0) saufen 1,
. Zn;l 2™ /n? converge en tout point de % (0).

THEOREME 36. [REGLES DE D’ALEMBERT ET DE CAUCHY]
i) Siapi1/an = A €]0,4+o0],alors R =1/
n—-+oo

i) Si ¥/|an| - A€ [0,+00],alors R =1/

1/3m
4/3"

sin est pair

sim estimpair * on peut appliquer la regle de CAUCHY

EXEMPLE 37. Poura, = {

mais pas la régle de HADAMARD.
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THEOREME 38. [ :Dg(0) — C,z — >, ., an2" est de classe C™ et ses dérivées sont DEfiNITION 46. [NOYAUX DE DIRICHLET, DE FEJER] N
des séries entiéeres de rayon de convergence R. On appelle noyau de DIRICHLET & 'ordre N € N lafonction Dy = >"."_  en.
On appelle noyau de FEJER a lordre N € N la fonction Ky = %ZnN:_Ol D, =

APPLICATION 39. Si ) az" et brz* sont des séries entiéres de rayons de convergence R, ZTJY:?N(l —|n| /N)en,.
et Ry, alors leur produit de CAucHY a un rayon de convergence supérieur a min(Rg, Rp).

.. PROPOSITION 47. On a les propriétés suivantes :
lll. Series de FOURIER

—~

—1)™ .
ﬂgn)z sinon

[Gou08, Ch4.5, p256-270] [QZ13, Ch4, p68-135] [BMPOS, §3.3.3/3.3.4, p127] D1) Sn(f) = f* Dn, F1) on(f) = f * Kn,
4 D2) Dy estpairet|Dyl|l; =1, F2) |[Knll; =1,
Onnote T = R/27Z, e, = €™ pourn € Z.On définit lorsque cela aunsens (f | g) = D3) Vi € T. Dy (2) sin (281 5) F3) Vo € T, Kn(z) = %singi\fﬂ;/?) >0
1 27 By o x ,UN(T) = “sin(z/2)? ’ sin?(z/2) =
= Jo f®g)dtet| fll, = /(1) (@/2) F4) 5 €07, [y cq K (Bt — 0.
DEfiNITION 40. [COEFfiCIENT DE FOURIER]
Pour f € L'(T), on définitc,, (f) = 5= [7_f(t)e~™ dt = (f | ) le n-iéme coefficient de
FOURIER de f, ot € Z. THEOREME 48. [THEOREME DE FEJER]
« Soit f € C(T). Alors |lon(f)ll., < |Ifllo pourtout N > 1leton(f) = f
EXEMPLE 41. . Kn =7
e Pour f =1)_, 4000 < a<monacy(f)= a./7r sin=0 « Soit f € LP(T) pourunp € [1,+ool. Alors |lon (f)|l, < [|fI|, pour tout N > 1et
: sin(na)/nm  sinon lim I _ -0
| Nostoo lon (f) = fIl, = 0.
2 1 sin=0
-Pourf:asl—>1—7‘f2,0nacn(f)—{ 9

I REMARQUE 49. On peut retrouver le théoréme de WEIERSTRASS a partir du premier résultat.

PROPOSITION 42. Pour f € L*(T),ona: APPLICATION 50. F : C(T) — co(Z), f — (cn(f))nez estinjective.
(i) cn(f) = c—n(f),
(i) cn (Taf) =e" ¢, (f):

(iii) % en = cn(f)en THEOREME 51. (e, ),z estune base hilbertienne de L?(T). En particulier, pour f € L*(T):

(iv) sif € C(T)NCL,,(T),onacy(f)=inc,(f).
3 F=SreenNen et fl7e = ey leal )

LEMME 43. [LEMME DE RIEMANN-LEBESGUE]
Sif € LY(T), alorsc,(f) — 0. APPLICATION 52. [CALCULS DE SERIES]
e On peut reprendre ’'Exemple 41 pour calculer les normes des applications dans L? : pour a €
[0,27] : 3~ ene Si“gl"“) = Z5% (premiére fonction) et }°, . o = g—g (deuxieme fonction).
1 w2 1 w2

DEfiNITION 44. [SOMME PARTIELLES DE FOURIER, DE FEJER] . ; . o
On appelle somme partielle de Fourier d'ordre N € N la quantité Sy(f) = On peut aussi calculer classiquement 3 oy. 7z = % et 3 - (2n-1)2 — 8

ZnN:_N cn(f)en.

On appelle somme partielle de FEJER d’ordre N € Nla quantité oy (f) = Zn 0 ' SN (f). I THEOREME 53. Si f € C(T) N C,,,(T), alors (Sx(f)) ven converge normalement vers f.

EXEMPLE 54. Contre-exemple sans ’hypothése Czl,m :il existe une fonction f € C(T) telle que
(Sn(f)(0)) nen ne converge pas (c’est un corollaire du théoréme de BANACH-STEINHAUS).

I REMARQUE 45.  On peut voir Sy (f) comme la projection sur Py = Vect((en)—N<n<n)-
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COMMENTAIRES

Références pour la théorie de FOURIER : [SS03,QZ13].

QUESTIONS

Q Soit f : R — R telle que f est limite uniforme de polynémes sur R. Que dire de f?

Q Soient (X,,)nen des variables aléatoires (pas forcément indépendantes) de lois respectives
&(n?). Montrer que > X}, converge dans L? et presque surement.

Q Onpose f:x — Y, o1 Sy sUrRy.
1) Montrer que f est bien définie et continue sur R ..
2) Montrer que f est C* sur R’ et qu’elle est solution d’une EDO linéaire d’ordre 2 a
coefficients constants.
3) Quelle estlalimitede f en +o00?
4) f est-elle dérivableen0?

Q On prend une suite (u,),en croissante qui tend vers +oo avec u,, > 0 pour tout n. On
s’'intéresse a la somme de la série de fonctions >, ., (—1)" exp(—u,.). Cette application
est-elle bien définie? La somme de la série est-elle continue ? Peut-on calculer la valeur de
Uintégrale entre 0 et +oco de cette fonction?
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CONVERGENCE DES SERIES ENTIERES, PROPRIETES DE LA SOMME. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

. Généralités [Gou08, §4.4, p236-256] [BMP05, §2.1/2.2, p47-56]

I.A. Série entiére et rayon de convergence

DEfiNITION 1. [SERIE ENTIERE]
On appelle série entiére toute fonction de la forme z — >~ . a,2" ol (ap)nen € CN.

DEfiNITION 2. [RAYON DE CONVERGENCE]
On définit le rayon de convergence de la série entiere par le réel R =
sup({r > 0] (|anr™|)nen est bornée}).

EXEMPLE 3. Lasérieentiére ) . % aunrayon de convergence infini.

Soit désormais >, ., an 2™ une série entiére de rayon de convergence R.

PROPOSITION 4. [LEMME D’ABEL]
« Silz| < R, lasérie}y”, -, a,z" converge absolument,
« La série entiére ano anz™ convergence normalement sur D,.(0) pour tout r < R. En
particulier, la série entiére est continue sur Dr(0),

EXEMPLE 5. On n’a pas forcément continuité sur Dx(0)! Considérer par exemple
> aso(—1)"z" = -1 surD; (0), prolongeable en 1 par 1/2 mais dont la série en 1 diverge.

PROPOSITION 6.
« Si|z| > R, lasérie " ayz" diverge (grossiérement),
« La série entiére " az" convergence normalement sur tout compact K C Dg(0).

EXEMPLE 7. [DIFFERENTS COMPORTEMENTS POSSIBLES SUR LE CERCLE % (0)]
* > .0 2" diverge en tout point de %7 (0),
* Y >0 2" /n converge en tout point de ¢ (0) saufen 1,
. Zn;o 2" /n? converge en tout point de % (0).

THEOREME 8. [REGLES DE D’ALEMBERT ET DE CAUCHY]
i) Siapt1/an = A € ]0,+00], alors R =1/
n—-4+0oo

i) Si ¥/|an| - A€ [0,400],alors R =1/
n—-+0o0
1/3"

Pour a,, = { 4/3"
mais pas la régle de HADAMARD.

sin est pair

EXEMPLE 9. . ; .
sin estimpair

, on peut appliquer la régle de CAUCHY

COROLLAIRE 10. [FORMULE DE CAUCHY-HADAMARD]
Ona R~! = lim SUD, 400 V/ln-

EXEMPLE1l. > . n%z",ola € R,aunrayondeconvergence égalal.
Y ons0 anTZn a un rayon de convergence égala 1/e.

Soient )", - anz" etd -, b,z" des séries entieres de rayons de convergence R, et 2.

Opérations sur les séries entiéres

I PROPOSITION 12. Sia, = O(|b,|)alors R, > Ry.
n—-+oo

PROPOSITION 13. [SOMME DE SERIES ENTIERES]
Y n>o(an + bn)z™ aun rayon de convergence R supérieur d min(R,, Ry) etona:

Vz € D(0,min(Rq, Rp)), ano(an +b,)2" = ano anz™ + ano by, 2"

DEfiNITION 14. [PRODUIT DE CAUCHY]
On définit la série entiére ano cn 2™, 00 ¢ = D1 arbn_k, appelée produit de CAUCHY
ded  ~oanz"et)  -,bnz™ Onnote R. sontrayon de convergence.

PROPOSITION 15. [PRODUIT DE CAUCHY]
Ona R. > min(R,, Ry) et:

Vz € D(0,min(R,, Ryp)), ano cp2" = (ano anz"> (ano bnz”>

EXEMPLE 16. Les rayons des sommes/produits peuvent étre distincts de min(R,, Rp) :
* D aso(L+2M)2" 4+ 37 S0(1=2")2" =37 (2" (Ra, Ry, R) = (1/2,1/2,1).
c(1-2)3,502" =1 (Ra, Ry, R.) = (+00,1, 400).
. { an = 20,00 + 2" 151

by = —Tpg+ Lnss = cp = 21,0

(Ra, Ry, Re) = (1/2,1, 4+00).
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Il. Régularité de la somme [couos, 54.4, p236-256] [BMPOS, §2.1/2.2, pa7-56]

I1. A.

Soit f : 2 — Y, < anz" Une série entiére de rayon de convergence R > 0. Onavu que f est
continue sur Dz (0), normalement sur tout compact.

Régularité sur le disque de convergence, restriction a R

THEOREME 17. [ est holomorphe sur C (dérivable au sens complexe) sur Dg(0), de dérivée
floz— 305 nan,z""', qui a pour rayon de convergence R.

(n)
I COROLLAIRE 18. Onapourtoutn € N, a,, = L70)

n!

I REMARQUE 19. Ainsi f coincide sur D (0) avec sa série de TAYLOR en 0.

Soitdésormais f : & — >, -, a,a™ définiesur] — R, R[ou R > 0.

COROLLAIRE 20. [REGULARITE]
festC>sur] — R, R etpourtoutk € Netz €] — R,R[,ona f)(x) = 3 -, Hanz"~".

I COROLLAIRE 21. Llasérie F:x — Y an_gn+1 est une primitive de f sur] — R, R|.

n>0 n+1

EXEMPLE 22. Développementsdelog(1 + .), arctan, arcsin, argth, argsh.

Il.B. Convergence sur le cercle

THEOREME 23. [THEOREME D’ABEL] [Gou08, p252-253]
Soit f 1 z — ano anz™ de rayon de convergence 1. On suppose que ano an
converge. Alors pour tout o € [0, /2], on alim, 1 .en, f(2) = 32,50 an, 0U

An={1-pe? €D(0,1)] |2| <1,p>0,0 € [-a,a]}

THEOREME 24. [THEOREME TAUBERIEN FAIBLE] [Gou08, p253-254]
Soit f : z —= ), anz"™ de rayon de convergence 1. On suppose que a,, = o(1/n) et
qu'ilexiste S € Ctel que f(z) — S.Alors)", - a,convergeety. - a, =S5S.

1~ < <

THEOREME 25. [THEOREME TAUBERIEN FORT]
Le résultat précédent est toujours vrai si I'on suppose a,, = O(1/n).

Ill. Fonctions développables en série entiére

[Gou08, §4.4, p236-256] [BMPO5, §2.1/2.2, p47-56]

lH.A. SurC

Soit Qunouvertde Cet f : Q — C. On suppose 0 € (2 (sinon on translate la fonction).

DEfiNITION 26. [FONCTION DEVELOPPABLE EN SERIE ENTIERE, ANALYTIQUE, ENTIERE]
- Ondit que f est développable en série entiére au voisinage de zg € Q s’il exister > 0
et (an)nen telsqueD,(a) C Qet f(2) =, ~¢an(z — 20)" surD;.(a),
« Ondit que f est analytique sur  si elle est développable en série entiére au voisinage
de tout point de €2,
« SiQ) = C, f est dite entiére si elle est analytique.

1

EXEMPLE27. - =) . 2" estdéveloppable en série entiére en 0.

On supposera dans la suite f analytique.

PropPOSITION 28. Si f admet un développement en série entiére surD g (0) autour de 0, alors
pourtout zg € Dg(0), le développement en série entiére de f en zy a un rayon de convergence
au moins égal a R — || et coincide avec f surDp_|.,|(20).

27

I THEOREME 29. [FORMULE DE CAUCHY]
0

Pourtoutr €]0, R[etn € N, ona 2nr"a,, = f(rei?)e " do.

THEOREME 30. [THEOREME DES ZEROS ISOLES]
Si f : Q — Cestnon nulle, 'ensemble des zéros de f n‘admet pas de point d’accumulation.

COROLLAIRE 31. [UNICITE DU DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE]
Deux séries entiéres sont égales si et seulement si leurs coefficients sont égaux.

I COROLLAIRE 32. [THEOREME DE LIOUVILLE]
Une fonction entiére est bornée si et seulement si elle est constante.

APPLICATION 33. Une fonction entiere telle que Vz € C,|f(2)| < P(|z]) ou P € Ry [X] est
un polynéme de degré inférieur a deg(m).
Une fonction entiére qui évite deux valeurs est constante [PETIT THEOREME DE PICARD].

PROPOSITION 34. [HOLOMORPHIE]
g : QQ — C est holomorphe si et seulement si elle est analytique.

g(")(zo)
n!

Dans ce cas, on a pour tout zy € , g(2) = >, (z — 20)™ au voisinage de z.
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ll.B. SurR
Dans le cas réel, le développement en série entiére est beaucoup moins puissant. En effet :

EXeMPLE 35. Une fonction C* peut ne pas étre dévelzpppable en série entiére en un point.
Considérer par exemple en 0 la fonction f : z — = /%" 1.

THEOREME 36. [RD098] Si f est C* sur un voisinage de 0, alors f est développement en série

entiére en 0 si et seulement si il existe « > O tel que | — o, a[C [ etVz €] — o, af, Ry (x) =
n ) (g

f(@) = > k=0 : k!( Lok — 0,

n—-+oo

THEOREME 37. [THEOREME DE BERNSTEIN]
Soita > Oet f :] — a,a[— R une fonction C™ telle que pour tout entier k, f**) > 0 sur
| — a, al. Alors f admet un développement en série entiére sur| — a, al.

IV. Applications

IV.A. Exponentielle complexe [Rud98, Prologue, p1-4] [AF93, §VI.7, p226]

DEfiNITION 38. [EXPONENTIELLE, COSINUS ET SINUS]
On définit les séries entiéres suivantes :

cos(z) = Z%N (

2n)]

_1)n2n 1) p2ntl

sin(z) = ZnEN (

exp(z) =e” =}, ey a7 @n+1)!

PROPOSITION 39.
(i) exp, sin, cos sont des séries entiéres de rayon de convergence infini et sont donc définies
et holomorphes sur C. De plus exp est sa propre dérivée,
(i) Pourtout z € C, onexp(iz) = cos(z) + isin(z),
(iii) Pour§ € R, cos(6) et sin(0) sont réels et || = 1.
(iv) exp est un morphisme surjectif de (C, +) dans (C*, x) de noyau 2in’Z.
(v) Pourzy, zy € C, exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(z2),

COROLLAIRE 40. [FORMULE DE MOIVRE ET D’EULER]
* Pourn € Netf € R, ona (cos(f) +isin(0))" = cos(nf) + isin(nd).

6 —16 . —i0
« Pourf) € R,onacos(f) = —L— etsin(f) = <5

0i0 _

APPLICATION 41. Développement de cos(nf) et sin(nd) par la formule de MoIvre. Linéarisa-
tion de cos™(f) etsin™(6) par les formules d’EULER. Exemples de cos® () et sin(56). Polyndmes
de TCHEBYCHEV.

IV. B.

Il est souvent judicieux de rechercher des solutions particulieres d’équations différentielles
sous forme de série entiére, notamment lorsque les fonctions coefficients sont des polynémes.

Equations différentielles [QZ13, §X.VI, p408/435] [Gou08, p245]

THEOREME 42.  Soient p(z) = >_, - pn" et q(x) = 3,5, qux™ convergeant pour x €
| — R, R[ou R > 0. Alors pour tout ag, a1 € C, il existe une unique solution y sur] — R, R| de
y' +py’ + qy = 0avec y(0) = ag et y’(0) = a4, y étant développable en série entiére.

APPLICATION 43. Calcul des solutions de ¢/ + xy = O avec y(0) = 1ety’(0) = 0,de (1 —
22)y" —xfy =2sur] —1,1[oude2x(1 — z)y’ + (1 — 22)y = 1sur]0, 1].

IV.C. Combinatoire : dérangements de 7 [Rom17, Ch2, p53/73] [FGNO7, §1.2-6, p6]

DEfinITION 44. Pourn € N*, on appelle dérangement de n une permutation de [1, n] sans
point fixe. On note d,, le nombre de dérangements de n.

I PROPOSITION45. Ona Y ,_, (})d, = nl

PROPOSITION46. Soit f : 2 — Y., 5o 422"
« Le rayon de convergence de f est supérieural,
« x — f(z)exp(x) est développable en série entiére sur] — 1,1[etona f(z) =

e dy=nld1, (_k—l,)k

IV. D.

1—x’

La fonction génératrice en probabilités [Mé11, p62/188]

DEfiNITION 47. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N. On définit sa fonction gé-
nératrice gx par gx(s) = E[s*] =Y, .y P(X =n)s™.
C’est une série entiére de rayon de convergence supérieur ou égala 1 et gx (1) = 1.

EXEMPLE 48. Fonctions génératrices de B(p), B(n,p), P()\),G(p).

PROPOSITION 49. X admet un moment d’ordre p € N* si et seulement si gx est p fois déri-
vable en 1, et dans ce cas Ggﬁ)(l) =EX(X-1)...(X —p)].

I PROPOSITION 50. Si X etY ont méme fonction génératrice, elles ont méme loi.

APPLICATION 51. [PROCESSUS DE BRANCHEMENT DE GALTON-WATSON]
Soit (Z,,)nen Un processus de branchement de GALTON-WATSON de loi ui. Alors gz, = gf?" pour
toutn € Netsiu # Jp, onaP(survie du processus) > 0 <= E[u] > 1.

ENS Paris-Saclay - 2018/2019

Antoine BARRIER - https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Page 203 sur 238


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Agrégation - Lecons

243 - Convergence des séries entiéres, propriétés de la somme. Exemples et applications.

ANNEXE

Schéma des différents types de convergences [BMPO05, p48]
Schémade A,,.
Principaux développements en série entiere.

QUESTIONS

Q Quelcritére est le plus fort : CAUCHY ou HADAMARD ?
Q Qu’en est-il de la composition de séries entiéres?
Q Développement en série entiére de arctan(z + a).

BIBLIOGRAPHIE

[AF93]  J.M. ARNAUDIES et H. FRAYSSE : Cours de mathématiques, Tome 1, Algébre. Dunod,
1993.

[BMPO5] V. BECK, J. MALICK et G. PEYRE : Objectif Agrégation. H&K, 28me édition, 2005.
[FGNO7] S.FRANCINOU, H. GIANELLA et S. NICOLAS : Oraux X-ENS - Algebre 1. Cassini, 2007.
[Gou08] X.GOURDON : Les maths en téte - Analyse. Ellipses, 2¢me édition, 2008.

[Mé11] S. MELEARD : Aléatoire : introduction a la théorie et au calcul des probabilités. Les
éditions de I’Ecole Polytechnique, 2011.

[QZ13] H.QUEFFELEC et C. ZulLY : Analyse pour ['agrégation. Dunod, 4%me édition, 2013.

[RDO98] E. RAMIS, C. DESCHAMPS et J. ODouX : Cours de mathématiques 4, Séries et équations
différentielles. Dunod, 1998.

[Rom17] J.-E. ROMBALDI : Mathématiques pour l'agrégation : Algébre et géométrie. De Boeck,
2017.

[Rud98] W. RUDIN : Analyse réelle et complexe. Dunod, 2éme édition, 1998.

ENS Paris-Saclay - 2018/2019

Antoine BARRIER - https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Page 204 sur 238


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

FONCTIONS HOLOMORPHES SUR UN OUVERT DE C. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

Soit QunouvertdeC,et f : @ — C.

I. Fonctions holomorphes [Tau06, §3.4/Ch5, p39/58]

l. A.

Fonction holomorphe

Holomorphie, différentiabilité, analycité

EXEMPLE 1. Soit f : z — L. Alors pourz € C*,onasi|h| < |2|:

f(z+h) = f(2) 1 1
h

- (z+4+ h)z \h|_—>>0 22
Donc f € H(C*).

Stabilité par somme, produit, composition, inverse, selon les hypotheses ...

Equations de CAUCHY-RIEMANN, application : ' = 0 implique f contante sur U sur un connexe,
puis f contante sur U correspond a i(f) constante correspond a | f| constante, etc

Fonction analytique (c’est-a-dire développable en série entiere en tout point)

DEfiNITION 2. [FONCTION DEVELOPPABLE EN SERIE ENTIERE, ANALYTIQUE, ENTIERE]
« Ondit que f est développable en série entiére au voisinage de zg € Q s’il exister > 0
et (an)nen telsqueD,(a) C Qet f(2) =, 5o an(z — 20)" surD;.(a),
« Ondit que f est analytique sur 2 si elle est développable en série entiére au voisinage
de tout point de €,
« SiQ) = C, f est dite entiére si elle est analytique.

1

EXEMPLE 3. T
—z

=" ,.>0 2" estdéveloppable en série entiere en 0.
On supposera dans la suite f analytique.

ProPOSITION 4. Si f admet un développement en série entiére sur D (0) autour de 0, alors
pourtout zg € Dg(0), le développement en série entiére de f en zy a un rayon de convergence
au moins égal a R — || et coincide avec f surDpg_ ., |(20)-

DSE implique holomorphe, relation entre les dérivées et les coefficients du DSE, exemple de
'exponentielle

I.B. Application : détermination continue du logarithme

DEfiNITION 5.
+ Un argument continu sur 2 est une application continue © : Q@ — R telle que pour
toutz € Q, 5 =co O(z).
+ Un logarithme continu sur €2 est une application continue ¢ : 2 — C telle que pour
tout z € Q, z = exp of(2).

PrROPOSITION 6. SoitQd=C\R_.
« Il existe un argument continu © sur Q. Si on suppose de plus © a valeurs dans | — m, |,
on a alors unicité et on appelle © la détermination principale de 'argument,
« Il existe un logarithme continu sur .

Application : détermination continue de z¢

Il. Intégrales sur des chemins [Tau06, Ch6, p67]

Il.A. Définitions
Arcs, chemins, intégrales le long d’'un chemin, exemplesde z — 2z, 2 — Z, 2z — 27!

Lintégrale est invariante par chemins équivalents, opposée par chemin opposé

II.B. Théorie de CAUCHY

f continue admet une primitive sur ) si et seulement si pour tout chemin fermé, fv f(z)dz=0
Sur un convexe, f admet une primitive dés que fT f(2)dz = 0 pour tout triangle

Théoréme de GOURSAT, formule de CAUCHY 1: f,y f(2)dz=0

Lemme de l'indice, exemple (en annexe)

Formule de CAUCHY 2, exemples

COROLLAIRE 7. Une fonction holomorphe est analytique. Plus précisément siD(zg, R) C U
et f est holomorphe sur U alors f est développable en série entiére sur D(zy, R) et on a pour
tout chemin ~y d’indice 1 en z :
(n) 1
men {0 _ L[ I
Yy

— d
(s — zp)" T 5

n! T 2im

En particulier f est C*
Dans le cas réel, le développement en série entiére est beaucoup moins puissant. En effet :

EXeMPLE 8. Une fonction C> peut ne pas étre dévelgppable en série entieére en un point.
Considérer par exemple en 0 la fonction f : & — e /%" 1.

Inégalité de CAUCHY
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1l.
i A.

Formule de la moyenne, principe du maximum
Lemme de SCHWARZ, automorphismes du disque

Propriétés des fonctions holomorphes [Tau06, Ch7, p8a]

Propriétés liées a analycité et/ou ’holomorphie

THEOREME 9. [THEOREME DES ZEROS ISOLES]
Si f : Q@ — Cestnon nulle, 'ensemble des zéros de f n’‘admet pas de point d’accumulation.

Théoréme de LIOUVILLE

Convergence uniforme sur tout compact implique fonction limite holomorphe

Convergence de suites de fonctions holomorphes [BMPo5, §2.7, p82]

THEOREME 10. [HOLOMORPHIE SOUS LE SIGNE INTEGRALE]
Supposons que U estunouvertQ2de Cet f : Q x E — Ctels que:
» pourtout z € Q, x — f(z,x) est mesurable sur E,
» pour p-presque tout x, uw — f(z,x) est holomorphe sur (,
« il existe g intégrable telle que pour tout z € Q, | f(z, z)| < g(x) p- p.p..

Alors F est holomorphe sur 2 et pour tout k > 0, F¥) : z — [, g%{ (2, z)du(z).

Prolongement des fonctions holomorphes (par le théoréme des zéros isolés)

EXeEMPLE 11. T est holomorphe sur {f(z) > 0}.

APPLICATION 12, T admet un unique prolongement méromorphe sur C, holomorphe sur
C \ —N. Celui-ci ne s'annule pas et de plus 1/T est une fonction entiére.

V.

IV. A.
Singularité isolée, 3 cas possibles, tous distincts
Pole simple, pole multiple, résidu, exemples
Fonction méromorphe

Fonctions méromorphes [Tau06, Chs, p9s]

Singularités isolées

IV.B. Calculs d’intégrales

THEOREME 13. [THEOREME DES RESIDUS]
Soit U un ouvert convexe ou étoilé (ou simplement convexe). Soit f méromorphe sur U. On
note P l’ensemble de péles de f. Alors pour~ : [0,1] — U \ P chemin fermé, ona:

! /f(z)dz = Z Res(f,a) Ind(vy,a)

2
aceP

APPLICATION 14. Poura € RY,0na [, exp(—a?) cos(az)dr = Y exp(—a?/4).

o
APPLICATION 15. On retrouve [, —-iyda = mou 77 ®2 8 gy = 7.

x*In(x) 2
d =
21 4 cos?(

—+o0
EXEMPLE 16. Soit—1 < a < 1. Alors I, = / —.
0 504)

Autres exemples
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245 - Fonctions holomorphes sur un ouvert de C. Exemples et applications.

ANNEXE

Exemples de contours, dessins d’indices

SPEECH

On étend la notion de dérivée pour des fonctions de variables complexes. En fait cette nouvelle
notion va donner une structure extrémement forte qui va découler sur toute une théorie.

COMMENTAIRES

C’est une legon vaste, rester sur ce que l'on maitrise.

QUESTIONS

Q Soit f : t — 1/(1 + t). f est la restriction d’une fonction holomorphe sur un voisinage
de R. Pourquoi le rayon de convergence n’est pas infini?

R +i sont poles.

Q Quelle est la caractérisation géométrique d’une fonction holomorphe?

R La différentielle d’'une fonction holomorphe préserve les angles.

Q Interprétation géométrique de l'indice?

Q Soit (fn)n une suite de fonctions holomorphes convergeant vers f holomorphe, telle que
les (f»)n ne sannulent pas. Que dire de f?

R f estsoit nulle, soit ne s’annule pas. Supposons f non nulle.

En admettant la formule N = % J;((ZZ)) dz le nombre de 0 dans 'ouvert délimité par v tel
que f ne sannule pas sur ~.

Si a est un zéros de f, on prend un chemin autour de v et V,, = 0 pour tout n puisque les
(fn)n ne s'annulent pas. Par convergence uniforme, N,, — N donc N = 0. Absurde.

Il faut vérifier la convergence uniforme sur tout compact de ;—" vers %, on utilise les
convergences uniformes de f/ vers f’ et de f,, vers f.

Q On rappelle le théoréme de BAIRE : si (X, d) est métrique et les (F,),, sont des fermés tels
que F° = @, alors (U, F,)° = @.Soit f € H(C) telleque Vz € C,3ng | f™(2) = 0.
Montrer que f est un polynome.

R OnaC = U,>0Z(f™). Z(f") estun fermé. Si f(™) +£ 0 alors par le théoréme des zéros

isolés Z(f(™) est d’intérieur vide. Si c’est le cas pour tout n, par BAIRE on aurait C = @.
Donc f("0) = 0 pour un ng. Donc f est un polynéme.

BIBLIOGRAPHIE

[BMPO5] V. BECK, J. MALICK et G. PEYRE : Objectif Agrégation. H&K, 2éme édition, 2005.
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SERIES DE FOURIER. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

Onnote T = R/27Z, e, =
27 By
s Jo f(O)g(t)dtet]|f]l, =

e’™ pourn € Z.On définit lorsque cela a unsens (f | ¢g) =

(f15)

I. Coefficients et séries de FOURIER
[Gou08, §4.5, p256-270] [QZ13, ChlV, p68]

I. A.

Polyndme trigonométrique : polyndme en les (e, ), coefficients c,,, a,,, by, liens entre les deux
série trigonométrique, convergence normale dans certains cas

Séries trigonométriques et coefficients de FOURIER

DEfiNITION 1. [COEFfiCIENT DE FOURIER]
Pour f € L'(T), on définitc,(f) = & [*_ f(t)
FOURIERde f,ouUn € Z.

et dt = (f | e,) le n-iéme coefficient de

Coefficients a,, (f), b, (f), nuls quand f est paire ou impaire
Parinclusion des L?, le coefficient de FOURIER est défini sur tout L?, lien avec le produit scalaire
surL?

EXEMPLE 2.
M Ck(en) = 6k7n

« Pour f =Tj_, 4000 <a<monac,(f) = { :igzna)/nw z::c; 0
e Pourf:zr—1-— ff—z,onacn(f) = { é(,l)n Z::on: 0
PROPOSITION 3. Pour f,g € L'(T),ona:

(i) en(f) =con(f)

(i) cn(Taf) = e cn(f),
(iii) f*en = cn(f)en,
(iv) si f € C(T)NC},,(T), onac,(f') = incy(f).

(V) cn(f *g) = Cn(f)cn(g);

LEMME 4. [LEMME DE RIEMANN-LEBESGUE]
Si f € LY(T), alors ¢, (f) . 0
n——+0o0o

F :C(T) — co(Z), f — (cn(f))nez est linéaire, de norme 1

Série de FOURIER associée a f

Séries de FOURIER et noyaux trigonométriques

DEfiNITION 5. [SOMME PARTIELLES DE FOURIER, DE FEJER]

On appelle somme partielle de Fourier dordre N € N la quantité Sy(f) =

SN vea(fen

On appelle somme partielle de FEJER d’ordre N € Nla quantité oy (f) = + Zn o LS (f).

REMARQUE 6.

Vect((en)—N<n<nN)-

Exemple :si f est un polynéme trigonométrique

DEfiNITION 7. [NOYAUX DE DIRICHLET, DE FEJER]

SN v =1nl/N)en.

PROPOSITION 8. On a les propriétés suivantes :

Il. Convergences des séries de FOURIER

[QZ13, ChIV, p68] [Gou08, ChIV.5] [BMPO5, Ch3.3, p122]

II.A. Convergence au sens de CESARO

Dans lespace de HILBERT L2, Sy(f) est la projection sur Py =

On appelle noyau de DIRICHLET a l'ordre N € N la fonction Dy = Zfzf:_N en-
On appelle noyau de FEJER a lordre N € N la fonction Ky =

N-1
%Zn=0 D” =

D1) Sn(f)=f * Dn, F1) on(f) = f * Kn,
D2) Dy estpairet|Dyl, =1, F2) [[Knl, =1L, ]
in ( 2MEL, _ 1 sin®(Nz/2)
D3) Vo € T,DN({,C) = #, F3) Vo € T,KN(I') — N sin2(z/2) > 0:

F4) 6 €10, 7], [5<)y1<n Kn(t)dt Navan

THEOREME 9. [THEOREME DE FEJER]
« Soit f € C(T). Alors |lon(f)|l,, <
Ky %
N—+oco
« Soit f € LP(T) pourunp € [1,+ocl Alors |lon(f), <
imy oo [lon(f) = fll, =

[/l oo

pour tout N > leton(f) =

fox

| fIl, pour tout N > 1et

Applications:
+ si f estcontinue et Sy (f)(xo

(v9) — L, alors € = f(xo),
« si f estcontinue etsi Sy (f)

converge uniformément alors elle converge vers f,
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« théoréme de WEIERSTRASS
« injectivitt de F : C(T) — co(Z), f — (cn(f))nez-
Exemple : fonction triangle

Inégalité de BESSEL

Convergence en moyenne quadratique

THEOREME 10.

f=nezealNen et Nfl7e = ToezlealH
Applications::
« deux fonctions L' ayant mémes coefficients de FOURIER sont égales p.p.
« convolution:si f € L2,alors f* f =3 cn(f)?en
« F est une isométrie bijective
Exemple : fonction signal : valeur au point limite 1/2

Il.C. Convergence ponctuelle et uniforme

[Bre99, 1.1, p16-17] [Gou08, An. A, p404-405]

Contre-exemple si f n’est pas continue

(en)nez est une base hilbertienne de L*(T). En particulier, pour f € L*(T):

THEOREME 11. [THEOREME DE BANACH-STEINHAUS]

Soit F un espace de BANACH et F' un espace vectoriel normé. Soit (u;) ;e une famille d’ap-
plications de L.(E, F') simplement bornée (c’est-a-dire Va € E,sup,¢; |Ju;(z)]] < +00).
Alors sup; ¢ [|us || < +oc.

APPLICATION 12. Existence d’une fonction continue 2w-périodique telle que sa série de
FOURIER diverge en 0.

THEOREME 13. [THEOREME DE JORDAN-DIRICHLET]
Si f est L' (T) et telle qu’en x elle admet limite a droite et a gauche, etsi h = ..
au voisinage de 0, alors Sy (f)(zo) — 2(f(zd) + f(zg))

. est bornée

COROLLAIRE 14. [THEOREME DE DIRICHLET]
Sif € C(T)NC,,,(T), alors (S (f)) nen converge normalement vers f.

lll. Applications

III.A. Calcul de série

[Gou08, §IV.5, p25G] [QZ13, ChIV, p68]

APPLICATION 15. [CALCULS DE SERIES]
On peut reprendre ’Exemple 2 pour calculer les normes des applications dans L? : pour a €

[0,27] = 3", cn Singm) = T2 (premiére fonction) et }°, . & = g—; (deuxiéme fonction).
1 1 _

. ; _oa L R
On peut aussi calculer classiquement 3 ° . 75 = & et} oy @z = -

IIl.B. Formule de Poiss

[Gou08, §IV.5/IV.6, p256/273] [FGNO7, §4.16/17, p304-308]

PROPOSITION 16. [FORMULE SOMMATOIRE DE POISSON]
Soit f : R — C une fonction C* telle que f(z) = O(1/x?) et f'(x) =
Alors les sommes suivantes sont bien définies eton a :

/ f —znt dt

[EQUATION FONCTIONNELLE DE LA FONCTION DE JACOBI]
2 o
=D ez " vérifie O(s) = -O(3).

O(1/2?) en +o0.

iﬂ- Z f(n) einw

Y. =
xeR,Zf(x—i—%”m) 5
neZ nez

ouf

APPLICATION 17.
Pour s > 0, ©(x)

lll.C. Equation de la chaleur périodique [FGN12, §1.28, pas] [QZ13, §IV.VI.3, p105]

THEOREME 18. [EQUATION DE LA CHALEUR PERIODIQUE]
Soitug : R — R non identiquement nulle, 2r-périodique continue et C},..
Alors il existe une unique solution u € C°(R; x R) N C>=(R% x R) telle que:

Ou = 0%,u
u(0,.) = ug

sur R*Jr x R
surR
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ANNEXE

Fonction signal, triangle

SPEECH

Historiquement introduction pour ’étude des fonctions périodiques. Mais pas de réelle justifi-
cation de la convergence des séries, ce que l'on voudrait étudier ici.

COMMENTAIRES

Attention a bien préparer les exemples, et a ne pas trop se disperser dans plusieurs livres avec
plusieurs notations.

Ne pas justifier I'intérét des séries de FOURIER par le calcul de sommes (juste le signaler rapide-
ment).

QUESTIONS

Q Aquoi correspond Sy (f)?

R C’est une projection sur l'espace vectoriel engendré pare_y, ..., en.

Q Pourquoi le noyau de FEJER fonctionne-t-il mieux que celui de DIRICHLET?
Q Si festCy, NC},,,a-t-on convergence normale de la série de FOURIER?

R Ona puisque f' € L?:

S lea(h)l = 1 < (57 )

nez nez

1/2

< (SlewtsrP) 1513

n

P 20||f' ~
Onendéduit}”,, . v [en(f)] < J‘/N||2.On améme Y o v len(f)] = o(1/VN).

Q Sil'onremplace C' par C¥, qu’obtient-on?
R Onva trouver o(1/v/N2k-1),
Q Soit f € C9_ avecc,(f) € Ry pourtoutn € Z. A-t-on convergence de Sx (f)?
R SiSn(f)(0) — +oo,alorson(f)(0) — +oo:cC’estabsurde.
N —+o00 N—+oo
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TRANSFORMATION DE FOURIER. APPLICATIONS.

I. Transformée de FOURIER sur L' (RY)
p219]

[BP15, Ch15, p315] [Rud98, Ch9,

Pour f € L'(R?), on définit sa transformée de FOURIER par :

/ f($) e—i(ac|()dw
R4

I DEfiniTion 2. Pour f € L'(R?), on note f lapplication z — f(—z).

DEfiNITION 1.

F(f):¢— f(Q) =

I PROPOSITION 3. F estlinéaire et pour f € L'(R?), f est uniformément continue et bornée.

THEOREME 4. [LEMI:IIE DE RIEMANN-LEBESGUE]
Si f € LY(R%) alors f € Cy(RY).

PROPOSITION 5. Soient f,g € L'(R?).

() f=7F=1
(ii) F(f xg) = F(f)F(9),
(iii) Si Ty, est lopérateur de translation par h € R% alors F(r,£)(¢) =

(iv) Pour X > 0, F(f(./A)) = Af(\.)

Exemple de convolution: f = 1_; 13 x 1|_; ;) donne f = 4sinc?

=9 F(£)(Q).

APPLICATION 6. La transformée de FOURIER d’une gaussienne est une gaussienne. Ona (i, :

02 <2

(—e "z,

Convolution, approximation de l'unité

I PrROPOSITION 7. F : L' (R%) — Co(IR?) est injective et continue.

Inversion de FOURIER L}

EXEMPLES. OnaF(e™ ") : (= 1. Onen déduitque () : ( — me Il

Inversion ponctuelle

Il. Régularité de la transformée de FOURIER, prolongement a

L2 (Rd) [BP15, Ch15, p315] [Rud98, Ch9, p219]

DEfiNITION 9. [CLASSE DE SCHWARTZ]
On définit la classe de SCHWARTZ sur R?, notée S(R?), comme l'ensemble des fonctions f €
C>(R?) telles que :

Vpe N,N,(f)= sup sup |1ﬁ80‘f(1')| < 400
la|<p,|B|<p z€R4

On munit cet espace de la famille dénombrable de semi-normes (N,,) yen, il est donc métri-
sable (espace de FRECHET).

EXEMPLE 10. C°(R?%) C S(RY) et G, € S(RY).

I ProOPOSITION 11. Pour f € S(R%), ona f € S(RY).

ProposiTION12. S(RY)estcompletets’injecte continumentdans les LP(R?), dans lesquels
il est dense pour p < +o0.

ProposITION 13. S(RY) est stable par dérivation, multiplication interne, multiplication par
un polynéme (ces opérations étant continues).

Vee RY FOU)C) =il F(H)Q) et FLPQ) =iPlo°F(£)(Q)

COROLLAIRE 15. [INVERSION DE FOURIER DANS S(R%)]

‘ PROPOSITION 14. Pourca, 3 € N'et f € S(RY),ona:
| F : S(RY) — S(RY) est un automorphisme continuetona F~' : f zﬂ)d F(.

PROPOSITION 16. Si f, g € S(R?) alors

[ @i = [ fwgt)s
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THEOREME 17. [THEOREME DE FOURIER-PLANCHEREL]
F se prolonge en un unique opérateur linéaire (toujours noté F) de L*(R?) dans lui-méme
vérifiant : 5
« FoF = (2m)d,
2
9 .
« Pour f € LQ(R)d: ||f||L2 = ﬁ f‘ 12

« Pour f,g € L*(RY), Jga f(2)g(x)dz = ﬁ Jza f(x)?(x)dac

REMARQUE 18.
d’ambiguité.

La définition de F ci-dessus coincide avec celle sur L', il n’y a donc pas

EXEMPLE 19. On calcule m : ¢ — 2sinc(¢). Les deux fonctions étant L%(R), on en
déduit que S:II\C = 71']1[_171].

1. A.

Applications

Fonction caractéristique en probabilités
[Ouv09, §12.2, p197] [BLO7, §1I1.5, p61]

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R?.

DEfiNITION 20. [FONCTION CARACTERISTIQUE]
On définit ¢x la fonction caractéristique de X par ¢x () = E [e!*%)] pour A € R%.

EXEMPLE 21. Fonctions caractéristiques de B(n,p),E(N) ... [VOIR ANNEXE]

0242

EXEMPLE 22. ®pr(g02) (> e 2

I PROPOSITION 23. ¢ caractérise Px.

APPLICATION 24. [LOI MULTINOMIALE POISSONNIfiEE]

Soient (p;)1<;j<a des réels positifs tels que 3=, _,, p; = 1. Soient (Y*);>, des variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées telles que P(Y* = j) = p;. Soit N
indépendante des (Y*);>1 de loi P()\) pourun A > 0.

Enposant X*¥ = (lyx_q,...,1ys_y),laloide S = Eszl XFestP(A\p1) @ - @ P(Apa).

PROPOSITION 25. Si X est réelle et admet un moment d’ordre p, alors ¢ x est p fois dérivable
etona & (\) = PE[XP ¢*X]. En particulier, ) (0) = iPE[X?].

REMARQUE 26. Réciproquement, si p est pair est ¢ x est p fois dérivable en 0, alors X admet
un moment d’ordre p. On peut construire X n'admettant pas d’espérance mais telle que ¢ x
soit dérivable en 0 (admis).

Caractérisation de I'indépendance de variables aléatoires, exemple
Théoréme de LEvy

THEOREME 27. [THEOREME CENTRAL LIMITE]
Siles (X;);en+ sonti.i.d. de carré intégrable, alors :

L
—
n—-+4oo

7m Lim1(Xi — E[X4)) Z ~ N (0, Var(X1))

APPLICATION 28. [INTERVALLE DE CONfiANCE ASYMPTOTIQUE] [RS12, §3.4, p25]
Soient (X;);en+ des réalisations i.i.d. de B(p) pour un p € [0,1] inconnu. Le théoréme cen-
tral limite donne un intervalle de confiance asymptotique de niveau « pour p en fonction de

5 he Xit1Ca(p) = [P £ M52

la moyenne empirique p,
d’ordre t de N'(0,1).

, oU ¢; est le quantile

Théoréeme central limite poissonien

Il. B. Vers larésolution d’EDP

Transformée de FOURIER partielle.

[Bon01, §9.6, p184]

APPLICATION 29. [RESOLUTION D’EDP]
« On considére ’équation de la chaleur 9;u = 9%u avec condition initiale f € S(RY). Alors
il existe une unique solution u € C2(R x R?) telle que u(t,.) € S(R?) uniformément en ¢
sur tout compact et u(t, .) = f dans L. Cette solution est donnée par:

1 _lz—y|? N 1
f(y)e tdy = fxki(v) OUkt—We

vt > 0,Vx € R u(t, ) =

(4mt)4/2 Jpa
« On considére ’équation de SCHRODINGER J;u = i02u avec condition initiale f € S(R).

Cette équation posséde une unique solution u € C2(R x R) telle que pour tout ¢, u(t,.) €
S(R) uniformément en ¢ sur tout compact. Ona:

1 N . .
Vt > 0,Vz € R u(t,z) = > /R F(¢0)e it et g¢

lll.C. Polynomes orthogonaux [BMPO5, §3.4, p140]
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THEOREME 30. [BASE HILBERTIENNE DE POLYNOMES ORTHOGONAUX]
Soit pune fonction de poids. S’il existe o > Otel que [, el?l p(z)dx < +oc, alors la famille
(P,)nen est une base hilbertienne de L*(1, p).

EXEMPLE 31. Sans ’hypothese on a le contre-exemple suivant : soit la fonction de poids
w:x— x~ @) sur I = R, Alors (P,,),en ne forme pas une base de L?(I, w).

ANNEXE

Quelques fonctions et leur transformée de FOURIER
Fonctions caractéristiques usuelles

COMMENTAIRES

Les points forts de la transformée de FOURIER :

« son injectivité sur les espaces sur lesquels elle est définie,

« la formule d’inversion sous certaines hypotheses,

« la simplification des calculs dans le domaine de FOURIER (typiquement, permutations
des propriétés de convolution et de produit, équations dérivées partielles deviennent des
équations différentielles ordinaires, ...).

Lintérét de la transformée de FOURIER est donc de simplifier des calculs, via le troisieme point,
mais pour que cela soit un minimum intéressant, les deux premiers points sont nécessaires, on
ne pourrait pas faire grand chose d’autre sinon !

Le théoréme d’échantillonnage de SHANNON utilise a priori plut6t la transformée de FOURIER
mais on peut le voir comme une utilisation des séries de FOURIER. On montre que la suite des
translatées du sinus cardinal est une base hilbertienne de I'espace considéré. Les calculs faits
reviennent a développer en série de FOURIER la fonction  — e~21™%% olia € R.

QUESTIONS

Q Théoréme d’inversion ponctuelle, exemple?

R Voir [BP15, Far00]. L'intérét du théoréme est surtout de faire 'analogie avec les séries de
FOURIER.

Q Donner une fonction dans la classe de SCHWARTZ? Pourquoi a-t-on densité de S(R?) dans
L?*?

R Une gaussienne. S(RY) contient les fonctions C5¢, donc est dense dans L2.

Q Avez-vous un exemple de fonctions C3?

R Voir lexemple de suite régularisante.

Q Expliquer le principe de la marche aléatoire.

Q SoitPune probabilité surR. On considére T : S — R, ¢ — [ dPP. Cette application est-
elle une distribution? Peut-on calculer sa transformée de FOURIER? Quelle est le lien avec
la fonction caractéristique?

R Lapplication est linéaire et continue puisque [(T' | ¢)| < [|¢|l, < No(ep).

Oncalcule 7 =T_,.

Q Soit f, : t — e~ I!I" pourun entier ¢ € N. Est-ce la transformée de FOURIER d’une certaine
fonction?

R Latransformée de FOURIER de 1 — 1 + z2 est f; (3 une constante prés).

Si ¢ > 3, montrons que ce n’est pas une transformée de FOURIER. On a que f, est ¢ — 1 fois
dérivable en 0, elle a donc un moment d’ordre 2 égal a f;/(0) = 0, par ailleurs f;(0) = 0,
donc si X est une variable aléatoire de fonction caractéristique f,, alors X est constante
presque slirement, égale a 0, et on vérifie que o x = 1, ce qui est absurde.
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[253] UTILISATION DE LA NOTION DE CONVEXITE EN ANALYSE.

Soit E un R-espace vectoriel normé.

I. Généralités autour de la convexité
[Gou08, §1.5/2.3, p51/94] [BMPO5, §1.5.1, p26]

I.A. Ensembles et fonctions convexes

I DEfiniTiON 1. A C FE est convexesiVa,b € A,Vt € [0,1],(1 —t)a+tb € A.

EXEMPLE 2. Un intervalle de R est convexe, une boule de E est convexe.

DEfiniTiION 3. f: F — Restdite
« convexesiVa,b € E,Vt €]0,1[, f((1 —t)a+tb) < (1 —t)f(a) +tf(D),
« strictement convexe siVa,b € E,Vt €]0,1[, f((1 — t)a +tb) < (1 —t)f(a) + tf (D),
« concave si — f est convexe.

EXeEMPLE 4. Une application affine est convexe et concave.

EXEMPLE 5. Toute norme ||.|| de E est convexe, non strictement convexe des que E # {0}.

PropPoOSITION 6. [ : EE — R est convexe si et seulement si
« By = {(z,y) € R?| f(z) < y} est convexe,
« Vn € N*VY(ay,...,a,) € E"V(t1,...,t,) €
Bar((f(a:),t:):))-

(R)™ \ {Ogn}, f(Bar((as, t:)i) <

PROPOSITION 7. I — R ou I est un intervalle de R. f est convexe
si et seulementsi :

+ pourtouta € I, x — W est croissante sur I \ {a},

« pourtouta,x € I, f'(a)(x — a) + f(a) < f(z),

« [’ est croissante,

. f// > 0.
les trois derniéres équivalences ayant lieu lorsque f est assez réguliére (C' ou C?).

Soit f

(o]
On déduit de la premiére équivalence qu’une fonction convexe sur I est continue sur I et

admet une dérivée a droite et a gauche en tout point de I .

EXEMPLE 8. exp est convexe, log est concave.

EXEMPLE 9. Fonction convexe non continue sur le bord : voir annexe.

I.B. Inégalités de convexité

EXEMPLE 10. On a des inégalités provenant de la convexité/concavité de certaines fonctions:

2
1] 20 <sin(0) <0
T

VeeR,e®">1+x 5

Yy €] — 1, +oo[,In(l4+y) <y Vo e {0,

[INEGALITE ARITHMETICO-GEOMETRIQUE]

1
Lan € Ry Alors {/ay . an < + 30 ai.

PROPOSITION 11.
Soientn € N*etaq,...

EXEMPLE 12. On peut généraliser pour toute famille ay, ..., a, € Ry etby,...,b, € R%,on
a
(alil"'al;zn)l/bg%Zz lb 00 b_Zz lb
PROPOSITION 13. [INEGALITE DE YOUNG]
Soient p, q > 0 tels que % + = 1. Alors pourtouta,b € Ry,onaab < “— + ® avec éqgalité

si et seulement si aP = b4.

Il. Exemples d’applications dans certains espaces

I1. A.
Soit (H, (. | .}) un espace de HILBERT.

Espaces de HILBERT [BMPO5, §3.1.2, p95] [Bre99, ChV/VIIl, p79-82/136]

THEOREME 14. [PROJECTION SUR UN CONVEXE FERME]
Soit C un convexe fermé de HILBERT H. Alors :

Vo€ H,3p e C| ||z —p| = d(z,C)

De plus, p est l'unique élément de C satisfaisantVc € C,R((x —p | ¢ — p)) < 0.

I REMARQUE 15. On a en fait juste besoin de C' complet et H préhilbertien.

EXEMPLE 16. Si C n’est pas convexe:soit H = RetC' = R\| — 1, 1]. Alors 1 et —1 minimisent
la distancede0a C.

I COROLLAIRE 17. Soit F' un sous-espace vectoriel fermé de H. Alors H = F & F'*.

APPLICATION 18. Existence de I'espérance conditionnelle d’une variable aléatoire L2.
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THEOREME 19. [THEOREME DE RIESZ-FRECHET]
Pour toute application ¢ € H', il existe un unique f € H tel que v € H, ¢(v) = (f | v).
De plus ¢ — f est une isométrie (|| f|| ;; = ||®|| g1/)-

APPLICATION 20. Existence et unicité de I'adjoint d’un opérateur T' € L(H).

THEOREME 21. [THEOREME DE LAX-MILGRAM]

Soita : H?> — R une forme bilinéaire continue et coercive. Alors pour tout ¢ € H', il existe
un unique u € H tel queVv € H,a(u,v) = £(v).

Side plus a est symétrique alors u est 'unique élément de H minimisantv — Za(v,v)—{(v).

APPLICATION 22. [PROBLEME DE DIRICHLET FAIBLE]
Soit I =)0, 1] et f € L(I). Alors

€ Hy(I)| Vv € Hé(]),/u’.v' —|—/uv = /fv
I I 1
De plus u minimise la fonction v — L [, [v/|* + v — [, fu.

Soit (E, A, i) un espace mesuré. Soit K = Rou C.
Soitp € [1,+o0] et ¢ son exposant conjugué (1 + 1 = 1).

Espaces L” [BP15, Ch9, p157-194] [Bre99, ChIV, p54]

DEfiniTion 23. Pour f : E — K mesurable, on définit || f||, = (/5 | /I dﬂ)% lorsque p
estfini, et f||, = inf {M > 0| |f| < M p-p.p.}. On définit 'espace vectoriel :

LP(E, A, p) ={f: E — Kmesurable| | f[|, < +oo}

THEOREME 24. [INEGALITE DE HOLDER]
Pour toutes fonctions f, g : E — K mesurables,ona || fgll, <[ £l, llgll,-

COROLLAIRE 25. [INEGALITE DE MINKOWSKI]
Pour toutes fonctions f,g : E — K mesurables,ona||f + g|l, < | fIl, + llgll,-

DEfiNITION 26, On note LP(E, A, i) = LP(E, A, n)/{][.|l, = 0} (ou LP(E), ou LP) Uen-
semble des fonctions de LP(E, A, u) quotienté par la relation d’égalité p-p.p.. Lapplication
|.I|,, passe au quotient et définit ainsi une application sur LP(E, A, u) notée également ||| ..

I COROLLAIRE 27. |||, estune normeetl'espace (LP(E), ||.||,,) estun espace vectoriel normé.

APPLICATION 28. [INCLUSION ENTRE ESPACES L”]

Soientp, p’ € 1, +o0].
« lorsque p(E) < +oo,0onap < p’ = LP C LP,
« contre-exemple dans le cas ot p(E) = +oo: f : o — (1 + a:)‘lll]Rjr (x) € L?\ L .
conap <p= C .

PROPOSITION 29. [INEGALITE DE JENSEN]
Si p est une mesure de probabilité, alors pour toute fonction f € L' a valeurs réelles et ¢ :
R — R une fonction convexe, on a ¢( [}, fdu) < [ o(f)dpu.

APPLICATION 30. On retrouve que f(> ", Niz;) < >, Aif(x;) dans le cas d’une fonction
convexe avec des (\;)1<i<n Positifs de somme 1.

APPLICATION 31. [THEOREME DE YOUNG]

Soientp, ¢, € [1,+oo telsque  + 1 =1+ .

Alorssi f € LPetg € L% ona fxge€ L et|f*gl,. <|fl,llgll,

Lorsque ¢ = 1 etp = r, Cest une application de 'inégalité de JENSEN.

Plus généralement, hormis le cas p = ¢ = 1, C’est une application de l'inégalité de HOLDER.

1. C.

Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Soit X une variable aléatoire.

Inégalités en probabilités [Ouv09, p162/508]

PROPOSITION 32. [INEGALITE DE JENSEN]
Si X € L' et ¢ est convexe, alors ¢(E[X]) < E[¢(X)]. De plus, si ¢ est strictement converxe,
on a égalité si et seulement si X est constante presque sdrement.

I REMARQUE 33. En particulier on retrouve |E[X]| < E[|X|] et E[X]? < E[X?2].

APPLICATION 34. Soit X, ..., X,, desv.a.i.i.d. de loi £(#) pour un paramétre 6 > 0 inconnu.
Alors X,, = 13" | X; est un estimateur sans biais fortement convergeant de E[£(0)] = 3.
Alors % est un estimateur fortement convergeant avec biais de 6.

n

APPLICATION 35. L’inégalité de JENSEN reste valable si 'on remplace espérance par une es-
pérance conditionnelle.
Ainsi pour o convexe, si (X, ) nen est une martingale, alors (¢(X,,))ne N €St une sur-martingale.

Onaaussi [[E[Y | B[, < ||Y|, pour toutev.a. Y € LP et B une sous-tribu de A.
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PROPOSITION 36. [INEGALITE DE HOEFFDING]
Soient (X;)1<i<n des variables aléatoires indépendantes telles que pour tout i, X; €
[ai, b;] p.s. pour des réels a; < b;. Alors pour toutt > 0:

P32 Xi — B[Xi]| > t) < 2exp(—2t2/ 370, (bi — ai)?)

REMARQUE 37. Parunargument de convexité on montre que chaque X; est (b;—a;) /2-sous-
gaussienne (vérifie E[e*Xi] < exp(A\2(b; — a;)%/8) pour tout A € R). L'inégalité de HOEFF-
DING est alors une application d’une inégalité similaire sur les variables sous-gaussiennes.

APPLICATION 38. Soient (X;);<;<, des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuéesde RADEMACHER centrées, c’est-a-dire P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1/2. Alors:

2
vt > 0,P(13001, Xi| > 1) < 2exp(—g;)Li<n
DEfiNITION 39. [FONCTION GENERATRICE, FONCTION CARACTERISTIQUE]

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N presque slirement. On définit gx la fonction
génératrice de X par gx(s) = E[sX] = Yo P(X = k)s* (lorsque la série converge).

PROPOSITION 40. gx est bien définie, croissante et convexe sur [0, 1]. Si de plus P(X =
k) > 0 pour au moins un k > 2, alors gx est strictement convexe sur [0, 1].

PROPOSITION 41. [PROCESSUS DE BRANCHEMENT DE GALTON-WATSON]
Soient (X ); j>1 des v.a. i.i.d. a valeurs dans N. On note y leur loi, m leur espérance et on
définit le processus (Zp)nen par Zo = let Z, 1 = ZiZ;H Xi”Jr1 pourn € N. et enfin
p=P(En >0|Z,=0).Alorssip # d,ona:

« sim < 1, p = 1eton a extinction du processus presque surement,

« sim > 1, p < 1etilyaune probabilité strictement positive de survie.

lll. Recherche d’extrema et de points fixes

[Rou99, Ch4, p140] [FGNO7, §4.51, p287] [FGN12, §4.51, p39-41] [BMPO05, §1.3.2, p19]

PrRoOPOSITION 42. Soit f : RP — R.
« Si f est différentiable, f est convexe (resp. strictement convexe) si et seulement si pour
toutz # y € R, f(y) — f(x) > (V/(2) | y - ) (resp. f(y) - f(x) > (Vf(z) | y— ),
« Si f estC?, f est convexe (resp. strictement convexe) si et seulement si V2 f () est posi-
tive (resp. définie positive) pour tout x € RP.

EXEMPLE43. SoitA € S,(R),beR",ceRetf:z+— L(Az|z)—(b|z)+c
Si A est positive (resp. définie positive), f est convexe (resp. strictement convexe). Ainsi par
exemplesi (E, (. | .)) est euclidien, 'application = — ||z||* est strictement convexe.

Soit f : RP — R une fonction convexe.

ProPOSITION44. SoitC unconvexedeRP et M = {x € C'| f(x) = infc [} 'ensemble des
minimums globaux de f sur C.
On suppose qu’il existe un minimum local x,. de f sur C. Alors :

« M est un ensemble convexe et x,, € M est un minimum global,

« sideplus f est strictement convexe, alors M = {x, }.

PROPOSITION 45. [INEGALITE D’EULER]
Soit C un convexe de RP. Si f admet un minimum local sur C en x, et si f est différentiable en
xy alors df (x,)(y — z4) > 0 pour tout y € C.

THEOREME 46. [METHODE DE NEWTON]
Soit f : [c,d] — R une fonction C?, ol ¢ < d, et telle que f(c) < 0 < f(d)et f' > 0
sur [c, d). On considére la suite récurrente définie par xg € [c,d] et 11 = T, — ;c/(&:)) pour
n €N '
Alors en notant a l'unique 0 de f,ona:

(i) il existe o > 0 tel que pour tout g € [a — o, a+ a, (@, )nen CcONverge vers a de maniére

quadratique et il existe C' > 0 telle que Vn € N, |21 — a| < C'|z, — al*.
(ii) sideplus " > 0(f eststrictement convexe) sur [a, d], alors pourtout zo €a, d], (s )nen

est strictement décroissante et T, 11 — a ~p 100 %(xn —a)?

APPLICATION 47. Approximation des zéros d’un polynéme.

THEOREME 48. [METHODE DE GRADIENT A PAS OPTIMAL]
Soit f : RP — R elliptique, c’est-a-dire f est C et telle qu’il existe o« > 0 satisfaisant

Vz,y € RY, (Vf(z) = Vf(y) |w—y) = ale -yl

On définit (z,,)nen parzo € RP etxp 1 = 2 — puVf(xy) 00 p,, = argmin,. o f(z, —
pV f(xy)). Alors (z,,)nen converge vers l'unique minimum global de f.

APPLICATION 49. Soit A € S;FT(R),b € R"etc € R.Lapplication f : & — 3 (Az | z) — (b
x) admet un unique minimum T caractérisé par V f(z) = Az — b = 0. On converge vers cette
solution par l'algorithme de gradient a pas optimal.
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SPEECH

La convexité est une propriété forte sur des ensembles ou des fonctions, qui va se traduire par
tout un tas de propriétés, caractérisations, rappelées au début du plan, et qui va offrir un cadre
trés adéquat pour les problémes d’optimisation. La définition de la convexité est une propriété
de dimension finie (nombre fini de points), donc on va pouvoir avoir des raisonnements géo-
métriques, notamment dans les espaces de HILBERT.

La convexité fournit de nombreuses inégalités pratiques provenant de certaines fonctions, fré-
quemment utilisés notamment lorsque l'on travaille au voisinage du point d’égalité.
Linégalité arithmético-géométrique va avoir pour application l'inégalité de Young, qui elle
méme sera trés utile dans la construction des espaces L?, avec l'inégalité de HOLDER.

La convexité est un véritable outil dans de nombreux cadres, c’est ce que l'on voit dans la par-
tie 2. Déja dans les HILBERT, un théoréme fondamental est le théoréeme de projection sur un
convexe fermé qui va avoir de nombreuses conséquences : avec notamment le théoréme de
RIESZ-FRECHET puis de LAX-MILGRAM et ses applications aux EDP, mais aussi l'existence de l'es-
pérance conditionnelle en probabilités.

Ensuite la construction des espaces L? repose sur les inégalités de HOLDER et de MINKOWSKI,
quivont permettre d’assurer que ’on a une norme sur cet espace, et qui reposent sur inégalité
de YOUNG vue précédemment. La convexité va aussi servir lorsque 'on s’intéresse aux convo-
lutions de fonctions, par exemple avec le théoréme de YouNG.

Enfin en probabilités, la convexité intervient avec l'inégalité de JENSEN, mais elle permet aussi
d’avoir des inégalités de concentration, comme par exemple l'inégalité de HOEFFDING : le fait
d’additionner des variables indépendantes va augmenter leur régularité. Enfin la fonction gé-
nératrice de variables aléatoires a valeurs dans N est convexe sur [0, 1], et on pourra appliquer
cela dans le premier développement sur le processus de branchement de GALTON-WATSON, ol
P’on fait une distinction de cas dont chacun utilise différentes propriétés de convexité.

Enfin dans une derniére partie, je parle d’optimisation puisque la convexité fournit un cadre
intéressant : tout minimum local va étre global, et unique si on a stricte convexité. La convexité
d’une fonction va permettre a la méthode de NEwToN de passer d’un comportement local a un
comportement global. Enfin en deuxiéme développement on montrera la convergence de l’al-
gorithme de gradient a pas optimal dans le cas d’une fonction elliptique, c’est-a-dire fortement
convexe dans un certain sens (convexe + coercive etc).

QUESTIONS

Q Soit f : U — R une fonction convexe définie sur un convexe U de R", supposé borné. On
suppose qu'’il existe C convexe de U ete > O tel que Vo € C, B(x,2¢) C U. Montrer que f
est lispchitzienne sur C.

\
)@CL\OH Jur Un ConveXxe fcr

7
*
e
o

Pr

Fonchon convese
/
> e

|

X R On prend deux points z, y distincts et on regarde sur la droite (zy) les points . et y. a dis-
tance e de z et y en dehors de [z, y]. Ces points sont dans U par hypothese, et on peut écrire
x comme barycentre de x. et y, puis y comme barycentre de x et y.. En utilisant alors la

convexité de f,on peutmajorer| f(z) — f(y)| par g max(| f(z) — f(y)| . [f(y) — f(z:)])
oud=d(z,y).
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Reste alors a utiliser que f est continue sur U (propriété un peu compliqué qui est admise
pour l'exercice), en on obtient que | f(z) — f(y)| < 22| f| ., z-ouC: = C + B(0,¢) est
un ensemble borné de U, et f est continue sur le compact @.’

R Soit Z une variable aléatoire réelle et r > s > 0. Montrer que E[| Z|"]'/" > E[|Z|"]"/5.

Q Ils’agit d’appliquer 'inégalité de HOLDER :

E(|Z|] <E[|Z|"]*"
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ESPERANCE, VARIANCE ET MOMENTS D’UNE VARIABLE ALEATOIRE.

Soit (€, A, P) un espace probabilisé, et (E, £) un espace probabilisable.

I. Autour de espérance et de la variance [BLO7, §111.4/5, p52-71]

I.A. Espérance

DEfiNITION 1. [VARIABLE ALEATOIRE]

Une variable aléatoire X est une fonction mesurable X : (Q, 4) — (E,€).
On note Py la mesure image de IP par X et on l'appelle loi de X.

Siona (E, &) = (R, B(R)), ondit que X est une variable aléatoire réelle.

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans E = R% oli d € N*.

DEfiNITION 2. [ESPERANCE]
« Si E =R, on définit 'espérance de X par E[X] = [, X (w) dP(w) € [0, +00],

« Si £ =RetE[|X]|] < 400, on définit 'espérance de X par la méme formule,

« Si E = RY, on définit l'espérance de X = (X1,...,Xy) lorsque E[|| X||] < +oo par
E[X] = (E[X41],...,E[X4]).
EXEMPLE 3. Espérance d’une loi binomiale et d’'une loi normale, ... [VOIR ANNEXE]
Les lois de CAUCHY n’admettent pas d’espérance.

REMARQUE 4. L’espérance est une forme linéaire positive et les résultats classiques d’inté-
gration sont valables pour l'espérance : lemme de FATOU, théorémes de convergence domi-
née et convergence monotone, inégalité de CAUCHY-SCHWARZ.

PROPOSITION 5. [LEMME DE TRANSFERT]
Si X est d valeurs dans RY, soit f : R — R une fonction borélienne.
Alors f(X) € LY (2, A, P) «< f € L'(R%, B(R?),Px) et dans ce cas :

B = [ 1X@)PE) = [ f@)dPx(a)

APPLICATION 6. Si X ~ E(N\)avec A > 0etf > 0,alors X ~ E(N/0).
SiX ~G(p)etf:nvr— 1,espar alorsE[f(X)] =1/3.

REMARQUE 7. Si X est réelle positive, ona E[X] = [;° P(X > t)dt. Dans le cas ol X est a
valeursdansN,onaE[X]| =3 - P(X > n).

PROPOSITION 8. [ESPERANCE CONDITIONNELLE]
Soit B une sous-tribu de A. Soit X une variable aléatoire réelle sur (2, A, P), intégrable.
Alors il existe une unique (presque siirement) variable aléatoire Z telle que :
(i) Z est B-mesurable,
(i) pourtout B € B,E[X1g] =E[Z1g].
De plus, Z est intégrable.

DEfiNITION9. [ESPERANCE CONDITIONNELLE]
Z est appelée espérance conditionnelle de X sachant B, et est notée E[ X | B].

APPLICATION 10. Soient X une variable aléatoire indépendante de B et Y une variable aléa-
toire B-mesurable. Alors pour toute fonction 1) telle que 1/ ( X, Y') est intégrable :

E[$(X,Y)|B] = / G(eY) dux(2) = h(Y) ol h(y) = E(X,y)

EXEMPLE 11. Soit (X;);en- desv.a.i.i.d. intégrables. Alorssi S, = >, _, X;,onapourp < g,
E[S, | Sp] = Sp + (¢ — p)E[X4].

I.B. Variance

Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs dans E = R¢ de carré intégrable.

DEfiNITION 12. [COVARIANCE, VARIANCE]

Sid = 1, on définit la covariance de X et Y par Cov(X,Y) = E[(X —E[X])(Y —E[Y])], la
variance de X par Var(X) = Cov(X, X) = E[(X — E[X])?].

Sinon,on définit X = (Cov(X;, X;))1<i,j<a lamatrice de covariancede X = (X;,..., X,).

APPLICATION 13. SiA € My(R)ethbc RlalorsX  x 1, = ANy AT.

ProposITION 14.  Cov est une forme bilinéaire symétrique positive sur L? et on a
Cov(X,Y) = E[XY] — E[X]E[Y] et Var(X) = E[X?] — E[X]2

REMARQUE 15.  Var(X) s’interpréte comme la projection de X sur 'espace des fonctions
constantes presque slirement.

EXEMPLE 16. Variance d’une loi de poisson et d’une loi exponentielle, ... [VOIR ANNEXE]
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I ProPOSITION 17. Si X 1Y alors Cov(X,Y) = 0et Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

EXEMPLE 18. La réciproque est fausse : prendre X ~ N(0,1)ou X ~U([-1,1])etY = X2,

I. C.

Soit X une variable aléatoire réelle.

Inégalités importantes en probabilités

PROPOSITION 19. [INEGALITE DE MARKOV]
SiX >0p.s.,alorsVt > 0,P(X >t) < %.

PROPOSITION 20. [INEGALITE DE BIENAYME-TCHEBYCHEV]
Onavt>0,P(|X — E[X]| > t) < YarX)

t2

PROPOSITION 21. [INEGALITE DE JENSEN]
Si X € L' et ¢ est convexe, alors $(E[X]) < E[¢p(X)]. De plus, si ¢ est strictement converxe,
on a égalité si et seulement si X est constante presque siirement.

REMARQUE 22.  En particulier [E[X]| < E[|X|] et E[X]? < E[X?]. Linégalité de JENSEN
s’applique en dehors du cadre des probabilités, par exemple pour montrer que f * g est
bien définiet || f x gll, < [Ifll, [l lorsque f € L', g € LP.

APPLICATION 23. Si (X;)1<;<n, SOntdesv.a. i.i.d. d’espérance m et de variance o2 finies, alors

Vt>op<i‘§n:x—m’>t) Lo
’ nli ¢ =) T nt?

APPLICATION 24. [THEOREME DE WEIERSTRASS]
R[X] est dense dans C([a, b],C, ||.||.) poura < b € R.

II. Moments d’une variable aléatoire

[BLO7, §111.4/5, p52-71]
Soit X une variable aléatoire réelle. Soit p € N*.

II.A. Généralités

DEfiNITION 25. [MOMENT ET MOMENT CENTRE D’ORDRE p]
SIE[|X "] < +00,0nditque X admet un momentd’ordre p (ou X € L?) etalorson appelle
E[X?] le moment d’ordre p et E[(X — E[X])?] le moment centré d’ordre p de X.

REMARQUE 26.  Si X admet un moment d’ordre p, l'inégalité de MARKOV assure que
P(|X —E[X]| > 2) = P(|X — E[X]]” > 27) < EIXZEXIFI plys X admet de moments

d’ordre élevé, plus on a un contréle sur la queue de distribution de X.

ProPOSITION 27. Si X € LPalors X € L% pourtoutl < q < p.

On définit M la fonction génératrice des moments de X par Mx ()\) = E[e*X] pour A € R
tel que cette quantité soit définie.

PROPOSITION 29. Si My est définie surun voisinage de 0, alors M x caractérise la loi de X et

‘ DEfiNITION 28. [FONCTION GENERATRICE DES MOMENTS]
‘ alorsona Mx () =3, %E[X ¥] au voisinage de 0, en particulier X admet des moments

de tout ordre et E[X?] = M}(f) (0) pour tout p.

EXEMPLE 30. M) (0.1) : A — exp(A\?/2) et Mz(1/2) : A — ch(}).

I PROPOSITION 31. Vt € R, P(X >t) < infyso{e ™ Mx(A\)} [BORNE DE CHERNOFF]
APPLICATION 32. [VARIABLES ALEATOIRES SOUS-GAUSSIENNES]

On dit que X est K-sous-gaussienne si My ()\) < exp(A2K?2/2) pourun K > 0.

Onaalors X centrée, V(X) < E(X?) < K2etpourt > 0,P(|X| > t) < 2exp(—t?/2K?).

Si X ~ N(0,1), X est 1-sous-gaussienne.

SiX € [a,b] ps., X —E[X] est (b — a)/2-sous-gaussienne (lemme de HOEFFDING, admis).

Si (X;)1<i<n est une famille de variables aléatoires indépendantes et si pour tout i, X; est ;-

sous gaussienne, alors > | X; est /Y " | K7 sous-gaussienne.
En particulier, on obtient l'inégalité de HOEFFDING : si pour tout 4, X; € [a;, b;] p.s., alors:

V> 0,P (IS0, (X; — EIXi))| > ) < 2exp(—262/ 3 (b — a)?)

THEOREME 33. [THEOREME DES MOMENTS] (admis)
Si X etY sont bornées p.s. et si leurs moments sont égaux a tout ordre, alors X ~ Y.

REMARQUE 34. C’egt faux si X et Y ne sont pas bornées : les considérer de densités fx :
T — ﬁ e~ @21 (2)etfy 12— fx(2)(1+asin(2r In(z))) pouruna € [—1,1].

Il.B. Liens avec les fonctions génératrices et caractéristiques

[BLO7, §111.5, p61]

Soient X, Y des variables aléatoires a valeurs dans R? ou N selon le contexte.
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DEfiNITION 35. [FONCTION GENERATRICE, FONCTION CARACTERISTIQUE]

Si X est avaleurs dans N presque slirement, on définit gx la fonction génératrice de X par
gx(s) =E[s¥] =Y ,o P(X = k)s” (lorsque la série converge).

On définit ¢ v la fonction caractéristique de X par ¢ x () = E [e**X)] pour A € R%.

I REMARQUE 36. Le rayon de convergence de cette série est au moins égalalet Gx (1) = 1.

EXEMPLE 37. Fonctions génératrices de B(p), B(n,p), P(A),G(p) ... Fonctions caractéris-
tiques de B(n,p),E(A) ...[VOIR ANNEXE]

PROPOSITION 38. ¢y et Gx caractérisent la loi de X. En particulier, Vk € N,P(X = k) =
G*®(0)
B

PROPOSITION 39.
« X admet un moment d’ordre p € N* si et seulement si gx est p fois dérivable en 1, et
dans ce cas Gg?)(l) =EX(X-1)...(X —p)],
« Si X est réelle et admet un moment d’ordre p, alors ¢x est p fois dérivable et on a
)(X) = iPR[XP e*X]. En particulier, () (0) = PE[X?].

APPLICATION 40. Expression de l'espérance, la variance, ou plus généralement d’'un moment
en fonction des dérivées en 0 de Gx.

PROPOSITION 41. Si X 1Y alors Gx,y = GxGy ou selon le contexte ¥(\1, \2) € R? x
RY, d(x1v)(A1; Az) = dx (A1) dy (o).

APPLICATION 42. [PROCESSUS DE BRANCHEMENT DE GALTON-WATSON]
Soit (Z,,)nen un processus de branchement de GALTON-WATSON de loi i1. Alors gz, = g?” pour
toutn € Netsiu # dp, onaP(survie du processus) > 0 <= E[u] > 1.

APPLICATION 43. Lescomposantes d’un vecteur gaussien sontindépendantes si et seulement
si sa matrice de covariance est diagonale.

APPLICATION 44. Calcul de la loi d’'une variable aléatoire multinomiale dont le paramétre n
n’est pas déterministe mais suit une loi P(}\).

IIl. Théoremes limites

[BLO7, §V.5, p131-147]

Des conditions sur les moments d’une loi apparaissent naturellement dans plusieurs énoncés
fondamentaux de convergence de variables aléatoires.

lll.A. Loides grands nombres

THEOREME 45. [LOI DES GRANDS NOMBRES]
Soit (X;)ien~ des variables aléatoires réelles i.i.d. intégrables. Alors :

i X nShe E[Xi] ps.

L’hypothése d’intégrabilité est cruciale :

PROPOSITION 46. Soient (X;);en- une suite de variables aléatoires i.i.d. telle que E[| X1 |] =
+o00. Alors la probabilité que la limite de 1 3" | X; existe dans R est nulle.

APPLICATION 47. [METHODE DE MONTE-CARLO] [Mé11]

Soit f : [0,1] — Rintégrable par rapport a la mesure de LEBESGUE et (X;),en+ Une suite de

variables aléatoiresi.i.d. de loi2/([0, 1]). Alors I, = L 3" | f(X;) = fol f(x)dz ps..
n—-+0o0

lIl.B. Théoréme central limite

THEOREME 48. [THEOREME DE LEVY (FAIBLE)]
Soient (X,)nen et X des variables aléatoires & valeurs dans (R, B(R?)). Alors

c
X, —

X sietseulementsi¢x, —— ¢x.
n—+00 n—s+o00

THEOREME 49. [THEOREME CENTRAL LIMITE]
Soit (X;)ien+ une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de carré intégrable. Alors :

c
—=

n—-+4oo

7m Limi(Xi —E[X4)) Z ~ N (0, Var(X1))

APPLICATION 50. [INTERVALLE DE CONfiANCE ASYMPTOTIQUE] [RS12, §3.4, p25]
Soient (X;);en~ des réalisations i.i.d. de B(p) pour unp € [0, 1] inconnu. Le théoréme cen-

tral limite donne un intervalle de confiance asymptotique de niveau a pour p en fonction de

la moyenne empirique p, = =31 X, : 1Co(p) = {ﬁn + Loz L

7= | ou g¢; est le quantile
d’ordre t de N'(0,1).
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ANNEXE

[BLO7, Appendice, p229]
Tableau des principales lois discretes
Soit X une loi discréteetp € [0,1],¢q €]0,1[,n € N, A > 0.

| LX) ] Px | EX] | Var(X) | ox(t) [ Gx(t) ‘
"1 n+l]| n2-1 1 o= 1t—¢nt!
U([1,n]) ;E‘Sk B Eme S t#D
B(p) pd1 + (1 — p)do ) p(1—p) | pe"+(1—p) 1—p+pt
B(n,p) Z(Z PrL=p)" 8| e | mp(L—p) | pet+(L-p)" | (L-p+pt)"
k=0
o~ e Aeft —1) (A—1)t
PN > 0k A A e
k=0
= _ 1 1—¢q ge® pt
g 1—q)F 18 = :
@ k;q( 2 q > 1—(1—gq)e” 1-(1-p)t

Tableau des principales lois a densité
Soit X une loi admettant une densité f par rapport a la mesure de LEBESGUE. Soita < b €
RmeR,oc>0\A>0,a,6>0.

| LX) | f(t) | EX] [ Var(X) | ox(t) |

Ta0(1) atb] (b—a)? ofth _ gita

Ula,5) b—a i 2 12 it(b—a)

1 (t - m) it +2 52
N(m,a?) \/T(ﬂlexp (—1%‘2> m o? e 3

C(m,c?) ol 7S (e / / e ltl
’ T T T

() | dewtten® [ 5[ % | g

I'(a, 8) Fﬁ(a) e P M g oo (1) % % (1 - g)

QUESTIONS

Q Donner une variable aléatoire sans moment.
R Une variable aléatoire de loi de CAUCHY.
Q Quelles sont les applications de 'inégalité de MARKOV?

R De nombreuses autres inégalités classiques, le fait que la convergence L! implique la
convergence en probabilité. Aussi, si X centrée admet un moment d’ordre p, alors P(X >
x) = P(XP? > x) < E[XP]/zP, et donc plus X admets des moments d’ordres élevés, plus
on a une décroissance rapide de la queue de distribution.

Q Quel est 'intérét de regarder la matrice de covariance d’un vecteur gaussien?

R Lescoordonnées du vecteur sontindépendantes si et seulement si la matrice de covariance
est diagonale (le sens réciproque n’est vrai que pour des vecteurs gaussiens).

Q Démontrer le théoréme central limite en dimension d?

R On se rameéne au cas réel a partir du théoreme de LEvy.

Q Soitf > 0et (X )k>1i.i.d. deloild([0,6]). On pose 0, = maxi<i<n X,. Calculer la fonction
de répartition, la densité, 'espérance et la variance de 6,,.

%422

Q Soit X € L? d’espérance m, de variance o. Montrer que P(X — m > a) < Iy
tout a, A > 0.

RP(X —m+A>a+A) <P(X —m+A)? > (a+ A\)?) puis on applique l'inégalité de
MARKOV et on développe 'espérance.

pour

Q Dans le méme contexte, montrerque P(X —m > a) < % pour tout a > 0.
a‘+o
R On minimise la fonction précédemment obtenue en \ = o2/«

Q MontrerqueP(|X —m| > a) < 2
TCHEBYCHEV.

.Comparer ce résultat avec I'inégalité de BIENAYME-

_o®
a?+402

R Pour o > q, cette inégalité est meilleure que 'inégalité de BIENAYME-TCHEBYCHEV.
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LOI D’UNE VARIABLE ALEATOIRE : CARACTERISATIONS, EXEMPLES, APPLICATIONS.

Soit (2, A, P) un espace probabilisé, et (E, £) un espace probabilisable. Soit d € N*.

I. Loid’une variable aléatoire et premiéres caractérisations

Définitions et caractérisation des variables aléatoires discrétes
[Ouv08, Ch1, p14-20] [BLO7, §l11.4/5, p52-71]

l. A.

DEfiNITION 1. [VARIABLE ALEATOIRE, LOI D’UNE VARIABLE ALEATOIRE]
« Une variable aléatoire X est une fonction mesurable X : (Q, 4) — (E,&).
+ Onnote Px la mesure image de P par X et on l'appelle loi de X.
« Si(E,€) = (R,B(R)),ondit que X est une variable aléatoire réelle.
+ Si X(Q) est dénombrable presque sirement, on dit que X est discrete.
+ SiPx est absolument continue par rapport a la mesure de LEBESGUE, on dit que X est
a densité, de densité dPx /d Leb.

EXEMPLE 2. Variable aléatoire qui associe le résultat du lancer d’une piéce: £ = {P,F},le
résultat de la couleur d’une boule tirée dans une urne: E = {couleurs}.
B(p) est discrete, £()) est continue.

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans E.

PROPOSITION 3. Enumérons E' = (e;);c; C E ou I est au plus dénombrable de sorte
que X (Q) C E' p.s.. Alors Px est caractérisée par la famille (p;)icr ot p; = P(X = e;) et
> icrPi = L.Deplus,onaPx =, ; pide,.

REMARQUE 4.  Réciproquement, si f : E/ — [0,1] est telle que ., f(e;) = 1,alors il
existe une unique probabilité Q sur (E, ) telle que Vi € I,Q(e;) = f(e;). Une variable
aléatoire de loi Q est alors discréte.

EXEMPLE5. B(p),B(n,p),G(p),P(N),... etleurloi Px associée [VOIR ANNEXE]

I.B. Caractérisation par Uespérance de classes de fonctions

p41]

[BLO7, Chill,

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans F = R¢.

REMARQUE 6. Il est clair que Py est entiérement déterminée par la donnée de Px (A) pour
A € B(R%), ou pour A € A ol A est un 7-systéme générateur de B(R?).

DEfinITION 7. [ESPERANCE] Si X est réelle, on définit lorsque [, | X (w)| dP(w) < 400
lespérance de X par E[X] = [, X(w) dP(w). Sinon, on définit l'espérance de X =
(X1,...,Xq) lorsque E[|| X||] < 400 parE[X] = (E[X1],...,E[X4]).

EXEMPLE 8. Espérance de B(n,p), N(0,1),...
Les lois de CAUCHY n'admettent pas d’espérance.

[VOIR ANNEXE]

I REMARQUE 9. Lespérance ne dépend que de la loi de la variable aléatoire.

PROPOSITION 10. [LEMME DE TRANSFERT]
Soit f : R* — R une fonction borélienne.
Alors f(X) € LY(Q, A, P) < f € L*(R4, B(R?),Px) et dans ce cas :

E[f(X)]:Af(X(W))dP(w): y f(z)dPx ()

APPLICATION 11. SiX ~ £(A)avec A > 0etd > 0,alors0X ~ E(N\/0).

APPLICATION 12. [THEOREME DE WEIERSTRASS]
R[X] est dense dans C([a, b],C, ||.|| ) poura < b € R.

PrROPOSITION 13. La donnée de E[f(X)] pour f € CH(R?) I'ensemble des fonctions conti-
nues positives a support compact caractérise la loi de X. [Ouv09, p10]

I REMARQUE 14. On peut aussi prendre pour famille de fonctions C,(R?), Co (R?), C2°(R?) ...

APPLICATION 15. Si Uy, Us ~ N (0, 1) et sontindépendantes, alors Uy /Us ~ C(0,1).

1. A.

Soit X une variable aléatoire réelle.

Caractérisations par des fonctions

Fonction de répartition [BLO7, §111.2, p45]

DEfinITION 16. On définit Fix lafonction de répartition de X par Fix (z) = Px (]—o0, z]) =
P(X < z)pourz € R.
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EXEMPLE 17. Fonction de répartition de B(p), £()N).

PROPOSITION 18.
(i) Fx est croissante, continue a droite etlim_, Fx = 0,lim ., Fx = 1.
(i) Réciproquement, toute fonction F satisfaisant ces hypothéses est la fonction de réparti-
tion d’une variable aléatoire.
(iii) Si f estune densité de probabilité, alors F : x — [*__ f(t)dt est la fonction de répar-
tition d’une variable aléatoire Y telle que Py admette pour densité f.

APPLICATION 19. On définit l'inverse généralisée de Fx par F* (u) = inf {t| Fx(¢) > u}
pourw € [0,1].AlorssiU ~ U([0,1]),onaque F'< (U) ~ Px.Parexemple —In(1-U) ~ £(1).

I PROPOSITION 20. F'x caractérise Px.
I REMARQUE 21.  On peut généraliser la notion de fonction de répartition pour une variable
aléatoire a valeurs dans R?. Le résultat reste alors valable.

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R?.

Fonction caractéristique [BLO7, §111.5, p61]

DEfiNITION 22. [FONCTION CARACTERISTIQUE]
On définit ¢x la fonction caractéristique de X par ¢x () = E [¢!*%)] pour A € R%.

EXEMPLE 23. Fonctions caractéristiques de B(n,p),E(N) ... [VOIR ANNEXE]

I PROPOSITION 24. ¢ x caractérise Px.

PROPOSITION 25. Si X est réelle et admet un moment d’ordre p, alors ¢ x est p fois dérivable
etona ¢\ (\) = PE[XP X, En particulier, ¢ (0) = iPE[X?).

REMARQUE 26. [Ouv09, p205] Réciproquement, si p est pair est ¢y est p fois dérivable en
0, alors X admet un moment d’ordre p. On peut construire X n'admettant pas d’espérance
mais telle que ¢ x soit dérivable en 0 (admis).

I1. C.

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N presque slirement.

Fonction génératrice [Ouv08, §5.3, p138]

DEfiNITION 27. [FONCTION GENERATRICE]
On définit gx la fonction génératrice de X par gx(s) =
(lorsque la série converge).

E[SX] = EkzoP(X = k)s*

I REMARQUE 28. Le rayon de convergence de cette série est au moins égalalet Gx (1) = 1.

EXEMPLE 29. Fonctions génératrices de B(p), B(n,p), P(A\),G(p) ... [VOIR ANNEXE]

iy _— *)
I ProposITION 30. Gx caractérise Px. En particulier, Vk € NJP(X = k) = %.

ProPOSITION 31. X admet un moment d’ordre p € N* si et seulement si gx est p fois déri-
vable en 1, et dans ce cas Ggf)(l) =EX(X-1)...(X —p)].

APPLICATION 32. Expression de l'espérance, la variance, ou plus généralement d’un moment
en fonction des dérivées en 0 de Gx.

APPLICATION 33. Calcul de la loi d’'une variable aléatoire multinomiale dont le paramétre n
n’est pas déterministe mais suit une loi P(\).

11. D.

Soit X une variable aléatoire réelle.

Moments et fonction génératrice des moments [BLO7, §ll1.5, p66]

DEfiNITION 34. [MOMENT ET MOMENT CENTRE D’ORDRE p]
SIE[|X|"] < +00,0nditque X admetun momentd’ordrep (ou X € L?) etalors on appelle
E[X?] le moment d’ordre p et E[(X — E[X])?] le moment centré d’ordre p de X.

I PropPosITION35. SiX € LPalors X € L1 pourtoutl < g <p.

DEfiNITION 36. [FONCTION GENERATRICE DES MOMENTS]
On définit My la fonction génératrice des moments de X par Mx (\) = E[e*X] pour A € R
tel que cette quantité soit définie.

EXEMPLE 37. My (0.1) : A — exp(A\?/2) et Mz(1/2) : A — ch(}).

PROPOSITION 38. Si My est définie sur un voisinage de 0, alors M x caractérise Px et alors
ona Mx(\) = > 450 %E[X *] au voisinage de 0, en particulier X admet des moments de

tout ordre et E[XP] = M)(f) (0) pour tout p.

ENS Paris-Saclay - 2018/2019

Antoine BARRIER - https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Page 224 sur 238


https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/

Agrégation - Lecons

261 - Loi d’'une variable aléatoire : caractérisations, exemples, applications.

THEOREME 39. [THEOREME DES MOMENTS] (admis)
Si X etY sont bornées p.s. et si leurs moments sont égaux a tout ordre, alors X ~ Y.

REMARQUE 40. C’egt faux si X et Y ne sont pas bornées : les considérer de densités fx :
T —> ﬁ e~ @) /2 1 (z)et fy : o — fx(z)(1+asin(27In(z))) pouruna € [—1,1].

lll. Vecteurs aléatoires et indépendance [BLO7, ChIV, p73]

Soient X, Y deux variables aléatoires a valeurs dans E, F' des espaces probabilisables.

DEfiNITION 41. [LOIS CONJOINTES, LOIS MARGINALES]
La loi du couple (X, Y) est appelée loi conjointe.
Les lois de X et de Y sont appelées lois marginales.

REMARQUE 42. La donnée de la loi conjointe permet de retrouver les lois marginales. La
réciproque estfausse:si X Il Y ~ B(1/2),alors (X, X) et (X,Y) ont méme lois marginales
mais pas méme loi conjointe.

PROPOSITION 43. X etY sont indépendantes si et seulement si :
(i) Pixy)=Px ®Py,
etlorsque E = Ret F = R*:
(i) E[f1(X)f2(Y)] = E[f1(X)]E[f2(X)] pour toutes fonctions boréliennes f1, fo définies
sur R et R¢ respectivement,
(i) Y(A1,X2) € RY X R, ¢(x vy (A1, A2) = dx (A1) gy (Aa).
Si X etY sont indépendantes, alors Cov(X,Y) = 0, Px 1y = Px « Py et Gx1y = GxGy
lorsque ces quantités sont définies.

I REMARQUE 44. On peut généraliser ces propositions a des familles quelconques de v.a..

APPLICATION 45. Un vecteur gaussien est une variable aléatoire a valeurs dans R? telle que
toute combinaison linéaire de ses composantes suit une loi normale. Les composantes d’un
vecteur gaussien sont indépendantes si et seulement si sa matrice de covariance est diagonale.

IV. Convergence en loi [BLO7, §V.4, p121]

Soient (X,,)nen et X des variables aléatoires a valeurs dans R,

DEfiNITION 46. [CONVERGENCE EN LOI]
On dit que (X,,)nen converge en loi vers X si pour tout fonction f € Cy(R%), on a

B[f(X,)] — E[f(X)].

EXEMPLE 47. X, ~ N(0,02) converge en loi vers X ~ N (0,0?) sio, — 0.

THEOREME 48. [THEOREME DE LEVY (FAIBLE)]

c ; ' -
X, — Xsietseulementsigx, > ox.
n—+00

n—+o0o

Supposons maintenant d = 1 et les variables aléatoires réelles.

Si les variables sont a valeurs dans N, X,
sietseulementsivk € N,P(X, = k) — P(X =k).
n——+o0o

PROPOSITION 49.
n—-+oo

X £, X sietseulementsi Fx, — Fx entout point de
n——+oo +

n—r+00

‘ PROPOSITION 50.

continuité de Fx.

THEOREME 51. [THEOREME CENTRAL LIMITE]
Siles (X;)ien~ sontii.d. de carré intégrable, alors :

F YL (X —EIX)) S Z~ N0, Var(X))

APPLICATION 52. [INTERVALLE DE CONfiANCE ASYMPTOTIQUE] [RS12, §3.4, p25]
Soient (X;);en~ des réalisations i.i.d. de B(p) pour unp € [0, 1] inconnu. Le théoréme cen-
tral limite donne un intervalle de confiance asymptotique de niveau « pour p en fonction de
1

la moyenne empirique p, = L 3", X;:1C,(p) = [ﬁn + sz NG

d’ordre t de N'(0,1).

}, ou g; est le quantile

APPLICATION 53. [METHODE DE MONTE-CARLO] [Mé11]
Soit f : [0,1] — R intégrable par rapport a la mesure de LEBESGUE et (X ), cn+ Une suite de

variables aléatoires i.i.d. de loi24([0, 1]). Alors I, = L 37" | f(X;) fn: fol f(z)dz p.s..
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THEOREME 54. [THEOREME DE SLUTSKY]
Reprenons les (X,,),, et X dans R? et soient (Yy,)nen des variables aléatoires de R (¢ € N*)

convergeant en probabilité vers une constante c. Alors (X, Y»,) % (X,c).
n—r

APPLICATION 55. [INTERVALLE DE CONfiANCE ASYMPTOTIQUE 2]
Dans le méme cadre on a lintervalle de confiance asymptotique :

A An 1_An
Pn ql_a/zi”’(ﬁp) -

féoz(p) =

ANNEXE

[BLO7, Appendice, p229]
Tableau des principales lois discrétes
Soit X une loi discréteetp € [0,1],¢ €]0,1[,n € N, A > 0.

[ ZX) ] Px [ EX] [ Var(X) | ox(t) [ Gx(t)
"1 n+l| n2-1 1= 1t— Tt
U([[1,n) 2 O 5 B Eme S t#D
B(p) po1 + (1 — p)do p p(1—p) | pe’+(1—p) 1—p+pt
Bn,p) | <Z>pk(1 =p)" "6 | e | mp(l—p) | pet+(1-p)" | (L—p+pt)"
k=0
Ak e Ae?t —1) (A—=1)t
P(N) > O A A e
k=0
ke 1 1—g¢ ge" pt
G(a) ;qa 0)" "o ; = |Taoae | Taow

Tableau des principales lois a densité
Soit X une loi admettant une densité f par rapport a la mesure de LEBESGUE. Soita < b €
RmeR,0>0,A>0,a,8>0.

| LX) ] f(®) | EIX] [ Var(X) | ¢x(t) |

]l[a,b] (t) a+ b (b _ a)2 eitb _ ez’ta

U(Ja, b)) b—a i 2 12 it — a)

1 (t — m) imit— t2a?
N (m,o?) \/nglexp <—1w) m o2 e 3

C(m,o?) pot e (e / / et
’ T T T

EN) Aexp(—At) Lo oo (t) X 2 1 - i )

I(a,B) r[?a) e P g 4ol (1) % % <1 — Z)
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COMMENTAIRES

Point de vue historique : la théorie des probabilités a été formalisée dans les années 30 par
KoLMoGORoV. Théoréme de DE MOIVRE-LAPLACE — TCL dans le cadre d’une loi binomiale.
Aujourd’hui point de vue fonctionnel : les variables aléatoires ... il est plus intéressant d’étudier
la loi d’'une variable aléatoire plutot que la variable aléatoire en elle-méme.

QUESTIONS

Q Unevariable aléatoire sans atomes admet-elle nécessairement une densité?

R Non! Penser par exemple a 'escalier de CANTOR ... C’est la fonction de répartition d’une
certaine variable aléatoire X! Onaalors P(X € K) = 1ou K est 'ensemble de CANTOR.
La loi est sans atome et nadmet pas de densité car Leb(K) = 0.
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CONVERGENCES D’UNE SUITE DE VARIABLES ALEATOIRES. THEOREMES LIMITE. EXEMPLES ET
APPLICATIONS.

(92, A, IP) espace probabilisé. On considére des variables aléatoires & valeurs dans R,

I. Modes de convergence [BLO7, ChV, p109] [Ouv09, Ch10, p89]

Soit (X, ), et X des variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé.
. A.
Définition

Lemme de BOREL-CANTELLI, application a la convergence de

Convergence presque sure

max E(1)

Ty~ Vers 1 presque siirement.

PROPOSITION 1. [INEGALITE DE HOEFFDING]
Soient (X;)1<i<n des variables aléatoires réelles indépendantes, centrées et telles que
pour touti € [1,n], | X;| < ¢; p.s. pour un réel c;. Alors pour toutt > 0:

n 2
c?
i=1

P(|S,| > t) < 2"/ ou S, =" X,

COROLLAIRE 2.
théses.

S'il existe o, B > 0 tels que Y"1, ¢? < n**=¥, alors 5= - 0p.s..
n—-—+0o0

Supposons maintenant la suite (X;);cn infinie, avec les mémes hypo-

Stabilité de la convergence presque sure par somme, produit

Définition, indépendance avec la norme choisie, compatibilité avec le couple, et par passage a
une fonction continue

Exemple

Inégalités de concentration : BIENAYME-TCHEBYCHEV, HOEFFDING, donnent des convergences en
probabilité

IO CO

Définition, exemple

Convergence en probabilité

Convergence L”

I. D.

Variables plus nécessairement définies sur le méme espace probabilisé

Convergence en loi

DEfiNITION 3. [CONVERGENCE EN LOI]
On dit que (X,,)nen converge en loi vers X si pour tout fonction f € Cp(R%), on a
E[f(Xa)] —_ BIf(X)]

Définition, convergence ne dépendant que de la loi des variables aléatoires
EXEMPLE4. X,, ~ N(0,02) converge en loivers X ~ N (0,0?) sio, — o.

Théoréme de PORTMANTEAU
En dimension1:

L
—
n—-+4oo

PROPOSITION 5. X, X sietseulementsi Fx,, —+> Fx en tout point de conti-
n——+00

nuité de F.
PROPOSITION 6. Si les variables sont a valeurs dans N, X,
si et seulement siVk € N,P(X,, = k) " P(X = k).

n—-+0oo

n——+00

Incompatibilité avec ’'addition

Il. Liens entre les modes de convergence

[BLO7, ChV, p109] [Ouv09, §Ch10, p89]

1. A.

Convergence L? implique convergence L? pour p > g, contre-exemple sinon

Convergence p.s. implique en convergence probabilité : contre-exemple de X, ~ B(1/n)
Convergence L? implique convergence en probabilité

Convergence LP n’implique pas convergence p.s., mais on peut extraire une sous-suite conver-
geant p.s. Contre-exemple de X,, ~ B(1/n) (idem avec convergence en probabilité verscon-
vergence p.s.)

Convergence p.s. implique convergence LP si domination. Contre-exemple de X,, ~
n?B(1/n?)

Convergence en probabilités implique convergence en loi, la réciproque est vraie si la variable
limite est constante p.s., fausse dans le cas général : si X ~ B(1/2),alors1 — X — Xen

n——+oo

Implications

loi mais pas en probabilités.

Il.B. Notion d’uniforme continuité

Variables uniformément intégrables
Exemple avec des familles finies/iid/dominées L'
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Convergences d’une suite de variables aléatoires. Théorémes limite. Exemples et applications.

Formulation équivalente

Ul de variables aléatoires définies comme espérances conditionnelles d’une variable aléatoire
Ll

Convergence en proba et Ul équivaut a convergence L*

Application a la convergence L' de martingales

lIl. Théoremes limites

li. A.

[BLO7, ChV, p109]
Loi des grands nombres et théoréme central limite

THEOREME 7. [LOI DES GRANDS NOMBRES]
Soit (X;)ien+ des variables aléatoires réelles i.i.d. intégrables. Alors :
% Yimi Xi — E[X]

n—+oo

p.s.

Lhypothese d’intégrabilité est cruciale :

ProPOSITION 8. Soient (X;);en+ Une suite de variables aléatoires i.i.d. telle que E[| X1|] =
+oo. Alors la probabilité que la limite de % Yo, X, existe dans R est nulle.

APPLICATION 9. [METHODE DE MONTE-CARLO] [Mé11]
Soit f : [0,1] — R intégrable par rapport a la mesure de LEBESGUE et (X;),en+ Une suite de

variables aléatoiresi.i.d. de loi 2/([0, 1]). Alors I, = L 37 | f(X;) iy f01 f(z)dz p.s..

THEOREME 10. [THEOREME CENTRAL LIMITE]
Siles (X;)ien+ sonti.i.d. de carré intégrable, alors :

F YLK —E[X)]) | S Z~ N(0, Var(X)))

APPLICATION 11. [INTERVALLE DE CONfiANCE ASYMPTOTIQUE] [RS12, §3.4, p25]
Soient (X;);en~ des réalisations i.i.d. de B(p) pourunp € [0, 1] inconnu. Le théoreme cen-
tral limite donne un intervalle de confiance asymptotique de niveau « pour p en fonction de
la moyenne empirique p, = 2 31| X;:1Co(p) = |pp + L5222 L

NG , ol ¢, est le quantile
d’ordre t de N(0, 1).

APPLICATION 12. Dans la méthode de MONTE-CARLO, on obtient un intervalle de confiance de
probabilité asymptotique 1 — « de longueur proportionnelle a 1/+/n.

THEOREME 13. [THEOREME DE SLUTSKY]
Reprenons les (X,,),, et X dans R? et soient (Y;,)nen des variables aléatoires de R¢ (¢ € N*)
c

(X,c0).

convergeant en probabilité vers une constante c. Alors (X,,,Y,) =
n—-+0oo

APPLICATION 14. [INTERVALLE DE CONfiANCE ASYMPTOTIQUE 2]

Dans le méme cadre on a lintervalle de confiance asymptotique féa(p) =
A A‘i’L 1_ATL
pniql—a/inp\(/ﬁp) :

TCL multidimensionnel, application aux marches aléatoires — nombre de visites dans B(0, R).

Chaines de MARKOV, mesures invariantes
Irréductibilité, apériodicité

Propriétés de MARKOV

Conditions d’existence/unicité de mesures invariantes
Théoreme ergodique, cas d’un espace d’état fini
Exemples ...

Convergence de chaines de MARKOV [BLO7, ChvIII]
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ANNEXE

Liens entre les modes de convergence

COMMENTAIRES

Intérét de la méthode de MONTE-CARLO : ¢a converge toujours a vitesse v/n quelque soit la di-
mension (application du TCL multidimensionnel) : en dimension 1 on a des méthodes plus ra-
pides, mais pas en multidimentionnel.

QUESTIONS

Q Soit (X,,), telles que X,, ~ N'(m,,,02).Sim, — meto, — o,quedirede (X,,),?

R X, amémeloiquem,+oc,ZouZ ~ N(0,1),0rm,+0,Z — m-+cZ presque sirement,
ce qui implique la convergence en loi.
Donc X,, — N (m,a?) enloi (sioc = 0, C’est 6,,).

Q Soit X,, € [0, N] telle que Vk € N,E[X*] — E[X*]. At-on X,, — X enloi? X reste-t-
elle dans [0, N]?

R On vérifie que X est positive, et si X > N avec probabilité positive, on vérifie aussi que ce
n’est pas possible ... Par convergence dominée (trois fois!) :

ik Xk gh ik X kth FE[XF]tk
QSXH(t):E[Zz k! ]:ZE[Z k! }:Z%

k>0 k>0 k>0
-k k14k
i"E[X ")t
el > — o =ox®)
k>0

PuisP(X €]0, N[) < liminf, P(X,, €]0, N[) =0donc X € [0, N] p.s..

Q Soit une particule évoluant entre trois points: on passede 1 a 2 oude 1 a 3 avec proba 1/2.
Si elle est en 2, elle reste avec proba 1/2 et va en 1 ou 3 avec proba 1/4. Sielle est en 3 elle
va avec proba 1/2en 1 ou2.0n partde Xy = 1 et X,, est la position au temps n. Quelle est
la loi limite? Que se passe-t-il si on change les probas de transition? Le nombre d’états? La
condition initiale? Quelles sont les conditions nécessaires?

0 1/2 1/2
R On cherche un vecteur propre a gauche associéalpourQ = | 1/4 1/2 1/4
1/2 1/2 0

On sait que QT a 1 pour valeur propre de multiplicité 1 (par le théoréme de PERRON-
FROBENIUS). Donc (Q aussi.
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VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

Soit (€, A, P) un espace probabilisé, et (E, £) un espace probabilisable.

I. Généralités sur les variables aléatoires discretes
[Ouv08, Ch1, p14-20]

I.A. Caractérisation d’une variable aléatoire discréte

DEfiNITION 1. [VARIABLE ALEATOIRE DISCRETE]

Une variable aléatoire X est une fonction mesurable X : (2, 4) — (E, &).

Side plus X () est dénombrable presque slirement, alors on dit que X est discrete.
On note Py la mesure image de IP par X et on l'appelle loi de X.

EXEMPLE 2. On lance une piéce, un dé, et on note X la variable aléatoire qui associe la face
de la piece ou la valeur du dé. Alors X est discréte.

Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans E.

PROPOSITION 3. Enumérons E' = (e;);c; C E ou I est au plus dénombrable de sorte
que X () C E’ p.s.. Alors Px est caractérisée par la famille (p;);c; ol p; = P(X = ¢;) et
Y icrPi = L.Deplus,onaPx =, ; pide,.

I.B. Lois discrétes usuelles

Les variables aléatoires discretes les plus classiques sont a valeurs dans N. On trouvera en an-
nexe les propriétés de ces lois (Px, espérance, variance, ...). [VOIR ANNEXE]

APPLICATION 4. [MODELISATION PAR DES VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES]

« on lance une piece équilibrée et on note X = 1 si le résultat est «face », 0 sinon. Alors
X ~ B(1/2),

« sion lancen fois la piece de maniere indépendante, le nombre X de succes suit B(n, 1/2),

+ lerésultat du jet d’un dé a 6 faces équilibré se modélise parU([1, 6]).

+ soit £ le nombre moyen de personnes se présentant a un guichet chaque minute. Le
nombre de personnes se présentant pendant N minutes peut se modéliser par P(N?).

« on lance une piéce équilibrée et on note X le nombre de lancers nécessaires avant d’ob-
tenir «face ». Alors X ~ G(1/2).

I.C. Variables aléatoires discrétes etindépendance  [ouvos, ch3/4, p51-86]

DEfiNITION 5. [INDEPENDANCE DE VARIABLES ALEATOIRES]
Soit I un ensemble et (X;);cr des variables aléatoires telles que X; est a valeurs dans
(E;, &;).Ondit que les (X;);er sontindépendantes si pour tout J C I fini,ona:

V(Az)zef € HiEJ SZ-,]P’(HZ-QXZ- € Az) = HiEJ ]P’(Xl S Al)

PROPOSITION 6. [INDEPENDANCE DE VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES]

Soit T un ensemble et (X;);cs des variables aléatoires discrétes a valeurs dans (E;, &;)ic;.
Soit (E});cr des ensembles dénombrables tels que Vi € I, X; € E! p.s..

Alors les (X;);er sont indépendantes si et seulement si pour tout J C I fini,ona:

V(es)ies € HieJ ElLP(NicsXi =€) = HieJ P(X; =e;)

EXEMPLE7. Soient X,Y lesrésultats de deux lancersindépendants d’un dé a6 faces équilibré.
Soit Z = L x4y estpair- Alors (X, Y), (X, Z) et (Y, Z) sontindépendantes mais pas (X, Y, Z).

PROPOSITION 8. Soient X,Y des variables aléatoires discrétes indépendantes a valeurs
dansR. AlorsPx 1y = Px « Py o0 Px * Py (2) = ZHy:Z Px(x)Py (y).

EXEMPLE9. Soientp € [0,1],n1,n2 € N, A1, Ao > 0.
+ SiX ~ B(ni,p)etY ~ B(ng,p)avec X 1 Y,alors X +Y ~ B(n; + na,p),
¢ SiX ~P(A)etY ~P(Az2)avec X 11 Y,alors X +Y ~ P(A1 + A2),

APPLICATION 10. [MARCHE ALEATOIRE SIMPLE SUR Z“]

Soient (X;);en~ des variables aléatoires i.i.d. de loi U({*e;;1<i<d}) ou e =
(0,...,0,1,0,...,0) = (6; k)1<k<n-Onpose Sy = 0et S, = > ;_, X; pourn € N*.
Alorssid < 2,onaP(S, =0i.s.) =1etsid > 2,onaP(|S,| = +o0) = 1.

I.D. Conditionnement [Ouv08, Ch4, p87-115]
DEfiNITION 11. [PROBABILITE CONDITIONNELLE]
Soit B € AtelqueP(B) > 0.0n définitP| 3 l'application quia A € AassocieP| z(A) =

P(A|B) = P(ﬁg?). C’est une probabilité sur (2, .A) appelée probabilité sachant B.

EXEMPLE12. PP|5(A) =P(A)siAetB sontindépendants.
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PROPOSITION 13. [INTERSECTION D’EVENEMENTS]
Soit (A;)1<i<n une famille d’événements tels que P(ﬁ?;llAi) # 0. Alors :

P(m?ﬂAi) = P(Al) H?:2 P(A; | ﬂé;ll Aj)

EXEMPLE 14. On tire successivement 4 cartes dans un jeu de 52 cartes (sans remise). Quelle
est la probabilité de tirer les 4 as?

PROPOSITION 15. Soit (A;);c une famille dénombrable d’événements disjoints deux a deux
tels que P(N;c1A;) = letpourtouti € I, P(A;) > 0. Alors pourtout A € A:
+ [FORMULE DES PROBABILITES TOTALES] P(A) =, P(A | A;)P(Ay),

+ [FORMULE DE BAYES] SiP(A) > 0,onaP(A; | A) = T P(APl(iiRi(-?]l;z
jer J

yw pourtouti € I.

EXEMPLE 16. On place b; et ny (resp. by et ny) boules blanches et noires dans une urne Uy
(resp. Us). On choisit une urne aléatoirement et on tire une boule dans cette urne. Quelle est la
probabilité qu’elle soit noire ? que l'on ait choisi l'urne 1 sachant qu’elle est noire?

REMARQUE 17. Ces formules sont tres pratiques lorsque l'on prend pour P la loi d’une va-
riable aléatoire discrete. Dans le cas ou P n’est pas discréte, le fait d’avoir une famille satis-
faisant les hypotheéses de la proposition rend « moralement » cette probabilité discrete.

Moments et fonction génératrice [0uv08, Ch5, p115-178]

Soient X, Y deux variables aléatoires discrétes a valeurs dans R.

Il.A. Espérance et variance

DEfiNITION 18. [ESPERANCE]
Si Y .er 2| P(X = x) < 400, ondit que X admet une espérance et on définit 'espérance
de X parE[X]| ="  paP(X = z).

I REMARQUE 19. E est lin€aire. Lorsque X (Q2) C Np.s,onaE[X] =3 - P(X > n).

EXEMPLE 20. Espérance de B(p), B(n,p), P(A),G(p) ... [VOIR ANNEXE]

PROPOSITION 21. [LEMME DE TRANSFERT]

EXEMPLE22. Si X ~ G(1/2)etsif:n+— LyestparalorsE[f(X)] =

Wl

DEfiNITION 23.
On définit :
+ lacovariancede X etY par Cov(X,Y) = E[(X — E[X]))(Y — E[Y])].
« lavariance de X par Var(X) = Cov(X, X) = E[(X — E[X])?].

[COVARIANCE, VARIANCE]

ProposITION 24. Cov est une forme bilinéaire symétrique positive et on a Cov(X,Y) =
E[XY] — E[X|E[Y] et Var(X) = E[X2] — E[X]2.

EXEMPLE 25. Variancede P()\),G(p), ... [VOIR ANNEXE]

I PropPoOsSITION 26. Si X Y alors Cov(X,Y) = 0et Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

EXEMPLE 27. Laréciproque est fausse: prendre X ~ U({—1,0,1})etY = X2,

REMARQUE 28. Les inégalités classiques faisant intervenir espérance et variance sont va-
lides dans le cas discret, notamment les inégalité de MARKOV, de BIENAYME-TCHEBYCHEV, de
JENSEN, de CAUCHY-SCHWARZ, .... Ces résultats n’étant pas spécifiques aux variables aléa-
toires discrétes, nous ne nous étendons pas dessus.

APPLICATION 29. [THEOREME DE WEIERSTRASS]
R[X] est dense dans C([a,b],C, ||.||,,) poura < b € R.

On suppose X avaleurs dans N presque siirement. Soit p € N*,

Vers les fonctions génératrices [CDGM16, p68-75]

DEfiNITION 30. [MOMENT ET MOMENT CENTRE D’ORDRE p]
SIE[|X|"] < +00,0nditque X admetun momentd’ordrep (ou X € LP) etalorson appelle
E[X?] le moment d’ordre p et E[(X — E[X])?] le moment centré d’ordre p de X.

I ProposITION31. SiX € LPalors X € L9 pourtoutl < g < p.

DEfiNITION 32. [FONCTION GENERATRICE]

Soit f R — R borélienne. Alors f(X) admet une espérance si et seulement si On définit gx la fonction génératrice de X par gx(s) = E[s*] = Y, P(X = k)s*
S, op (@) P(X = ) < +ooetdans ce cas E[f (X)] = 3, . f(2)B(X = 2). (lorsque la série converge).
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I REMARQUE 33. Le rayon de convergence de cette série est au moins égalalet Gx (1) = 1.

EXEMPLE 34. Fonctions génératrices de B(p), B(n,p), P(A),G(p) ... [VOIR ANNEXE]

I ProPoOsITION 35. Gx caractérise la loi de X. En particulier:Vk € N,P(X = k) = G(Z(O).

PROPOSITION 36. X admet un moment d’ordre p € N* si et seulement si gx est p fois déri-
vable en 1, et dans ce cas Ggf)(l) =EX(X-1)...(X —p)].

I PropPOSITION 37. SiX 1Y alorsGxyy = GxGy.

APPLICATION 38. Expression de l’espérance, la variance, ou plus généralement d’'un moment
en fonction des dérivées en 0 de Gx.

APPLICATION 39. P()\) +1-P(A) = P(2)).

APPLICATION 40. On ne peut pas truquer deux dés de sorte que la somme des points obtenue
en les lancant suive une loi uniforme.

PROPOSITION 41. [PROCESSUS DE BRANCHEMENT DE GALTON-WATSON]
Soient (X7); j>1 des v.a. i.i.d. a valeurs dans N. On note y leur loi, m leur espérance et on
définit le processus (Z, )nen par Zo = let Z,1 = ZiZ:”l X! pourn € N. et enfin
p=P(E3Fn>0|Z,=0).Alorssiu # d,ona:

« sim <1, p = 1etonaextinction du processus presque surement,

« sim > 1, p < 1etilyaune probabilité strictement positive de survie.

REMARQUE 42. Lorsque la variable aléatoire n’est pas a valeur dans N p.s., on utilise alors
la caractérisation par la fonction caractéristique, valable pour des variables aléatoires quel-
conques. Par exemple pour calculer la loi d’une variable aléatoire multinomiale dont le pa-
rameétre n n’est pas déterministe mais suit une loi P()\).

APPLICATION 43. [LOI MULTINOMIALE POISSONNIfiEE]

Soient (p;)1<;j<a desréels positifstels que >, ., p; = 1. Soient (Y*)r>1 des variables aléa-
toires indépendantes et identiquement distribuées telles que P(Y* = j) = p;. Soit N indé-
pendante des (Y*);>1 de loi P(\) pourun A > 0.

Enposant X* = (Tyx_q,...,lyr_y),laloide S = Zszl X*estP(Ap1) ® - @ P(Apq)-

IIl. Vers les Théoréemes limites

[BLO7, §V.5, p131-147]
On considére des variables aléatoires discrétes a valeurs dans R.
Ill.A. Théorémes limites

PROPOSITION 44. Soient (X;)ien et X des variables aléatoires discrétes. Alors

X; £, X sietseulementsiVz e FP(X; =) —+> P(X =z),00 F = UjenE,UE’
1—>+00

1——+00

est dénombrable, avecVi € N, X; € Elp.s.et X € E’' p.s.

THEOREME 45. [THEOREME CENTRAL POISSONIEN]

Soit (X;)ien+ Une suite de variables aléatoires de loi B(i, p;) avec ip; —+> A>0.
11— +00

Alors X; i> XouX ~P(A).

1— 400

THEOREME 46. [THEOREME CENTRAL LIMITE]
Soit (X;)ien+ une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de carré intégrable. Alors :

L
-
n—-+4oo

7m Lim1(Xi —E[X4)) Z ~ N (0, Var(X1))

APPLICATION 47. [INTERVALLE DE CONfiANCE ASYMPTOTIQUE] [RS12, §3.4, p25]
Soient (X;);en+ des réalisations i.i.d. de B(p) pour unp € [0, 1] inconnu. Le théoréme cen-
tral limite donne un intervalle de confiance asymptotique de niveau a pour p en fonction de

LY X 1Ca(p) = [Pt B

la moyenne empirique p,, =
d’ordre t de N'(0,1).

, OU ¢; est le quantile

I1l.B. Chaines de MARKOV

Définition d’une CM, exemple d’une marche aléatoire

Existence et unicité d’une mesure invariante a constante multiplicative prés si la chaine est ir-
réductible récurrente

Side plus la chaine est apériodique et admet une probabilité asymptotique 1, alors on a conver-
gence en loi de X, vers
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ANNEXE

[BLO7, Appendice, p229]
Tableau des principales lois discretes

Soit X une loi discréteetp € [0,1],¢q €]0,1[,n € N, A > 0.

[ LX) ] Px | EIX] | Var(X) | Gx (1) |
"1 n+l]| n2—1 | 1t—¢t?
U(Lnh) 2 ok 2 12 P wr G )
B(p) pd1 + (1 —p)do p p(1 —p) 1—p+pt
B(n,p) (Z)pk(l p)" 0| mp |npl-p) | (1-p+pt)"
o Ae? (A—1)t
P(\) ; o A A e
- k—1 1 1—gq pt
G(9) g a(1 =)o p 7 T—(—pr

COMMENTAIRES

Voir également [Mé11].

Q

Q
R

Q

QUESTIONS

Vous dites dans votre plan que 'on peut aussi utiliser la fonction caractéristique lorsque la
variable aléatoire n’est plus a valeurs dans N. Mais si elle l’est, peut-on aussi lutiliser? Quels
résultats a-t-on? Avez-vous un exemple de fonction caractéristique?

Oui bien sur, car la fonction génératrice n’est rien d’autre que la fonction caractéristique
prise en certaines valeurs! Donc on va avoir des résultats de caractérisation, etc... Je donne
’exemple de la fonction caractéristique d’une loi de PoIssON, et dis que dans les autres cas
ca revient souvent a remplacer le t de la fonction génératrice par et

Avez-vous des exemples de processus discrets?

Les chaines de MARKov, les marches aléatoires qui sont aussi une chaine de MARKOV
d’ailleurs.

Pouvez-vous me donner la preuve de votre théoreme pour montrer qu’il existe une unique
mesure invariante?

Alors évidemment, il faudrait introduire tout ce qui est récurrence, transience, temps d’ar-
rét, mais en gros on va expliciter la mesure en question. On utilise MARKoV fort, puissiz € E

est fixé, on considére v : y — K[> 1= !

n=0 ]an:y]-

Q

R

[BLO7]
[CDGM16]

[Mé11]

[Ouv08]
[RS12]

Quelle définition de convergence en loi utilisez-vous et comment on montrez-vous le résul-
tat sur la convergence en loi de variables discrétes.

Jénonce a loral la condition de convergence en loi, puis je ne me souviens que d’un des
deux sens, pour lequel je fais un dessin de la fonction a utiliser ...

Pour montrer le théoréme central limite, est-ce vous utilisez cette caractérisation-la?

Non il faut passer par la fonction caractéristique, on va pouvoir faire un développement
limité & l'ordre 2 car la fonction caractéristique est C2, les variables aléatoires étant L2.

Soient (X;); desvasindépendantes et identiquement distribuées de loi géométrique. Com-
ment calculeriez-vous la loi de inf (X;);?

On regarde la fonction de répartition.

Et que pouvez-vous me dire de la variable aléatoire qui modélise le temps d’attente avant
un deuxiéme succes?

J’hésite un peu mais propose le calcul suivant ot 7 est le temps de i-iéme succes :

k—1
P(Xy=k)=> P(Xo=kNX;=n)=..=

n=1

(k— Dp*(1 —p)*2

On pouvait également passer par un systemes complet d’événements : X, = k si une seule
des k — 1 premiéres variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées B(p)
est un succes, ...

On regarde la marche aléatoire simple sur Z et A, ’événement |S,,| < 1/2Cnln(n) ot C
est une constante. On veut montrer que liminf A4, i.s..

Ca nous fait penser a utiliser BOREL-CANTELLI, qui donne lim inf AS i.s.. Je cite ensuite l'in-
égalité de HOEFFDING, on me dit non plus simple, j’écris celle de BIENAYME-TCHEBYCHEV mais
¢a ne suffit pas pour conclure, la majoration est trop grossiére. Je repars sur HOEFFDING.

Ok ¢a doit marcher comme ¢a mais est-ce que l'on peut utiliser plus simple?
Je ne vois pas. On me dit d’utiliser les fonctions génératrices, mais l'oral s’arréte la.
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EXEMPLES D’ETUDES ET D’APPLICATIONS DE FONCTIONS USUELLES ET SPECIALES.

I. Utilisation des fonctions usuelles [RDO98, §4.4, p126]

I.A. Autour de ’exponentielle [Rud98, Prologue, p1-4] [AF93, §VI.7, p226]

DEfiNITION 1. [EXPONENTIELLE, COSINUS ET SINUS]
On définit les séries entiéres suivantes :

; on (71)77,2271
exp(z) =€* = Z gy cos(z) = Z o

neN

(71)n22n+1
(2n+1)!

sin(z) = Z

neN

PROPOSITION 2.
(i) exp, sin, cos sont des séries entiéres de rayon de convergence infini et sont donc définies
et holomorphes sur C. De plus exp est sa propre dérivée,
(i) Pourtout z € C, onaexp(iz) = cos(z) + isin(z),
(iii) Pour 6 € R, cos(f) etsin(6) sont réels et || = 1.
(iv) exp est un morphisme surjectif de (C, +) dans (C*, x) de noyau iaZ pour un a € R.
(v) Pour zy, 29 € C, exp(z1 + 22) = exp(z1) exp(22),

REMARQUE 3. Onnotealors& : R — C*,t — e et m = a/2 (ainsie'™ +1 = 0).
Cette application associe a un angle ¢ 'unique point u de module 1 dont 'angle entre [Ox)
et [Ou) est .

COROLLAIRE 4. [FORMULE DE MOIVRE ET D’EULER]
* Pourn € Net € R, ona (cos(9) + isin(f))" = cos(nd) + isin(nb).

o C19 +071€ 0

« Pourf € R,onacos(f) = 5— etsin(f) = ©

_ 6719

21

APPLICATION 5. Développementde cos(nf) etsin(nf) par la formule de MoIvrE. Linéarisation
de cos™(0) et sin™(6) par les formules d’EULER. Exemples de cos® (6) et sin(56).

APPLICATION 6. Polynomes de TCHEBYCHEV.

APPLICATION 7. Calcul des noyaux de DIRICHLET et FEJER :

N N-1 N

in. _ sin (35) 1 n| sin®(N./2)
Dy = n;Ne = Ty ¢t Ev=gw 2230 Dn = n:Z_N (PW)e" ~ sin?(.)2)
I.B. Fonctions usuelles et calculs d’intégrales

Calculs de primitives de fractions rationnelles : on se ramene par développements en éléments
simples a certains types de primitives a calculer : apparait le In et arctan

Fractions rationnelles en cos, sin : régles de BIOCHE, on se ramene par changement de variables
a une fraction rationnelle,

Dérivées des fonctions trigonométriques, hyperboliques, de leurs inverses

Calcul de lintégrale de DIRICHLET

Intégrales de WALLIS

Intégrales d’une gaussienne

II. Lafonction[ d’EULER

1. A.

Définition, relation de récurrence, calcul de I'(1),T'(1/2)

[QZ13, §IX.11.1, p312] [GS09, §2.1, p101]

Généralités [BMPOS5, §2.7, p82] [QZ13, §IX.11.1, p312]

I ProposITION 8. T est holomorphe sur {R(z) > 0}.

APPLICATION 9.
C\ —-N.

I" admet un unique prolongement méromorphe sur C, holomorphe sur

. n!n®
lim

FORMULE DE GAUSS
nstoo x(x +1)...(z+n) [ ]

APPLICATION 10. Vz € R' ,T'(z) =

Prolongement holomorphe, formule de CAuCHY
In-convexité de T'.

Formule de STIRLING
Polyndmes orthogonaux

Applications

1. C.

Loi I, B, stabilité par somme, ..., lien avec la loi exponentielle.
Exemples de modélisations

Applications en probabilités

IIl. Transformée de FOURIER

LA, Généralités
lll. B. Applications

Résolution de 'équation de la chaleur, de SCHRODINGER
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lll.C. Applications en probabilités [Ouv09, §12.2, p197]

52¢2
On admet que g0 02) : ( > €~ >

I PROPOSITION 11. ¢ caractérise Py.

APPLICATION 12. [LOI MULTINOMIALE POISSONNIfiEE]

Soient (p;)1<;<a des réels positifs tels que -, ,p; = 1. Soient (Y*)k>1 des variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées telles que P(Y* = j) = p,. Soit N
indépendante des (Y*);>1 de loi P()\) pourun A > 0.

Enposant X*¥ = (lys_q,...,1ys_y),laloide S = ij:l Xk est P(Ap1) ® -+ @ P(Apa)-

Convergence en loi, théoréme de LEvy, théoreme central limite, intervalles de confiance

QUESTIONS

Q CalculerI = fol log(Si"gI) )dz de deux maniéres différentes pour retrouver la formule de
STIRLING.

R Onal= fol log(sin(mz))dx — f01 log(wz)dx. La premiére intégrale se calcule par exemple
en utilisant Uarc moitié.
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