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Ce document regroupe mes plans de leçons élaborés pendant mon année de préparation de l’Agrégation
de Mathématiques (master M2 FESup de l’ÉNS Paris-Saclay).

Bien que de nombreux plans soient terminés, il reste beaucoup de travail et certains d’entre eux ne sont
pas détaillés. Par ailleurs, il y a certainement bon nombre d’erreurs et d’imprécisions. À chaque fin de
leçon j’ai essayé de rajouter di�érents commentaires sur la leçon ainsi que des questions types, qui ont
souvent été prises à la volées et peuvent donc être imprécises. Certains commentaires concernent des
plans de leçon présentés par d’autres étudiants en classe et sont donc dénués de sens vis-à-vis du plan
associé dans ce document.

En utilisant ce document, veillez à garder à l’esprit que la liste et les intitulés des leçons ont évolué. N’hé-
sitez pas à me signaler toute erreur.
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Première partie

Leçons de Mathématiques Générales



101 GROUPE OPÉRANT SUR UN ENSEMBLE. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

Soit (G, .) un groupe etX un ensemble.

I. Action d’un groupe sur un ensemble [Rom17, §1.6-1.7, p19–25]

I. A. Action de groupe : double approche et vocabulaire

DÉfiNITION 1. [ACTION D’UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE]
On dit que G opère à gauche sur X si on a une application G × X −→ X, (g, x) 7−→ g.x
telle que ∀g, h ∈ G,∀x ∈ X, g.(h.x) = (gh).x et ∀x ∈ X, 1.x = x.

REMARQUE 2.
• Il revient au même de se donner un morphisme de groupesφ : G −→ S(X) en posant
φ(g)(x) = g.x.

• Lorsque ∀g, h ∈ G,∀x ∈ X, g.(h.x) = (hg).x, on parle d’action à droite.

EXEMPLE 3.
• G opère sur lui-même par translation à gauche : g.h = gh.
• G opère sur lui-même par conjugaison : g.h = ghg−1. On note Int(G) = {Int(g), g ∈ G}

où Int(g) : h 7−→ ghg−1. On remarque alors queG agit sur tout sous-groupe distinguéH
deG par cette opération.

• S(X) opère naturellement surX : σ.x = σ(x).

THÉORÈME 4. [THÉORÈME DE CAYLEY]G est isomorphe à un sous-groupe de S(G).

DÉfiNITION 5. [ORBITES, TRANSITIVITÉ, fiDÉLITÉ]
SoitG opérant surX .
• Pour x ∈ X , on appelle orbite de x et on note O(x) l’ensemble G.x = {g.x | x ∈ X}.

On noteO l’ensemble des orbites deX . C’est une partition deX .
• On dit que l’action est transitive s’il n’y a qu’une seule orbite pour l’action deG surX ,

c’est-à-dire si ∀x ∈ X,O(x) = X .
• On dit que l’action est fidèle si φ(g) = Id⇐⇒ g = e.

EXEMPLE 6.
• L’action deG sur lui-même par translation à gauche est transitive et fidèle.
• SiH < G agit surG par translation à droite h.g = gh−1, alorsO(g) = gH est la classe à

gauche de g dansG/H . On note [G : H] le cardinal des orbites lorsqu’il est fini.
• S(X) opère transitivement surX .
• Restreignons l’action de Sn sur J1, nK à 〈σ〉, où σ ∈ Sn. Chaque orbite correspond aux

éléments d’un des cycles de la décomposition en cycles disjoints de σ.

APPLICATION 7. Soit G un groupe infini et H un sous-groupe de G, distinct de G et d’indice
fini. AlorsG n’est pas simple.

I. B. Les orbites comme outil de dénombrement
On considère . une action deG surX .

DÉfiNITION 8. [STABILISATEUR, ACTION LIBRE, fiXATEUR]
On appelle stabilisateur de x ∈ X le groupe Stab(x) = {g ∈ G | g.x = x}.
On dit queG opère librement surX si Stab(x) = {e} pour tout x ∈ X .
Pour g ∈ G, on note Fix(g) = {x ∈ X | g.x = x}.

PROPOSITION 9. Soit x ∈ X . L’application g ∈ G 7−→ g.x ∈ O(x) a pour noyau Stab(x).
L’application quotient est alors une bijection deG/Stab(x) dansO(x).
En particulier, si |G| < +∞, on a ∀x ∈ X, |O(x)| = [G : Stab(x)] = |G|

|Stab(x)| .

Dans la suite de cette partie on supposeG etX finis.

COROLLAIRE 10. [ÉQUATION AUX CLASSES]
Si |G| < +∞, choisissons pour chaque orbiteO un représentant xO. Alors on a :

|X| =
∑
O∈O
|O| =

∑
O∈O

|G|
|Stab(xO)|

APPLICATION 11. [CARDINAL DEDn(Fq)] [Rom17, §5.6, p148–151]
Soitn ∈ N, q = pr oùppremier, r 6= 0. SoitDn(Fq) l’ensemble des matrices diagonalisables
de Fq . Alors en posant |GL0(Fq)| = 1, on a :

|Dn(Fq)| =
∑

n1+···+nq=n

|GLn(Fq)|∏q
i=1 |GLni(Fq)|

EXEMPLE 12. [ACTION PAR CONJUGAISON] Si G agit par conjugaison sur lui-même, notons

Zh(G) =
{
g ∈ G | ghg−1 = h

}
. Alors |G| = |Z(G)|+

∑
O∈O | |O|≥2

|G|
|ZxO (G)| .
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Agrégation – Leçons 101 – Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.

COROLLAIRE 13. [FORMULE DE BURNSIDE] [Rom17, §1.10, p37]

|O| = 1
|G|

∑
g∈G
|Fix(g)|

APPLICATION 14. On peut colorier les 6 faces (toutes identiques) d’un cube avec 3 couleurs de
57 manières di�érentes.

II. Actions sur les groupes finis
On suppose toujoursG de cardinal fini dans cette partie. On pose |G| = n.

II. A. Résultats généraux [Rom17, §1.1/1.7, p2/25]

THÉORÈME 15. [THÉORÈME DE LAGRANGE]
L’ordre de tout sous-groupe deG divise n. En particulier, l’ordre d’un élément deG divise n.

THÉORÈME 16. [THÉORÈME DE CAUCHY]
Si p est un diviseur premier de n, alors il existe un élément d’ordre p dansG.

II. B. Cas particulier des p-groupes [Per96, §1.5, p18–20]

Soit p un nombre premier diviseur de n. On notera n = pam où p - m.

DÉfiNITION 17. [p-GROUPE, p-SOUS-GROUPE DE SYLOW]
Si n est une puissance de p (m = 1), on dit queG est un p-groupe.
Plus généralement, on appelle p-sous-groupe de SYLOW (ou p-SYLOW) un sous-groupe deG
de cardinal pa.

APPLICATION 18. [DE L’EXEMPLE 12] Le centre d’un p-groupe non trivial est non trivial.

THÉORÈME 19. [THÉORÈME DE SYLOW 1] Il existe au moins un p-SYLOW dansG.

COROLLAIRE 20. Il existe au moins un sous-groupe deG d’ordre pi pour tout i ∈ J1, aK.

THÉORÈME 21. [THÉORÈME DE SYLOW 2]
(i) SiH < G est un p-groupe, alors il existe un p-SYLOW S tel queH < S,

(ii) Les p-SYLOW deG sont tous conjugués,
(iii) Notons Σ le nombre de p-SYLOW deG. Alors Σ | m et Σ ≡ 1 mod p.

COROLLAIRE 22. Soit S un p-SYLOW deG. Alors S C G⇐⇒ S est l’unique p-SYLOW deG.

APPLICATION 23. Tout groupe d’ordre 63 ou 255 n’est pas simple.

II. C. Action sur le groupe Sn [Rom17, Ch2, p39]

Lien entre orbites de l’action naturelle et support, décompositions en produits de cycles à sup-
port disjoints
Action par conjugaison : caractérisations des orbites par leur type.

III. Applications des actions de groupes en algèbre linéaire et
en géométrie

III. A. Actions sur des ensembles matriciels [CG13, ChI/III, p2/83]

Soientm,n ∈ N∗, K un corps.

DÉfiNITION 24. [ACTION DE STEINITZ]
PosonsG = GLm(K)× GLn(K). On appelle action de STEINITZ l’action :

G×Mm,n(K) −→ Mm,n(K)
((P,Q), A) 7−→ PAQ−1

Les orbites pour cette action sont appelées classes d’équivalence.

THÉORÈME 25. Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont même rang.
AinsiO = {Or | 0 ≤ r ≤ min(m,n)} oùOr = {A ∈Mm,n(K) | rg(A) = r}.

DÉfiNITION 26. [ACTION PAR CONJUGAISON]
Les orbites de l’action de GLn(K) surMn(K) sont appelées classes de similitude.

PROPOSITION 27. DansK = C,M ∈Mn(K) est diagonalisable si et seulement si sa classe
de similitude est fermée dansMn(K).

III. B. Actions sur un espace vectoriel [Rom17, Ch6, p179]

SoitG un groupe etE un C-espace vectoriel de dimension finie.

DÉfiNITION 28. [REPRÉSENTATION]
Une représentation (linéaire) deG dansE est un morphisme de groupes ρ : G 7−→ GL(E).
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REMARQUE 29. Se donner une représentation de G dans E revient à se donner une action
de groupes deG surE en posant ρ(g)(x) = g.x.

EXEMPLE 30. [REPRÉSENTATION TRIVIALE] ρ : g 7−→ IdE est une représentation deG surE.

EXEMPLE 31. SiE est de dimension 1 :
• les représentations de Sn dansE sont ρ : σ −→ IdE et ρ : σ −→ ε(σ) IdE .
• les représentations de Z/2Z dansE sont ρ : x −→ IdE et ρ définie par ρ(1) = − IdE .

Si E est de dimension 2, les représentations de Z/2Z dans E sont ρ : x −→ IdE et ρ définie
par ρ(1) = diag(±1,±1) dans une certaine base.

EXEMPLE 32. [REPRÉSENTATIONS DE PERMUTATIONS]
Sn −→ GLn(C), σ 7−→ Pσ est une représentation de Sn sur Cn.
Plus généralement, siG est fini de cardinaln etE est de dimensionn, soit (eg)g∈G une base de
E. Alors l’application linéaire ρ(g) définie par ρ(g)(eh) = egh pour h ∈ G définit une représen-
tation deG dansE.

III. C. Applications en géométrie
[Aud06, ChIII/V, p111/360] [Rom17, §3.4.3/6.1, p87/180]

EXEMPLE 33. Isométries du plan conservant un segment [A,B] de centreO :
Id l’identité,
ρ la rotation d’angle π et de centreO,
s la symétrie d’axe (AB),
sρ la symétrie d’axe la droite orthogonale à (AB) passant parO.

On vérifie que ces isométries forment un groupe isomorphe au groupe de KLEIN (Z/2Z)2.

DÉfiNITION 34. [DÉPLACEMENT, ANTIDÉPLACEMENT]
Un déplacement (resp. antidéplacement) est un isomorphisme dont la partie linéaire est
de déterminant 1 (resp. -1).

SoitG groupe fini d’isométries. On noteG+ ses déplacements etG− ses antidéplacements.

PROPOSITION 35.
• Il existe un point fixe à toutes les isométries deG,
• G+ est cyclique, engendré par une rotation ρ.
• Si G contient un antidéplacement σ, alors [G : G+] = 2 et G− = σG+. σ est une

réflexion dont l’axe contient le centre de ρ. On aG = 〈σ, ρ〉.

EXEMPLE 36. Le groupe des isométries du plan préservant un polygone régulier à n sommets
de centreO contient les rotations d’ordre n autour du centre et les n réflexions par rapport aux
droites joignant :

i) n rotations de centreO et d’angle k2π
n pour k ∈ J0, n− 1K,

ii) n symétries d’axe 2 sommets opposés ou 2 milieux de côtés opposés sinest pair, 1 sommet
et le milieu du côté opposé si n est impair.

C’est le groupe diédralD2n.

APPLICATION 37. D2n s’injecte naturellement dansGL2(C), envoyant la rotation d’angle 2π/n
et la symétrie sur

R =
(

cos(2π/n) − sin(2π/n)
sin(2π/n) cos(2π/n)

)
et S =

(
1 0
0 −1

)
On a donc une représentation naturelle deD2n dans C2.
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Agrégation – Leçons 101 – Groupe opérant sur un ensemble. Exemples et applications.

SPEECH
La théorie des actions de groupes permet d’étudier les interactions entre ensembles et ainsi
d’obtenir des propriétés sur le groupe agissant ou l’ensemble sur lequel il agit.
Historiquement, les premières opérations apparaissent naturellement en géométrie dès l’anti-
quité (rotations, symétries, . . .).
Dans la première partie, on définit de deux manières di�érentes mais équivalentes les actions
de groupes, ce qui o�re deux visions di�érentes. On parle du théorème de CAYLEY, du vocabu-
laire associé aux actions de groupes. La notion de partitionnement en orbites amène l’équation
aux classes qui possède de nombreuses applications notamment en dénombrement : on peut
par exemple dénombrer le nombre de matrices inversibles diagonalisables à coe�icients dans
un corps fini, proposé en développement, ou encore utiliser la formule de BURNSIDE.
Ensuite„ on introduit des résultats généraux des actions sur des groupes finis, avec notamment
le très utile théorème de LAGRANGE, et le théorème de CAUCHY qui constitue une forme de réci-
proque. Puis on parle de la théorie desp-SYLOW, dont le premier théorème constituera le second
développement.
Enfin la dernière partie se consacre aux nombreux domaines d’applications des actions de
groupes :
• notions de classes d’équivalences et de classes de similitudes dans le cas d’ensembles ma-

triciels,
• représentations de groupes dans le cas d’espaces vectoriels (avec toujours 2 définitions

comme au début),
• groupes isomorphes au groupe d’isométries préservant des figures (polygone à n côtés et

tétraèdre) en géométrie.

COMMENTAIRES
Le produit semi-direct est hors programme, mais très rentable si on est à l’aise dessus (pour les
groupes diédraux, la géométrie, . . .)
Dans la troisième partie, il n’y a pas vraiment de lien entre les applications, mais ce n’est pas
grave car les actions de groupes sont des outils. On peut aller plus loin dans la théorie des
représentations : application, transformée de FOURIER (le jury insiste dessus, voir [Pey04]).

QUESTIONS
Q Mise à part les matrices à coe�icients réels ou complexes, y a-t-il des exemples naturels de

groupes topologiques?
Q SoitG fini tel que Aut(G) agit transitivement surG \ {1}. Montrer queZ(G) 6= {1}.
R La transitivité de l’action implique que les ordres de tous les éléments distinct de 1 sont

égaux, notons o cette ordre commun. Pour p diviseur premier de n = |G|, on a qu’il existe
un élément d’ordre p (théorème de CAUCHY), donc o = p puis n = p. AinsiG est un groupe
d’ordre p et on conclut avec l’exemple 12.

Q Calculer |GLn(Fq)|, puis le nombre de sous-espaces vectoriels de dimension r de (Fq)n.
R Cela revient à dénombrer le nombre de bases 1 de (Fq)n. En e�et si B = (e1, . . . , en) est

une base de (Fq)n, alors GLn(Fq) −→ B,M 7−→ (Me1, . . . ,Men) où B est l’ensemble
des bases de (Fq)n est une bijection.
On a qn− 1 choix pour le premier vecteur de la base, puis qn− q pour le deuxième, . . ., puis
qn − qk−1 pour le k-ième. Finalement : |GLn(Fq)| =

∏n
k=1 q

n − qk−1.
Considérons ensuite l’action GLn(Fq) × Ar −→ Ar, (M,V ) 7−→ M.V où Ar est l’en-
semble des sous-espaces vectoriels de dimension r. L’action est transitive (penser aux ma-
trices de passage, . . .). Calculons Stab(V ). En se plaçant dans la bonne base, on voit que

M ∈ Stab(V ) si et seulement siM =
(
MV ?

0 MU

)
oùMV ∈ GLr,MU ∈ GLn−r.

Donc |Stab(V )| = |GLr(Fq)| |GLn−r(Fq)| qr(n−r) et l’équation aux classes donne |Ar| =
|GLn(Fq)| / |Stab(V )|.
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1. comptées avec l’ordre des éléments
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102 GROUPE DES NOMBRES COMPLEXES DE MODULE 1. SOUS-GROUPES DES RACINES DE L’UNITÉ.
APPLICATIONS.

I. De l’exponentielle complexe au groupe U
I. A. Autour de l’exponentielle [Rud98, Prologue, p1–4] [AF93, §VI.7, p226]

DÉfiNITION 1. [EXPONENTIELLE, COSINUS ET SINUS]
On définit les séries entières suivantes :

exp(z) = ez =
∑
n∈N

zn

n! cos(z) =
∑
n∈N

(−1)nz2n

(2n)! sin(z) =
∑
n∈N

(−1)nz2n+1

(2n+ 1)!

PROPOSITION 2.
(i) exp, sin, cos sont des séries entières de rayon de convergence infini et sont donc définies

et holomorphes sur C. De plus exp est sa propre dérivée,
(ii) Pour tout z ∈ C, on a exp(iz) = cos(z) + i sin(z),

(iii) Pour θ ∈ R, cos(θ) et sin(θ) sont réels et
∣∣eiθ∣∣ = 1.

(iv) exp est un morphisme surjectif de (C,+) dans (C∗,×) de noyau iaZ pour un a ∈ R+.
(v) Pour z1, z2 ∈ C, exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(z2),

REMARQUE 3. On note alors E : R −→ C∗, t 7−→ eit et π = a/2 (ainsi eiπ +1 = 0).
Cette application associe à un angle t l’unique point u de module 1 dont l’angle entre [Ox)
et [Ou) est t. On le précisera dans la partie II. A. .

COROLLAIRE 4. [FORMULE DE MOIVRE ET D’EULER]
• Pour n ∈ N et θ ∈ R, on a (cos(θ) + i sin(θ))n = cos(nθ) + i sin(nθ).
• Pour θ ∈ R, on a cos(θ) = eiθ + e−iθ

2 et sin(θ) = eiθ − e−iθ
2i .

APPLICATION 5. Développement de cos(nθ) et sin(nθ) par la formule deMOIVRE. Linéarisation
de cosn(θ) et sinn(θ) par les formules d’EULER. Exemples de cos5(θ) et sin(5θ).

APPLICATION 6. Polynôme de TCHEBYCHEV.

APPLICATION 7. Calcul des noyaux de DIRICHLET et FEJÉR :

DN =
N∑

n=−N
ein. =

sin
( 2N+1

2 .
)

sin(./2) et KN = 1
N

N−1∑
n=0

Dn =
N∑

n=−N

(
1−|n|

N

)
en = sin2(N./2)

sin2(./2)

I. B. Le groupe des nombres complexes de module 1 [AF93, §VI.7/8, p226]

On notera U = {z ∈ C | |z| = 1} le groupe des racines de l’unité, UQ =
{

e2ipπ | p ∈ Q
}

. Pour
n ∈ N∗, on pose Un = {e2i kπn | k ∈ N∗} le sous-groupe des racines n-ièmes de l’unité.

EXEMPLE 8. U1,U2,U3,U4 et représentation sur le plan. [VOIR ANNEXE]

PROPOSITION 9.
• Pour n ∈ N∗, Un ⊂ UQ ⊂ U sont des sous-groupes de (C∗,×) et Un est fini d’ordre n.
• E : R 7−→ U est un morphisme surjectif et induit un isomorphisme R/2πZ ' U.
• R∗+ × U : C∗ −→, (r, u) 7−→ rE(u) est un isomorphisme de groupes.

APPLICATION 10. Pour n ≥ 2, on a
∑
ω∈Un ω = 0.

APPLICATION 11. Résolution de zn = z0 pour un z0 ∈ C.

PROPOSITION 12.
(i) Tout sous-groupe de U est soit discret, soit dense dans U. De plus les seuls sous-groupes

discrets sont les (Un)n∈N.
(ii) UQ est dense et E|Q induit un isomorphisme Q/Z ' UQ.

(iii) Les sous-groupes compacts de (C∗,×) sont U et les (Un)n∈N.
(iv) Chaque Un est cyclique et isomorphe à Z/nZ. Les générateurs de Un sont les racines

n-ièmes primitives de l’unité : U×n = {e2i kπn | k ∈ Z et k ∧ n = 1}.

(v) φn : U −→ U
z 7−→ zn

est un morphisme de groupe continu pour n ∈ Z∗, de noyau U|n|.

EXEMPLE 13. Racines primitives 2, 3, 4, 8-èmes de l’unité.

PROPOSITION 14. On note ϕ(n) le cardinal de U×n .
• Ud ⊂ Un si et seulement si d | n,
• Un = ∪d|nU×d ,
• n =

∑
d|n ϕ(d).

REMARQUE 15. u ∈ Un est d’ordren si et seulement si ud 6= 1 pour tout d < n tel que d | n.
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Agrégation – Leçons 102 – Groupe des nombres complexes de module 1. Sous-groupes des racines de l’unité. Applications.

II. Angles orientés et argument

II. A. Angles orientés et rotations du plan [Aud06, §III.1, p73] [Rom17, §4.6, p112]

Notion d’angles orientés, lien avec l’argument d’un nombre complexe

DÉfiNITION 16. [ROTATION]
La rotation autour de 0 d’angle θ est l’application rθ : C −→ C, z 7−→ zE(θ).
La rotation autour de a ∈ C d’angle θ est l’application rθ, a : C −→ C, z 7−→ a+ rθ(z − a).

PROPOSITION 17. Les rotations sont des isométries. En particulier U est stable par toute
rotation autour de 0.

APPLICATION 18. [ROTATIONS PRÉSERVANT UN POLYGONE À n CÔTÉS]
Les rotations du plan préservant un polygone régulier à n côtés de centre O est un groupe
constitué des n rotations de centre O et d’angle k2π

n pour k ∈ J0, n − 1K. Autrement dit c’est
{z 7−→ zω | ω ∈ Un}.

REMARQUE 19. Si l’on rajoute lesn symétries d’axe 2 sommets ou 2 milieux de côtés opposés
si n est pair, 1 sommet et le milieu du côté opposé si n est impair, on obtient le groupe des
isométries du plan préservant le polygone régulier à n côtés : c’est le groupe diédralD2n.

II. B. Argument continu et logarithme continu sur les ouverts de C∗
[Tau06, §5.3, p62]

DÉfiNITION 20. Soit Ω un ouvert de C∗.
• Un argument continu sur Ω est une application continue Θ : Ω −→ R telle que pour

tout z ∈ Ω, z|z| = E ◦Θ(z).
• Un logarithme continu sur Ω est une application continue ` : Ω −→ C telle que pour

tout z ∈ Ω, z = exp ◦`(z).

PROPOSITION 21. Soit Ω = C \ R−.
• Il existe un argument continu Θ sur Ω. Si on suppose de plus Θ à valeurs dans ] − π, π[,

on a alors unicité et on appelle Θ la détermination principale de l’argument,
• Il existe un logarithme continu sur Ω.

PROPOSITION 22. Soit Ω un ouvert connexe de C et ` : Ω −→ C. Alors on a équivalence :
• Il existeC ∈ C tel queC + ` est un logarithme continu sur Ω,
• ` est une primitive de z 7−→ 1/z sur Ω.

En particulier, tout logarithme continu sur Ω est holomorphe.

III. Polynômes cyclotomiques

III. A. Définitions et propriétés [Per96, §3.4, p80]

Soit n ∈ N∗.

DÉfiNITION 23. [POLYNÔMES CYCLOTOMIQUES]
On définit le n-ième polynôme cyclotomique Φn ∈ Cn[X] par Φn(X) =

∏
ζ∈U×n (X − ζ).

Exemples, . . .

PROPOSITION 24.
(i) Φn est unitaire de degré ϕ(n) = card({k ∈ [1, n] | k ∧ n = 1}).

(ii) Xn − 1 =
∏
d|n Φd. En particulier, si n est premier : Φn = Xn − 1.

PROPOSITION 25. Φn ∈ Z[X].

THÉORÈME 26. Φn est irréductible sur Z et donc sur Q.

COROLLAIRE 27. On a [Q[e2iπ/n] : Q] = ϕ(n).

III. B. Applications [Gou09, p89/93] [FGN07, p213]

THÉORÈME 28. [THÉORÈME DE WEDDERBURN]
Toute algèbre à division finie est un corps.

THÉORÈME 29. [THÉORÈME DE KRONECKER]
SoitP ∈ Z[X] unitaire tel que toutes les racines deP sont de module inférieur ou égal à 1
et P (0) 6= 0, alors toutes les racines de P sont des racines primitives de l’unité.

COROLLAIRE 30. [THÉORÈME DE KRONECKER]
Soit P ∈ Z[X] unitaire et irréductible sur Q. Si toutes les racines de P sont de module
inférieur ou égal à 1, alors P = X ou P = Φk pour un k ∈ N∗.
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Agrégation – Leçons 102 – Groupe des nombres complexes de module 1. Sous-groupes des racines de l’unité. Applications.

IV. Autres applications

IV. A. Représentations linéaires complexes / caractères d’un groupe abé-
lien fini? [Rom17, Ch6, p179] [Ser98, Ch2, p23]

SoitG un groupe etE un C-espace vectoriel de dimension finie.

DÉfiNITION 31. [REPRÉSENTATION]
Une représentation (linéaire) deG dansE est un morphisme de groupes ρ : G 7−→ GL(E).

REMARQUE 32. Se donner une représentation de G dans E revient à se donner une action
de groupes deG surE en posant ρ(g)(x) = g.x.

PROPOSITION 33. Lorsque dim(E) = 1 etG est fini,E ' C et on a ρ(g)|U : U −→ U pour
tout g ∈ G.

EXEMPLE 34. [REPRÉSENTATION TRIVIALE] ρ : g 7−→ IdE est une représentation deG surE.

EXEMPLE 35. SiE est de dimension 1 :
• les représentations de Sn dansE sont ρ : σ −→ IdE et ρ : σ −→ ε(σ) IdE .
• les représentations de Z/2Z dansE sont ρ : x −→ IdE et ρ définie par ρ(1) = − IdE .

EXEMPLE 36. [REPRÉSENTATIONS DE PERMUTATIONS]
Sn −→ GLn(C), σ 7−→ Pσ est une représentation de Sn sur Cn.
Plus généralement, siG est fini de cardinaln etE est de dimensionn, soit (eg)g∈G une base de
E. Alors l’application linéaire ρ(g) définie par ρ(g)(eh) = egh pour h ∈ G définit une représen-
tation deG dansE.

Caractères : propriétés des caractères : somme de racines de l’unité, etc
Table des caractères irréductibles de Z/nZ : on retrouve des racines n-ièmes de l’unité . . .

IV. B. Transformée de FOURIER discrète et interpolation polynomiale
[Pey04, §III.2, p65]

SoitN ∈ N∗ et ω = exp(2iπ/N).

DÉfiNITION 37. [TRANSFORMÉE DE FOURIER DISCRÈTE]
Soit f = (f0, . . . , fN−1) ∈ CN+1. On définit la transformée de FOURIER discrète de f par le
vecteur f̂ tel que :

∀k ∈ J0, N − 1K, f̂k = 1
N

N−1∑
j=0

fjω
−kj

PROPOSITION 38. L’application f 7−→ f̂ est un isomorphisme d’espaces vectoriels de Cn
dans lui-même.

REMARQUE 39. Autrement dit, pour tout (c0, . . . , cN−1) ∈ Cn, il existe un unique polynôme
P = 1

N

∑N−1
i=0 aiX

i ∈ CN−1[X] tel que pour tout k ∈ J0, N − 1K, on a P (ωk) = ck.

COROLLAIRE 40. La transformée de FOURIER inverse discrète de f̂ est le vecteur de j-ième
coordonnée

∑N−1
k=0 f̂kω

kj .

APPLICATION 41. [TRANSFORMÉE DE FOURIER RAPIDE]
On peut calculer la transformée de FOURIERdiscrète d’unN -échantillon enO(N log(N)) (alors
que la formule initiale donne unO(N2)).
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Agrégation – Leçons 102 – Groupe des nombres complexes de module 1. Sous-groupes des racines de l’unité. Applications.

ANNEXE
Dessin du cercle unité et racines primitives, polygones réguliers.
Table de caractères

SPEECH
Les nombres complexes sont un outil puissant, en géométrie comme en algèbre. Leur richesse
est en grande partie déterminée par la sphère unité et les propriétés de ses éléments, notam-
ment de ses sous-groupes, interviennent donc fréquemment.
Dans une première partie, on reconstruit C à partir de l’exponentielle complexe, cela mène aux
propriétés de linéarisation et aux propriétés de U.
Dans un second temps, on s’intéresse aux déterminations continues d’argument et de loga-
rithme.
Ensuite, on regarde les applications en algèbre avec les polynômes cyclotomiques et leurs pro-
priétés.
Enfin, il y a de nombreuses autres applications du groupe des racines de l’unité, nous regar-
dons leur rôle dans les représentations linéaires complexes, puis dans les questions autour de
la transformée de FOURIER discrète, qui permet des multiplications rapides.

QUESTIONS
Q Pourquoi sait-on qu’il n’y a pas d’argument continu sur C∗ ?
R Pour le logarithme, on sait que c’est une primitive de z 7−→ 1/z, et en intégrant sur un

chemin fermé on ne trouve pas 0.
Q Donner des applications des polynômes cyclotomiques?
Q Soitα ∈ [0, π/2[. Partant de x0 = 1, on génère x1 comme le point d’intersection distinct de
x0 du cercle trigonométrique avec la droite passant parx0 et d’angleα avec la droite (Ox1).
Puis les points x2, x3, . . . sont générés itérativement de manière similaire : xi+1 est obtenu
comme le point d’intersection distinct de xi du cercle trigonométrique avec la droite pas-
sant par xi et telle que (Oxi) est la bissectrice de ̂xi−1xixi+1. Calculer x1, x2, . . . . Montrer
que {xi}i∈N est fini ou dense dans U.

R Distinguer selon que α/π soit commensurable ou non.
Q Peut-on trouver deux dés de lois indépendantes µ et ν telle que la somme des deux dés

suive une loi uniforme sur J2, 12K.
R Supposons que ce soit le cas. On calcule la fonction génératrice de la somme des deux dés

et on obtient g1+2(s) = 1
11s

2 1−s11

1−s = g1(s)g2(s). Ainsi g1+2 a 0 pour racine double et les
10 autres racines sont U11 \ {1}, g1 a 0 pour racine simple et des éléments de U11 \ {1}
conjugués, tout comme g2. C’est absurde puisqu’alors soit g1 a 7 racines et g2 en a 5, mais
elles ne peuvent pas avoir chacune 6 racines.
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103 EXEMPLES DE SOUS-GROUPES DISTINGUÉS ET DE GROUPES QUOTIENTS. APPLICATIONS.

SoitG un groupe etH un sous-groupe deG.

I. Définitions et premières propriétés [Per96, ChI, p9]

I. A. Classes à gauche
Définition d’une classe à gauche, ensemble quotient, indice, théorème de LAGRANGE.

I. B. Sous-groupes distingués [Rom17, §10.1, p277]

Définition groupe distingué, exemples (noyau d’un morphisme . . .)
Cas des groupes abéliens (réciproque fausse, cf quaternions), sous-groupe distingué équivaut
à réunion de classes de conjugaison
Exemple des sous-groupes d’indice 2 qui sont toujours distingués
Notion de groupe quotient, exemple de Z/nZ
Bijections entre sous-groupes deG contenantH et sous-groupes deG/H . Exemple des sous-
groupes de Z/nZ.

I. C. Liens avec d’autres sous-groupes
Groupe caractéristique, caractéristique implique distingué
centre d’un groupe : caractéristique
Commutateurs, groupe dérivé : c’est un groupe caractéristique etG/D(G) est abélien. C’est le
plus petit sous-groupe distingué pour lequelG/H est abélien.
Exemples de groupes dérivés pour le groupe symétrique
Normalisateur deH : plus grand sous-groupe deG dans lequelH est distingué.

I. D. Passage au quotient [Lan14, Ch1.3, p17]

Propriété universelle du groupe quotient, isomorphismeG/ ker(f) ' Im(f).
Application au groupe cycliques d’ordren : isomorphes à Z/nZ, isomorphisme R/2πZ ' U de
l’exponentielle, déterminant
Théorèmes d’isomorphismes :
• siH est distingué dansG,H ′ est distingué dansG′ et f : G −→ G′ tels que f(H) ⊂ H ′,

alors il existe f : G/H −→ G′/H ′ unique tel que π′ ◦ f = f ◦ π.
Exemple de u ∈ L(E) possédant un sous-espace vectoriel F stable : endomorphisme
quotient uE/F [MM16, §II.6, p18]. Exemple de l’opérateur par translation dansLp laissant
stable les fcts cstes pp : passage au quotient dansLp,

• siH ⊂ K sont distingués dansG :H est distingué dansK,K/H est distingué dansG/H
etG/K ' (G/H)/(H/K),

• si H est distingué dans G, K < G. Alors H est distingué dans KH , H ∩K est distingué
dansK etHK/H ' K/(K ∩H).

II. Utilisation des sous-groupes distingués

II. A. Groupes simples [Per96, Ch1, p9]

Groupes simples. Exemple siG simple non abélien :D(G) = G.

PROPOSITION 1. Pour n ≥ 5, An est simple.

Application : sous-groupes distingués de Sn pour n 6= 4 : {id} ,An,Sn.
Un groupe infini possédant un sous-groupe strict d’indice fini n’est pas simple.

II. B. Théorèmes de SYLOW [Per96, §1.5, p18–20]

On supposeG fini d’ordre n.
Soit p un nombre premier diviseur de n. On notera n = pam où p - m.

DÉfiNITION 2. [p-GROUPE, p-SOUS-GROUPE DE SYLOW]
Si n est une puissance de p (m = 1), on dit queG est un p-groupe.
Plus généralement, on appelle p-sous-groupe de SYLOW (ou p-SYLOW) un sous-groupe deG
de cardinal pa.

THÉORÈME 3. [THÉORÈME DE SYLOW 1] Il existe au moins un p-SYLOW dansG.

COROLLAIRE 4. Il existe au moins un sous-groupe deG d’ordre pi pour tout i ∈ J1, aK.

THÉORÈME 5. [THÉORÈME DE SYLOW 2]
(i) SiH < G est un p-groupe, alors il existe un p-SYLOW S tel queH < S,

(ii) Les p-SYLOW deG sont tous conjugués,
(iii) Notons Σ le nombre de p-SYLOW deG. Alors Σ | m et Σ ≡ 1 mod p.

COROLLAIRE 6. Soit S un p-SYLOW deG. Alors S C G⇐⇒ S est l’unique p-SYLOW deG.

APPLICATION 7. Tout groupe d’ordre 63 ou 255 n’est pas simple.
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Agrégation – Leçons 103 – Exemples de sous-groupes distingués et de groupes quotients. Applications.

II. C. Produits direct et semi-direct [Per96, §1.6, p20]

DÉfiNITION 8. [PRODUIT DIRECT]
• SoitG un groupe etN,H < G tels queN,H commutent,N ∩H = {1} etG = NH .

Alors on dit queG est le produit direct deN parH .
• Soit N et H des groupes. Le produit direct de N et H est le produit cartésien G =
N ×H , muni de la loi (n, h).(n′, h′) = (nn′, hh′).

LEMME 9. [LEMME CHINOIS]
Z/mnZ ' Z/mZ× Z/nZ si et seulement sim ∧ n = 1.

DÉfiNITION 10. [PRODUIT SEMI-DIRECT]
• SoitG un groupe,N C G etH < G tel queN ∩H = {1} etG = NH . Alors on dit que
G est le produit semi-direct deN parH .

• Soit N et H des groupes et φ : H −→ Aut(N). On définit le produit (n, h).(n′, h′) =
(nφ(h)(n′), hh′) surG = N×H . (G, .) est alors une groupe appelé produit semi-direct
deN parH . On noteG = N oφ H .

EXEMPLE 11. Sn = An o Z/2Z et le produit n’est pas direct.

EXEMPLE 12. Groupe diédral

EXEMPLE 13. Contre-exemple : Z/8Z et le groupe des quaternionsH8 ne peuvent être écrits
comme un produit semi-direct non trivial.

PROPOSITION 14. N oφ H est bien un groupe dont N = N × {1H} est un sous-groupe
distingué etH = {1N} ×H est un sous-groupe, distingué si et seulement si φ = 1.

II. D. Théorie des représentations
[Rom17, Ch6, p182] [Ser98, Ch2, p23] [Pey04, §VIII.1.4/VIII.2.1, p228–232]

Caractères de degré 1. Isomorphisme ̂G/D(G) ' Ĝ via la projection (par passage au quotient)
Représentation, caractère associé, produit scalaire sur les fonction centrales, caractères irré-
ductibles : famille orthonormée puis base orthonormée, exemple des groupes abéliens
Cas de la représentation naturelle deG/N par permutation
ρ représentation de G/N implique ρ = ρ ◦ π représentation de même degré, irréductible
si et seulement si ρ l’est.
Table de caractères, exemple

SoitG un groupe fini. Soient χ1, . . . , χr ses caractères irréductibles.

LEMME 15. Soit χ associé à une représentation (ρ, V ) de G. Alors ker(ρ) = ker(χ) =
{g ∈ G | χ(g) = χ(1)}.

PROPOSITION 16. Les sous-groupes distingués deG sont de la forme∩i∈I kerχi où I ⊂
J1, rK.

APPLICATION 17. Table des caractères de S4.

III. Le groupe linéaire [Per96, ChIV, p95]

E est un K-espace vectoriel de dimension finie n.
Les transvections engendrent SL(E), sont conjuguées deux à deux dans SL(E) pour n ≥ 3
Centre de GL(E), de SL(E), groupe (spécial) projectif
PSLn(K) est simple pour n ≥ 3
Suite exacte de PGLn(K)
Quelques isomorphismes simples
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ANNEXE
Treillis de quelques groupes en soulignant les groupes distingués

QUESTIONS
Q Décomposer GLn(K) en un produit (semi-)direct.

R GLn(K) ' SLn(K) oK∗ et on a la suite exacte 1→ SLn(K)→ GLn(K) det→ K∗ → 1.
Q Et pour Z?
R 1→ Z ι→ Z π→ Z/nZ→ 1 où ι : m 7−→ nm

Q Soit E un espace a�ine contenant 0. Décomposer GA(E).
R On montre que 1→ T (E)→ GA(E)→ GL(E)→ 1.
Q Pour les isométries du cube?
R On vérifie que Isom+(C) o 〈s〉 ' Isom(C) où s est une symétrie.

Ici le produit est direct car le groupe est abélien.
Q SoitG un groupe d’ordre 300.G est-il simple?
R Écrivons 300 = 22 × 3 × 52 et regardons les 5-SYLOW. Notons Σ5 leur nombre. On sait que

Σ5 | 12 et Σ5 ≡ 1 mod 5, donc Σ5 ∈ {1, 6}. Si G est simple, Σ5 = 6 et G agit sur Σ5.
Regardons f : G −→ SΣ5 ' S6. Son noyau ne peut être G, c’est donc {1} et les 5-sylow
sont distingués : contradiction. DoncG n’est pas simple.
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104 GROUPES FINIS. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Généralités et outils des groupes finis [Per96, Ch1, p9–18]

I. A. Vocabulaire des groupes finis

DÉfiNITION 1. [GROUPE, SOUS-GROUPE, MORPHISME, ORDRE]
• (G,×) est un groupe si G est un ensemble muni d’une loi de composition interne ×

associative, admettant un élément neutre 1 et telle que tout élément admet un élément
inversible.
G est dit commutatif ou abélien si xy = yx pour x, y ∈ G.
G est dit fini s’il est de cardinal fini.

• H ⊂ G est un sous-groupe de G s’il est stable pour la loi de G et que c’est un groupe
pour la loi induite.

• φ : G −→ G′ est un morphisme de groupes si G,G′ sont des groupes et si φ(g1g2) =
φ(g1)φ(g2) pour tout g1, g2 ∈ G.

• Pour g ∈ G, on appelle ordre d’un élément g ∈ G le plus petit entier n non nul tel que
gn = 1. On le note o(g) et on a |〈g〉| = o(g).

EXEMPLE 2. Z/nZ, Sn sont des groupes finis. L’ordre de 1 estn, l’ordre de (a1 a1 . . . a`) est `.

Soit (G, .) un groupe fini d’ordre n ∈ N∗.

DÉfiNITION 3. [CLASSES À GAUCHE]
PourH < G, on définitG/H = {gH | g ∈ G} l’ensemble des classes à gauche moduloH .
On note [G : H] = |G/H|.

THÉORÈME 4. [THÉORÈME DE LAGRANGE]
L’ordre de tout sous-groupe deG divise n. En particulier, l’ordre d’un élément deG divise n.

EXEMPLE 5. Pour g ∈ G, on a o(g) | n.

DÉfiNITION 6. [GROUPE DISTINGUÉ, GROUPE QUOTIENT, GROUPE SIMPLE]
H < G est dit distingué si pour tout g ∈ G, gH = Hg. Dans ce cas, on note alorsH C G et
on remarque queG/H est muni naturellement d’une structure de groupe.

EXEMPLE 7. Si [G : H] = 2,H est distingué dansG.

DÉfiNITION 8. [GROUPE CYCLIQUE]
G est dit cyclique siG = 〈g〉 pour un g ∈ G (on rappelle queG est fini).

REMARQUE 9. Un groupe cyclique est abélien.

EXEMPLE 10. Le groupe Un des racines n-ièmes de l’unité est cyclique d’ordre n.

DÉfiNITION 11. [EXPOSANT D’UN GROUPE]
On note e(G) le PPCM des ordres des éléments deG.

EXEMPLE 12. SiG est abélien, il existe g ∈ G tel que o(g) = e(G).

I. B. Actions de groupes

DÉfiNITION 13. [ACTION D’UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE, VOCABULAIRE DES ACTIONS]
On dit que G opère à gauche sur X si on a une application G × X −→ X, (g, x) 7−→ g.x
telle que ∀g, h ∈ G,∀x ∈ X, g.(h.x) = (gh).x et ∀x ∈ X, 1.x = x.
Pour x ∈ X , on appelle orbite de x et on note O(x) l’ensemble G.x = {g.x | x ∈ X}. On
noteO l’ensemble des orbites deX . C’est une partition deX .
On appelle stabilisateur de x ∈ X le groupe Stab(x) = {g ∈ G | g.x = x}.
Pour g ∈ G, on note Fix(g) = {x ∈ X | g.x = x}.

EXEMPLE 14. G opère sur lui-même par conjugaison : g.h = ghg−1. On note Int(G) =
{Int(g), g ∈ G} l’ensemble des automorphismes intérieurs de G, où Int(g) : h 7−→ ghg−1.
On remarque alors queG agit sur tout sous-groupe distinguéH deG par cette opération.
Dans la suite de cette partie on supposeX fini.

COROLLAIRE 15. [ÉQUATION AUX CLASSES]
Si |G| < +∞, choisissons pour chaque orbiteO un représentant xO. Alors on a :

|X| =
∑
O∈O
|O| =

∑
O∈O

|G|
|Stab(xO)|

APPLICATION 16. Notons XG = {x ∈ X | ∀g ∈ G, g.x = x} = {x ∈ X | Fix(x) = G}. Alors
siG est un groupe d’ordre pk où p est premier et k > 1, on a

∣∣XG
∣∣ ≡ X mod p.

EXEMPLE 17. [ACTION PAR CONJUGAISON] Si G agit par conjugaison sur lui-même, notons

Zh(G) =
{
g ∈ G | ghg−1 = h

}
. Alors |G| = |Z(G)|+

∑
O∈O | |O|≥2

|G|
|ZxO (G)| .

APPLICATION 18. Le centre d’un groupe d’ordre pk où p est premier et k ≥ 1 est non trivial.
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Agrégation – Leçons 104 – Groupes finis. Exemples et applications.

I. C. Sous-groupes de SYLOW
Soit p un nombre premier diviseur de n ∈ N∗. On notera n = pam où p - m.

DÉfiNITION 19. [p-GROUPE, p-SOUS-GROUPE DE SYLOW]
Si n est une puissance de p (m = 1), on dit queG est un p-groupe.
Plus généralement, on appelle p-sous-groupe de SYLOW (ou p-SYLOW) un sous-groupe deG
de cardinal pa.

THÉORÈME 20. [THÉORÈME DE SYLOW 1] Il existe au moins un p-SYLOW dansG.

COROLLAIRE 21. Il existe au moins un sous-groupe deG d’ordre pi pour tout i ∈ J1, aK.

THÉORÈME 22. [THÉORÈME DE SYLOW 2]
(i) SiH < G est un p-groupe, alors il existe un p-SYLOW S tel queH < S,

(ii) Les p-SYLOW deG sont tous conjugués,
(iii) Notons Σ le nombre de p-SYLOW deG. Alors Σ | m et Σ ≡ 1 mod p.

APPLICATION 23. Un groupe d’ordre 40 a 4 éléments d’ordre 5.

COROLLAIRE 24. Soit S un p-SYLOW deG. Alors S C G⇐⇒ S est l’unique p-SYLOW deG.

APPLICATION 25. Tout groupe d’ordre 63 ou 255 n’est pas simple.

II. Exemples fondamentaux
Soit n ∈ N∗ et p un entier premier.

II. A. Le groupe Z/nZ [Rom17, §1.4, p14–15]

DÉfiNITION 26. [LE GROUPE Z/nZ]
En remarquant que nZ est distingué dans Z, on définit le groupe quotient Z/nZ.

PROPOSITION 27. Z/nZ est cyclique, de générateurs les d tels que d ∧ n = 1.

PROPOSITION 28. Tout groupe cyclique d’ordre n est isomorphe à Z/nZ.

EXEMPLE 29. Un groupe de cardinal p est isomorphe à Z/pZ.

PROPOSITION 30. [Per96, §1.7, p24] On a Aut(Z/nZ) ' (Z/nZ)×. En particulier,
Aut(Z/nZ) est abélien de cardinal ϕ(n).
De plus, Aut(Z/pZ) ' (Z/pZ)× ' (Z/(p− 1)Z).

II. B. Le groupe Sn [Rom17, Ch2, p39]

DÉfiNITION 31. [GROUPE SYMÉTRIQUE Sn]
On note Sn le groupe des permutations de J1, nK.

THÉORÈME 32. [THÉORÈME DE CAYLEY]
SiG est d’ordre n, il est isomorphe à un sous-groupe de Sn.

PROPOSITION 33. Les familles suivantes engendrent Sn :
• les transpositions ((i j))1≤i<j≤n,
• les transpositions ((1 i))2≤i≤n,
• les transpositions ((i i+ 1))1≤i≤n−1,
• la transposition (1 2) et le cycle (1 2 . . . n).

PROPOSITION 34. Toute permutation σ de Sn se décompose en un produit de cycles à
supports disjoints. Ce produit est unique à l’ordre des cycles près. En particulier, la suite
(`1, `2, . . . , `m) des longueurs des cycles est unique si on impose `1 ≥ `2 ≥ · · · ≥ `m. On
appelle cette suite le type de σ.

PROPOSITION 35. [CLASSES DE CONJUGAISONS DE Sn]
Deux permutations de Sn sont conjuguées si et seulement si elles ont même type.

PROPOSITION 36. Il existe deux morphismes de Sn dans C∗ : l’identité et le morphisme E
qui envoie toute transposition sur−1.

DÉfiNITION 37. On appelle E l’application signature. On définit le groupe alterné An
comme étant le noyau de E .

PROPOSITION 38. Pour n ≥ 5, An est simple.

COROLLAIRE 39. Pour n ≥ 5, les seuls sous-groupes distingués de Sn sont {Id}, An et Sn.
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III. Applications
III. A. Constructions de groupes finis [Per96, §1.6, p20]

Idée : à partir des groupes que nous connaissons, créer des groupes finis « plus complexes ».

DÉfiNITION 40. [PRODUIT DIRECT]
• SoitG un groupe etN,H < G tels queN,H commutent,N ∩H = {1} etG = NH .

Alors on dit queG est le produit direct deN parH .
• Soit N et H des groupes. Le produit direct de N et H est le produit cartésien G =
N ×H , muni de la loi (n, h).(n′, h′) = (nn′, hh′).

LEMME 41. [LEMME CHINOIS]
Z/mnZ ' Z/mZ× Z/nZ si et seulement sim ∧ n = 1.

DÉfiNITION 42. [PRODUIT SEMI-DIRECT]
• SoitG un groupe,N C G etH < G tel queN ∩H = {1} etG = NH . Alors on dit que
G est le produit semi-direct deN parH .

• Soit N et H des groupes et φ : H −→ Aut(N). On définit le produit (n, h).(n′, h′) =
(nφ(h)(n′), hh′) surG = N×H . (G, .) est alors une groupe appelé produit semi-direct
deN parH . On noteG = N oφ H .

EXEMPLE 43. Sn = An o Z/2Z et le produit n’est pas direct.

EXEMPLE 44. Contre-exemple : Z/8Z et le groupe des quaternions H8 ne peuvent être écrits
comme un produit semi-direct non trivial.

III. B. Le groupe diédral [Aud06, Ch3/5, p360] [Rom17, §3.4.3/6.1, p87/180]

EXEMPLE 45. Isométries du plan conservant un segment [A,B] de centreO :
Id l’identité,
ρ la rotation d’angle π et de centreO,
s la symétrie d’axe (AB),
sρ la symétrie d’axe la droite orthogonale à (AB) passant parO.

On vérifie que ces isométries forment un groupe isomorphe au groupe de KLEIN (Z/2Z)2.

DÉfiNITION 46. [DÉPLACEMENT, ANTIDÉPLACEMENT]
Un déplacement (resp. antidéplacement) est un isomorphisme dont la partie linéaire est
de déterminant 1 (resp. -1).

SoitG groupe fini d’isométries. On noteG+ ses déplacements etG− ses antidéplacements.

PROPOSITION 47.
• Il existe un point fixe à toutes les isométries deG,
• G+ est cyclique, engendré par une rotation ρ.
• Si G contient un antidéplacement σ, alors [G : G+] = 2 et G− = σG+. σ est une

réflexion dont l’axe contient le centre de ρ. On aG = 〈σ, ρ〉.

EXEMPLE 48. Le groupe des isométries du plan préservant un polygône régulier à n côtés
de centre O contient : contient les rotations d’ordre n autour du centre et les n réflexions par
rapport aux droites joignant :

i) n rotations de centreO et d’angle k2π
n pour k ∈ J0, n− 1K,

ii) n symétries d’axe 2 sommets ou 2 milieux de côtés opposés si n est pair, 1 sommet et le
milieu du côté opposé si n est impair.

C’est le groupe diédralD2n.

III. C. Classifications [Szp09, §6.VI/6.VII, p254/276-278]

Idée : on se donne un groupe fini. Peut-on le décomposer en produits de groupes « faciles » déjà
construits?
EXEMPLE 49. Pour p premier, un groupe d’ordre p2 est isomorphe à Z/p2Z ou à (Z/pZ)2.

PROPOSITION 50. On a équivalence :
• tous les sous-groupes de SYLOW deG sont distingués,
• G est le produit direct de ses sous-groupes de SYLOW.

PROPOSITION 51. SoitG de cardinal pq où p < q sont premiers. [Per96, §1.7, p27-28]
• si p - q − 1,G ' Z/pZ× Z/qZ,
• si p | q − 1,G ' Z/pZ× Z/qZ ouG ' Z/qZoφ Z/pZ, où φ est une action non triviale

de Z/pZ sur Z/qZ.

THÉORÈME 52. [STRUCTURE DES GROUPES ABÉLIENS] [Rom17, §1.9, p30]
SupposonsG abélien fini d’ordre n. Alors il existe un unique entier ` et une unique suite d1 ≥
d2 ≥ · · · ≥ d` d’entiers supérieurs à 2 tels que di+1 | di pour tout i ≤ `− 1 et

G '
∏̀
i=1

Z/diZ

EXEMPLE 53. Structures possibles d’un groupe abélien de cardinal 120 ou 600.

APPLICATION 54. En utilisant les propriétés vues dans cette leçon, on obtient une classification
des groupes de petits ordres. Voir le tableau en annexe.
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ANNEXE
Classification des groupes de petits ordres :

n Groupes de cardinal n (à isomorphisme près)
1 {1}
2 Z/2Z
3 Z/3Z
4 Z/4Z, (Z/2Z)2

5 Z/5Z
6 Z/6Z,D6
7 Z/7Z
8 Z/8Z, Z/4Z× Z/2Z, (Z/2Z)3,D8, H8
9 Z/9Z, (Z/3Z)2

10 Z/10Z,D12
11 Z/11Z
...

15 Z/15Z
21 Z/21Z, Z/7Z o Z/3Z
25 Z/25Z, (Z/5Z)2

35 Z/35Z
36 Z/36Z, (Z/6Z)2

39 Z/39Z, Z/13Z o Z/3Z
49 Z/49Z, (Z/7Z)2

51 Z/51Z
120 Z/120Z, Z/60Z× Z/2Z, Z/30Z× (Z/2Z)2

Quelques treillis de groupes

SPEECH
La notion de groupe est historiquement fondamentale (géométrie, étude des racines des poly-
nômes, . . .). Pédagogiquement, c’est la première structure algébrique qui apporte une richesse
mathématique. Dans cette leçon, on essaye de construire des groupes de petits cardinaux.
Tout d’abord, quelques rappels de vocabulaire et le théorème de LAGRANGE qui est un résultat
fondamental. Puis on introduit les actions de groupes qui sont des outils importants en théorie
des groupes, et mènent notamment à l’équation aux classes. La théorie de SYLOW, l’étude des
p-groupes, a aussi un rôle majeur, car elle permet de donner des informations sur un groupe à
partir de son cardinal. Le premier théorème de SYLOW sera proposé en développement.
Ensuite, on s’intéresse à deux exemples fondamentaux : Z/nZ, avec notamment un isomor-
phisme classique avec les groupes cycliques, et Sn, dont l’intérêt de l’étude est appuyé par le
théorème de CAYLEY. La simplicité de An pour n ≥ 5 sera proposée en développement.
Enfin, dans la dernière partie, on regarde comment créer de nouveaux groupes à partir de
groupes simples connus, notamment via les produits (semi)-directs. Le produit semi-direct

nous permet notamment de parler de groupe diédral. Puis inversement on s’intéresse à la clas-
sification des groupes de petits cardinaux.

COMMENTAIRES
Autres références possibles : [Ale99, Com98, Dem09]

QUESTIONS
Q Un groupe d’ordre 12 ou 30 est-il simple?
R Pour n = 12, on a nécessairement 1 ou 4 3-SYLOW. S’il y en a 1, le groupe n’est pas simple.

Sinon, il y a 8 éléments d’ordre 3 car les 3-SYLOW sont d’intersections {1}, donc il y a un seul
2-SYLOWqui contient les 3 éléments restants et 1. Donc le groupe n’est pas simple non plus.
Pour n = 30, c’est similaire.

Q Énumérer les groupes de cardinal 12. Y en a-t-il des non commutatifs?
R Il y a 5 groupes de cardinal 12 (à isomorphisme près). 2 sont abéliens, les autres, comme le

groupe diédralD12, ne le sont pas.
Q SoitH non distingué. Peut-on munirG/H d’une structure de groupe?
Q Tous les sous-groupes de Z sont distingués, est-ce normal?
R Oui car Z est abélien.
Q Un groupe dont tous les sous-groupes sont distingués est-il abélien?
R Par forcément : prendre l’exemple de H8 !
Q Donner les groupes abéliens de cardinal 120, à isomorphisme près.
Q SoitH C G, S C H un p-SYLOW deH . Montrer que S C G.
Q Pourquoi les groupes suivant sont-ils di�érents : Z/nZ,Sn, Dn,GLn(K)?
Q SoitA est un anneau intègre etG un sous-groupe fini deA×. Montrer queG est cyclique.
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105 GROUPE DES PERMUTATIONS D’UN ENSEMBLE FINI. APPLICATIONS.

SoitE un ensemble de cardinal fini n ∈ N∗.

DÉfiNITION 1. [S(E), GROUPE SYMÉTRIQUE Sn]
On note S(E) le groupe des permutations de E (bijections de E dans lui-même). Il est de
cardinal n!. On note Sn = S(J1, nK) le groupe symétrique.

Pour σ ∈ Sn, on note σ =
(

1 2 3 . . . n
σ(1) σ(2) σ(3) . . . σ(n)

)
.

PROPOSITION 2. On a S(E) ' Sn.

REMARQUE 3. Ainsi on étudiera dans cette leçon uniquement le groupe Sn.

THÉORÈME 4. [THÉORÈME DE CAYLEY]
SiG est un groupe fini de cardinal n,G est isomorphe à un sous-groupe de Sn.

I. Le groupe Sn : éléments et générateurs

I. A. Orbites et cycles [Rom17, §2.3/2.1, p39]

On considère l’action naturelle de Sn sur J1, nK : (σ, k) 7−→ σ(k).
Soit σ ∈ Sn et k ∈ J1, nK fixés.
On noteOσ(k) = {σq(k) | q ∈ Z} l’orbite de k par l’action restreinte à 〈σ〉.

DÉfiNITION 5. [SUPPORT D’UNE PERMUTATION]
On appelle support de σ l’ensemble Supp(σ) = {x ∈ J1, nK | σ(x) 6= x}.

DÉfiNITION 6. [`-CYCLE]
σ est un `-cycle s’il n’y a qu’une unique orbite non ponctuelle et qu’elle est de cardinal `. On
note alors σ = (x σ(x) . . . σ`−1(x)) où x est un élément de l’orbite non ponctuelle.
Lorsque ` = 2, on parle de transposition.

EXEMPLE 7. Considérons σ =
(

1 2 3 4 5 6
5 2 4 6 1 3

)
et c =

(
1 2 3 4 5
5 2 1 4 3

)
.

On aOσ(1) = {1, 5},Oσ(2) = {2} etOσ(3) = {3, 4, 6}.
σ n’est pas un cycle mais un produit de 2 cycles : σ = (1 5)(3 4 6). c = (1 5 3) est un 3-cycle.

PROPOSITION 8.
• Un `-cycle est d’ordre `,
• 2 cycles à supports disjoints commutent,
• Pour σ ∈ Sn, on a σ ◦ (i1 i2 . . . i`) ◦ σ−1 = (σ(i1) σ(i2) . . . σ(i`))

EXEMPLE 9. (1 4)(2 1 5 3 4)(1 4) = (2 4 5 3 1).

THÉORÈME 10. [THÉORÈME DE CAUCHY] [Rom17, §1.7, p24–25]
Si p est un diviseur premier de n, alors il existe un élément d’ordre p dansG.

I. B. Générateurs et classes de conjugaisons [Rom17, §2.3–2.4, p42–47]

PROPOSITION 11. Toute permutation de Sn se décompose en un produit de (au plus n− 1)
transpositions.

EXEMPLE 12. (4 3 1) = (4 3)(3 1) = (3 1)(1 4).

APPLICATION 13. Les familles suivantes engendrent Sn :
• les transpositions (1 i)2≤i≤n,
• les transpositions (i i+ 1)1≤i≤n−1,
• la transposition (1 2) et le cycle (1 2 . . . n).

PROPOSITION 14. Toute permutation σ de Sn se décompose en un produit de cycles à
supports disjoints. Ce produit est unique à l’ordre des cycles près. En particulier, la suite
(`1, `2, . . . , `m) des longueurs des cycles est unique si on impose `1 ≥ `2 ≥ · · · ≥ `m. On
appelle cette suite le type de σ.

EXEMPLE 15.
(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
4 3 2 7 5 10 8 1 6 9

)
= (1 4 7 8)(2 3)(6 10 9).

PROPOSITION 16. [CLASSES DE CONJUGAISONS DE Sn]
Deux permutations de Sn sont conjuguées si et seulement si elles ont même type.

APPLICATION 17. Le nombre de classes de conjugaison est le nombre de partitions de n.
Calcul du cardinal de la classe de conjugaison associée au type (`1, . . . , `m). Deux calculs pro-
posés, où l’on note pk = card({i | `i = k}) :(

m∏
i=1

(
n−

∑
j<i `j

`i

)
(`i − 1)!

)
×

(
n∏
k=1

1
pk!

)
= n!∏n

k=1 k
pkpk!
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EXEMPLE 18. Liste des éléments de S5 regroupés par classe.

PROPOSITION 19. L’ordre de σ est le PPCM de son type.

EXEMPLE 20. (1 4 7 8)(2 3)(6 10 9) est de type (4, 2, 3) et donc d’ordre 12.

II. Autour du groupe alterné

II. A. Signature et groupe alterné [Rom17, §2.6–2.7, p48]

PROPOSITION 21. Il existe deux morphismes de Sn dans C∗ : l’identité et le morphisme E
qui envoie toute transposition sur−1.

DÉfiNITION 22. [SIGNATURE, GROUPE ALTERNÉ]
On appelle E l’application signature. On définit le groupe alterné An = ker E .

PROPOSITION 23.
• E est à valeurs dans {−1, 1},
• La signature d’un `-cycle vaut (−1)`+1,
• Pour σ ∈ Sn, on a E(σ) =

∏
1≤i<j≤n

σ(i)−σ(j)
i−j = (−1)i(σ) où i(σ) est le nombre

d’inversions de σ.

PROPOSITION 24. An est un sous-groupe distingué de Sn, de cardinal n!/2.

PROPOSITION 25. Pour n ≥ 5, An est simple.

II. B. Applications à l’étude des sous-groupes de Sn [Rom17, Ch2, p39]

COROLLAIRE 26. Pour n ≥ 5, les seuls sous-groupes distingués de Sn sont {Id}, An et Sn.

APPLICATION 27. Les sous-groupes d’indice n de Sn sont isomorphes à Sn−1.

REMARQUE 28. Sn ↪→ An+2.

PROPOSITION 29. [CENTRE]
• Pour n ≥ 3,Z(Sn) = {Id},
• Pour n ≥ 4,Z(An) = {Id}.

PROPOSITION 30. [GROUPE DÉRIVÉ]
• D(Sn) = An
• D(An) = An pour n ≥ 5.

APPLICATION 31. Treillis de S3, S4, A3, A4, . . . [voir annexe]

III. Applications du groupe symétrique

III. A. Dérangements [Rom17, Ch2, p53–55/73]

DÉfiNITION 32. Pourn ∈ N∗, on appelle dérangement denune permutation de J1, nK sans
point fixe. On note dn le nombre de dérangements de n.

PROPOSITION 33. On a dn = n!
∑n
k=0

(−1)k
k! .

COROLLAIRE 34. Le nombre de permutations de Sn ayant exactement r points fixes est(
r
n

)
dn−r = n!

r!
∑n−r
k=0

(−1)k
k! .

III. B. Déterminants [Gou09, §3.5, p134–137]

SoitE un K-espace vectoriel de dimension finie n où K est un corps commutatif.

THÉORÈME 35. [PROPRIÉTÉS DE Λn(E)]
L’ensemble Λn(E) des formesn-linéaires alternées deE est un espace vectoriel de dimension
1. Il existe une unique forme n-linéaire alternée égale à 1 sur une base donnée de B.

DÉfiNITION 36. [DÉTERMINANT DANS UNE BASE]
Soit B une base de E. On appelle déterminant dans la base B, et on note detB, l’unique
forme n-linéaire alternée égale à 1 sur B.
On appelle déterminant deA ∈Mn(K) le déterminant des vecteurs colonnes deA dans la
base canonique de Kn. On le note det(A).

COROLLAIRE 37. [EXPRESSION DE detB]
Soient x1, . . . , xn des vecteurs de E. En notant (xi,1, . . . , xi,n) les coordonnées de xi dans
une base B deE, on a :

detB(x1, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)x1,σ(1) × · · · × xn,σ(n)
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EXEMPLE 38. Règle de SARRUS : déterminant en dimension 3. [voir annexe]

APPLICATION 39. Il y a plus (resp. moins) de dérangements impairs que de dérangements pairs
dans Sn lorsque n est pair (resp n > 1 impair).

III. C. Matrices de permutation et représentation [Rom17, §2.8.3, p56–57]

Soit K un corps commutatif.

DÉfiNITION 40. [MATRICE DE PERMUTATION]
Pour σ ∈ Sn, on appelle matrice de permutation associée à σ la matrice Pσ définie par
(Pσ)i j = 1i=σ(j).

EXEMPLE 41. PId = In et P(1 2 3 ... n) =



0 0 0 . . . 0 1
1 0 0 . . . 0 0
0 1 0 . . . 0 0
0 0 1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
0 0 0 . . . 1 0


.

THÉORÈME 42. P : Sn −→ GLn(K)
σ 7−→ Pσ

est un morphisme de groupe injectif et on a

det(Pσ) = E(σ).

Autrement dit on a une représentation naturelle de Sn dans Kn.

III. D. Polynômes symétriques [Rom17, §2.8.5, p57–58]

Soit K un corps commutatif de caractéristique di�érente de 2.

DÉfiNITION 43. [POLYNÔME SYMÉTRIQUE]
On dit que P ∈ K[X1, . . . , Xn] est symétrique si :

∀σ ∈ Sn, P (Xσ(1), . . . , Xσ(n)) = P (X1, . . . , Xn)

EXEMPLE 44. Les polynômes Sk,n =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤nXi1Xi2 . . . Xin (pour 0 ≤ k ≤ n)
sont des polynômes symétriques, appelés polynômes symétriques élémentaires.

THÉORÈME 45. SoitP ∈ K[X1, . . . , Xn] un polynôme symétrique. Alors il existe un polynôme
Q ∈ K[X1, . . . , Xn] tel que P (X1, . . . , Xn) = Q(S1,n, S2,n, . . . , Sn,n).

REMARQUE 46. Le résultat est en fait vrai en remplaçant K par un anneau.

EXEMPLE 47. [Gou09, §2.4, p79] Expressions de P = X3 + Y 3 + Z3 ∈ R[X,Y, Z] et Q =
ΣX2

1X
2
2X3 ∈ R[X1, . . . , Xn] pour n ≥ 5.

III. E. Groupe symétrique et géométrie [Rom17, §3.4, p84] [CG13, §XII.3, p365]

Groupe des isométries préservant une partie de E . Isométries positives/négatives ...
L’isobarycentre est conservé par une isométrie (en particulier un potentiel centre de symétrie).
Bijection isométries positives/négatives.
On se place maintenant dans un espace a�ine de dimension 3.
Définition d’un polyèdre.
Isométries préservant le tétraèdre régulier : isomorphe à S4.

THÉORÈME 48. Isom(C) ' S4 × Z/2Z et Isom+(C) ' S4.

Lien entre isométries préservant le tétraèdre et le cube

COROLLAIRE 49. [FORMULE DE BURNSIDE] [Rom17, §1.10, p37]

|O| = 1
|G|

∑
g∈G
|Fix(g)|

APPLICATION 50. On peut colorier les 6 faces du cube avec 3 couleurs de 57 manières di�é-
rentes.
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ANNEXE
Règle de SARRUS, treillis de groupes

SPEECH
Étudier la structure du groupe Sn est intéressant car ce groupe intervient naturellement dans
de nombreuses situations, comme nous allons le voir. De plus, l’isomorphisme canonique
SE ' Sn pour tout ensembleE tel que |E| = n et le théorème de CAYLEY rajoutent de l’attrait
pour ce groupe.
Dans une première partie, on regarde l’action de groupe naturelle de Sn sur J1, nK, on défi-
nit notamment les orbites et on a le théorème de CAUCHY. Cela mène à la décomposition des
permutations en cycle disjoints et aux familles engendrant Sn.
La deuxième partie s’attaque à l’étude de l’unique morphisme de groupes deSn dansCnon tri-
vial : la signature. Son noyau,An, possède de nombreuses propriétés, on montrera notamment
en développement qu’il est simple pour n ≥ 5.
Enfin on s’attardera sur les di�érentes applications du groupeSn, aussi bien pour le dénombre-
ment de dérangements, le calcul de déterminant que pour les polynômes symétriques. Notons
aussi l’utilité de Sn en théorie des représentations et en géométrie.

QUESTIONS
Q Dénombrer les classes de conjugaison de S6.
Q Montrer qu’il existe un sous-groupe de S6 isomorphe à Z/2Z × Z/3Z. Soit i : Z/2Z ×

Z/3Z −→ S6 un morphisme injectif. Quelle est la signature de i((1, 2))?
R Par exemple, 〈(1 2), (3 4 5)〉 est un sous-groupe de S6 isomorphe à Z/2Z× Z/3Z.

Puis (1, 2) est d’ordre 6 donc i((1, 2)) est aussi d’ordre 6 : c’est soit un 6-cycle, soit un produit
d’un 3-cycle par un 2-cycle. Dans tous les cas, la signature est−1.
On pouvait aussi utiliser le théorème de CAYLEY pour trouver un sous-groupe isomorphe.

Q SoitG fini. Pour g ∈ G, on pose φg : x 7−→ gx. Montrer que si |G| = 2n pourn impair, alors
G n’est pas simple.

Q Quelles sont les isométriesD préservant un tétraèdre régulier?
R D ' S4 puisque qu’en numérotant les sommets, on a directement l’injection. Comme de

plus l’échange de deux sommets (par une symétrie) correspond à une transposition, S4 =
〈{transpositions}〉 ⊂ D.

Q Et pour les isométries du cube?
R Les isométries positives sont isomorphes à S4.
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106 GROUPE LINÉAIRE D’UN ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION FINIEE, SOUS-GROUPES DE GL(E).
APPLICATIONS.

SoitE un K-espace vectoriel de dimension finie n, où K est un corps commutatif.

I. Introduction au groupe linéaire [Rom17, §5.1, p125] [Per96, ChIV, p95]

Définition du groupe linéaire, c’est bien un groupe, exemples : homothéties, rotations
On se ramène à l’étude de GLn(K) via un isomorphisme, et GLn(K) ' GLn(K)
Proposition : morphisme du déterminant
Proposition u ∈ GL(E)⇐⇒ keru = {0} ⇐⇒ Im(u) = E ⇐⇒ det(u) 6= 0
Définition de SL(E). Exemple
SL(E) distingué dans GL(E), le groupe quotient étant isomorphe à K∗. GL(E) est alors un
produit semi-direct, direct dans le cas K = R

II. Quelques éléments de GL(E) [Per96, §IV.2, p96]

II. A. Les homothéties
Homothéties, déterminant,uhomothétie si et seulement si u stabilise toutes les droites→ sta-
bilisateur de l’action de GL(E) sur les droites

II. B. Les dilatations
Définition, propriétés des dilatations de rapport /∈ {0, 1}
Deux dilatations de même rapport sont conjuguées

II. C. Les transvections
Définition, définitions équivalentes
Les transvections sont conjuguées (dans SLn lorsque n ≥ 3)
Formule de conjugaison

III. Étude du groupe linéaire

III. A. Générateurs [Per96, §IV.2.d, p99]

SLn(K) est engendré par les transvections, GLn(K) est engendré par les transvections et les
dilatations
Approche matricielle, pivot de GAUSS
Applications : groupes dérivés, SLn(K) est connexe par arcs

III. B. Centre et commutateurs [Per96, §IV.2/3/5, p98]

Z(GLn(K)) est l’ensemble des homothéties, Z(SLn(K)) est l’ensemble des homothéties de
déterminant 1
Définition dePSLn(K),PGLn(K)
Isomorphismes pour de petites valeurs de n avec les groupes de permutation et/ou alterné

III. C. Quelques calculs de cardinalité [Per96, §IV.5, p105] [Rom17, §5.6, p148–151]

Cardinaux de GLn(Fq), SLn(Fq),PGLn(Fq),PSLn(Fq)

APPLICATION 1. [CARDINAL DEDn(Fq)]
Soit n ∈ N, q = pr où p est premier et r ∈ N∗. SoitDn(Fq) l’ensemble des matrices diago-
nalisables de taille n de Fq . Alors en posant |GL0(Fq)| = 1, on a :

|Dn(Fq)| =
∑

n1+···+nq=n

|GLn(Fq)|∏q
i=1 |GLni(Fq)|

IV. Groupes orthogonal et unitaire [Per96, §V.4, p123]

On se place en caractéristique di�érente de 2.

IV. A. Généralités
Forme quadratique q fixé. Définition deO(q), deO+(q)
u ∈ O(q) ⇐⇒ detu = ±1 ⇐⇒ ϕ(u(x), u(y)) = ϕ(x, y) où ϕ associée à q. Équivalence
matricielle.
Exemple de q(x, y) = x2 − y2

Symétrie orthogonale,E+ ⊥ E−, conjugaison
Si q est définie positive, définition réflexion orthogonale, les réflexions orthogonales en-
gendrentO(q). Les renversements engendrentO+(q).
Centres deO(q), O+(q)
Groupe unitaire, spécial unitaire pour une forme hermitienne définie positive. Même caractéri-
sations et diagonalisabilité en base orthonormée

IV. B. Groupe orthogonal euclidien, groupe unitaire
Définition matricielle
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Agrégation – Leçons 106 – Groupe linéaire d’un espace vectoriel de dimension finieE, sous-groupes de GL(E). Applications.

THÉORÈME 2. [RÉDUCTION DES ENDOMORPHISMES ORTHOGONAUX]
Sot u ∈ On(R). Il existe une base orthonormée B deE telle que

MB(u) =


Is

−It
R1

. . .
Rr


où s+ t+ 2r = n et pour 1 ≤ k ≤ r,Rk =

(
cos(θk) − sin(θk)
sin(θk) cos(θk)

)
avec θk - 0 mod π.

IV. C. Groupe orthogonal et géométrie de l’espace : les quaternions
[CG13, ChVII, p232]

Groupe des quaternions sous forme matricielle, conjugué, norme d’un quaternion, produit sca-
laire associé, base (1, i, j, k) orthonormée, H = I⊕⊥ R, R-espace vectoriel de dimension 4.
On définit SU2(C) = {h ∈ H |N(h) = 1}.

THÉORÈME 3. On a SU2(C)/ {±I2} ' SO3(R).

V. Topologie [CG13, II.4/CHVI, p37/201] [Rom17, §5.7/Ch22.3, p151/697]

On se place sur le corps K = R ou C
GLn(K) est un ouvert dense dansMn(K)
Homéomorphismes
Compacité deOn(R)
Connexités par arcs selon le corps
Décomposition polaire

ANNEXE
Tableau d’actions de groupes de matrices, stabilisateurs, orbites [CG13, §II.E, p62]
GLn(K) sur les bases vectorielles,On(K) sur les bases orthonormées euclidiennes,SOn(K) sur les bases
orthonormées euclidiennes directes, Un(K) sur les bases orthonormées hermitiennes, GLn(K)
Transvections, dilatations

SPEECH
Les espaces vectoriels ont un caractère géométrique très naturel. On s’intéresse donc à cette
vision géométrique en étudiant le groupe linéaire de ces espaces.
On peut également mettre une topologie sur GL(E) (voir la dernière partie).

COMMENTAIRES
Les trois premières parties sont des immanquables. Pour le reste on aurait aussi pu aller du
côté des représentations.

QUESTIONS
Q Déterminer les idéaux bilatères stricts deMn(K).
R Soit I un tel idéal. SoitM ∈ I\{0}. Soit r le rang deM . Alors il existeP,Q tel quePMQ−1 =
Ir donc Ir ∈ I . Par suite toutes les matrices de rang r sont dans I .
Donc I est l’ensemble des matrices de rang r1, . . . rk pour des entiers r1, . . . , rk fixés.

Q SoitG ⊂ GLn(C) fini. Montrer que
∑
M∈G Tr(M) ∈ Z.

R On a pour toutH ∈ G,
∑
M∈G Tr(HM) =

∑
M∈G Tr(HM).

Soit d = |G|. SoitM ∈ G.Md = In etXd − 1 est scindé à racines simples.
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107 REPRÉSENTATIONS ET CARACTÈRES D’UN GROUPE FINI SUR UN C-ESPACE VECTORIEL. EXEMPLES.

On considère des groupes finis et des espaces vectoriels complexes de dimension finie.

I. Définitions et constructions de représentations
[Rom17, Ch6, p179] [Ser98, Ch1, p15]

Définition représentation, degré de la représentation
Remarque : on peut reformuler cela en terme d’action de groupes
Exemple : représentation triviale, représentation de degré 1 : morphisme deG dans U
Injection naturelle siG ⊂ GLn(C) Représentations de degré 1 et 2 sur Sn, sur Z/2Z
Représentation naturelle deD2n dans GL2(C)
Application : pour tout g, ρ(g) est diagonalisable
Représentation par permutation, représentation régulière
Représentation en somme directe
Morphisme de représentation, représentation homomorphique de degré dim(V ) dim(W )

II. Sous-représentations, irréductibilité
[Rom17, §6.2, p182] [Ser98, §1.3/1.4, p17]

Sous-représentation, représentation quotient
Si on a un morphisme de représentation, le noyau est l’image sont des sous-représentations
Représentation irréductible. Exemple des représentations de degré 1. Contre-exemple : repré-
sentation régulière si |G| > 1
SiG est abélien, les représentations irréductibles sont les représentations de degré 1
Lemme de SCHUR, lemme deMASCHKE

III. Théorie des caractères
[Rom17, §6.3/6.4, p186] [Ser98, Ch2, p23]

III. A. Caractères et fonctions centrales
Caractère (irréductible) associé à une représentation (irréductible)
Exemple : en dimension 1 c’est un morphisme de groupes
Exemple : calcul du caractère de la représentation régulière
Les caractères sont constants sur les classes de conjugaison, χ(g) est somme de racines de
l’unité, χV⊕W = χV + χW
Deux représentations isomorphes ont même caractère
Introduction de l’espace des fonctions centrales, du produit scalaire

III. B. Orthogonalité des caractères
Produit scalaire entre caractères irréductibles : 1 s’ils sont isomorphes, 0 sinon
Se donner une représentation irréductible revient à isomorphisme près à se donner un carac-

tère irréductible
On a un nombre fini de caractère irréductibles, inférieur au nombre de classe de conjugaisons
Nombre d’apparitions d’un caractère irréductible dans une représentation
Deux représentations de même caractère sont isomorphes
Se donner une représentation revient à isomorphisme près à se donner un caractère! L’en-
sembles des traces su�it à caractériser ρ : on réduit l’étude des représentations aux caractères!
|G| =

∑
i n

2
i (via la représentation régulière), les caractères forment une base orthonormée des

fonctions centrales. Il y a donc autant de caractères irréductibles que de classes de conjugaison
Définition d’une table de caractères, propriétés d’orthogonalité des lignes (pondérées par le
cardinal de la classe!, signifie l’orthogonalité des caractères), des colonnes

IV. Exemples

IV. A. Groupes cycliques et abéliens [Col11, §I.2.4, p250–252] [Rom17, §6.5, p197]

Table des caractères d’un groupe cyclique
SoitG un groupe abélien fini.

DÉfiNITION 1. L’exposant deG est le plus petit d ∈ N∗ tel que gd = 1 pour tout g ∈ G.

THÉORÈME 2. [STRUCTURE DES GROUPES ABÉLIENS fiNIS]
Il existe un unique entier ` et une unique suite d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ d` d’entiers supérieurs à 2
tels que d1 est l’exposant deG, di+1 | di pour tout i ≤ `− 1 etG '

∏`
i=1 Z/diZ.

IV. B. Groupes de permutations [Pey04, §VIII.1.4/VIII.2.1, p228–232]

Il y a autant de classes de conjugaison que de représentations irréductibles : le nombre de par-
titions de n.
Représentations de degré 1 : signature et triviale
Exemple de S3 : caractère associé à l’action sur un triangle. Table des caractères.

SoitG un groupe fini. Soient χ1, . . . , χr ses caractères irréductibles.

LEMME 3. Soit χ associé à (ρ, V ) représentation de G. Alors ker(ρ) = ker(χ) =
{g ∈ G | χ(g) = χ(1)}.

PROPOSITION 4. Les sous-groupes distingués deG sont les (∩i∈I kerχi)I⊂J1,rK.

APPLICATION 5. Table des caractères de S4.
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ANNEXE
Tables de caractères de quelques groupes.

SPEECH
Les représentations font un lien important entre groupes et géométrie.
Dans un premier temps on définit les représentations et comment construire/définir des repré-
sentations à partir d’autres : par exemple la représentation par permutation, ou la construction
en augmentant le degré de la représentation ...
Est-il possible de faire l’inverse, de réduire une représentation? C’est l’objet de la seconde par-
tie où l’on introduit la notion de représentation irréductible, sorte de brique élémentaire des
représentations.
Ensuite, on s’intéresse à la théorie des caractères, qui sont des fonctions centrales, ensemble
qui peut être muni d’un produit scalaire pour lequel les caractères forment une base ortho-
normée, dont découlent de nombreux corollaires de décomposition . . . dont la caractérisation
d’une représentation par son caractère!
Dans une dernière partie on s’intéresse aux exemples des groupes cycliques, abéliens, et au
groupe des permutations.

COMMENTAIRES
Il faut maîtriser les interprétations géométriques des caractères (par exemple pour A4).

QUESTIONS
Q Comment obtient-on la représentation régulière? Pourquoi est-elle utile?
R C’est une représentation naturellement induite par l’action par translation à gauche de G

sur lui-même (ou idée des permutations).
Elle a l’avantage d’être fidèle, son caractère associé est très simple puisqueχ(g) = |G|1g=e
(attention ce n’est pas le cas de la représentation de permutation oùSn agit sur J1, nK et non
sur lui-même!). De plus, chaque représentation irréductible est une sous-représentation de
la représentation régulière, ce qui lui confère un rôle important notamment pour montrer
que les caractères forment une base des fonctions centrales, puis après obtenir des relations
comme |G| =

∑
n2
i et l’orthogonalité sur les colonnes/lignes.

Q À quoi sert de lemme de SCHUR?
R Le lemme de SCHUR intervient notamment dans l’étude des calculs de produits scalaires,

donc pour montrer que les caractères sont orthonormés, et l’orthogonalité des colonnes/-
lignes.

Q Retrouver les caractères de S3 et donner leur interprétations.
Q Soit G un groupe fini possédant 7 classes de conjugaison et pour lequel on connaît deux

caractères :
C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7

θ 1 1 1 ω ω2 ω ω2

χ 2 −2 0 −1 −1 1 1

où ω est une racine 3-ième de l’unité distincte de 1. Peut-on déterminer la table des ca-
ractères de G? L’ordre de G? Le cardinal de chaque classe de conjugaison? Les groupes
distingués?

R On complète déjà la table par le caractère trivial. Ensuite, on remarque que le produit de
deux caractères irréductibles est un caractère irréductible lorsque l’un d’entre eux est de
degré 1 (en calculant le produit scalaire, on peut aussi donner la représentation associée),
ce qui permet de compléter la table par θ2, θχ et θ2χ ! (on pouvait aussi passer au caractère
conjugué, caractère de la représentation duale associée ...)
Par ailleurs on sait qu’il y a 7 caractères irréductibles, il n’en manque qu’un :

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7

χtriv 1 1 1 1 1 1 1
θ 1 1 1 ω ω2 ω ω2

χ 2 −2 0 −1 −1 1 1
θ2 1 1 1 ω2 ω ω2 ω
θχ 2 −2 0 −ω −ω2 ω ω2

θ2χ 2 −2 0 −ω2 −ω ω2 ω
η a b c

Pour obtenir le dernier caractère, on veut utiliser l’orthogonalité des colonnes. Mais on ne
connait aucune valeur. On sait juste que a ∈ N∗ ! Cela permet alors d’assurer que les quatre
dernières valeurs du caractère sont nulles! Puis l’orthogonalité des trois premières colonnes
donne ab = 9, ac = −3, bc = −3, d’où l’on déduit a = b = 3 puis c = −1. D’où finalement
le dernier caractère :

C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7

η 3 3 −1 0 0 0 0

En calculant la somme des carrés de la première colonne, on obtient que G est d’ordre 24.
Remarquons par ailleurs que pour toute classeC on a

∀g ∈ G,1C(g) =
∑
χ

〈1C | χ〉χ(g) =
∑
χ

1
|G|

∑
h∈C

χ(h)χ(g) =
∑
χ

|C| |χ(g)|2

|G|

Autrement dit [G : C] =
∑
χ |χ(C)|2. Ce qui permet d’obtenir les ordres des éléments de

chaque classe :
C1 C2 C3 C4 C5 C6 C7

cardinal 1 1 6 4 4 4 4
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On déduit de la table le seul sous-groupe distingué strict : G8 = C1 ∪ C2 ∪ C3 (unique
8-SYLOW).
On a [G : G8] = 3 donc G/G8 ' Z/3Z et si α /∈ G8, on a que α est d’ordre une puissance
de 3, disons 3k. Alors β = αk est d’ordre 3.
On a G8 ∩ 〈β〉 = {e} puisque les éléments de G8 sont d’ordre pairs et ceux de β d’ordre 3
(sauf e), et comme |G8| |β| = 24 etG8 est distingué, on en déduit queG = G8 o 〈β〉.
Reste à étudier G8. On sait que G8 possède au moins 3 classes de conjugaison, donc n’est
pas abélien. Il ne peut donc s’agir que deD8 ou de H8.
FinalementG = G8 o Z/3Z.

Q Une table de caractères permet-elle d’identifier le groupe en général?
R Non! Le groupe diédralD8 et le groupe des quaternionsH8 ont la même table de caractères,

mais ne sont pas isomorphes!
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108 EXEMPLES DE PARTIES GÉNÉRATRICES D’UN GROUPE. APPLICATIONS.

Sous-groupe engendré par une partie (c’est l’intersection des sous-groupes la contenant), par-
tie génératrice
Exemple du groupe dérivé

I. Cas des groupes abéliens

I. A. Groupes monogènes et cycliques Le groupe (Z/nZ,+)
[Rom17, §1.4-5/1.9/10.1, p13–19/27/277] [Per96, §1.1/1.7, p10/24]

Groupe monogène, cyclique, monogène/cyclique implique abélien
EXEMPLE 1. (Z/nZ,+) est un groupe cyclique à n éléments engendré par 1.

APPLICATION 2. Tout groupe cyclique à n éléments est isomorphe à Z/nZ.

EXEMPLE 3. Un ' Z/nZ : considérer Z/nZ −→ Un, k 7−→ e2ikπ/n.
SiG est un groupe, 〈a〉 où a ∈ G est isomorphe à Z ou à Z/nZ pour un n ∈ N∗.

PROPOSITION 4. L’ordre de k ∈ Z/nZ est n
k∧n .

COROLLAIRE 5. (Z/nZ,+) est engendré par les k tels que k ∧ n = 1.

EXEMPLE 6. Z/8Z est engendré par 1, 3, 5 et 7.

APPLICATION 7.
• Les sous-groupes d’un groupe cyclique sont cycliques.
• Si |G| = p,G est cyclique.

DÉfiNITION 8. [INDICATRICE D’EULER]
Pour n ≥ 2, on définit ϕ(n) le nombre de générateurs de (Z/nZ,+).

EXEMPLE 9. Pour p ∈ P et α ∈ N∗, on a ϕ(pα) = pα(p− 1).

PROPOSITION 10. [SOUS-GROUPES DE Z/nZ]
Pour d | n, il existe un unique sous-groupe de Z/nZ d’ordre d, engendré par nd et formé des
éléments dont l’ordre divise d.

PROPOSITION 11. Si d | n, Z/nZ contient ϕ(d) éléments d’ordre d.

APPLICATION 12. n =
∑
d|n ϕ(d)

I. B. Groupes abéliens finis [Ulm12, Ch12, p103]

Groupe abélien de type fini, exemple des groupes abéliens finis

THÉORÈME 13. [STRUCTURE DES GROUPES ABÉLIENS DE TYPE fiNI]
Soit G un groupe abélien de type fini. Alors il existe `, r ∈ N uniques et une unique suite
d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ d` d’entiers supérieurs à 2 tels que di+1 | di pour tout i ≤ ` − 1 et
G '

∏`
i=1 Z/diZ× Zr.

COROLLAIRE 14. [STRUCTURE DES GROUPES ABÉLIENS fiNIS]
SoitG un groupe abélien fini. Il existe un unique entier ` et une unique suite d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥
d` d’entiers supérieurs à 2 tels que d1 est l’exposant de G, di+1 | di pour tout i ≤ ` − 1 et
G '

∏`
i=1 Z/diZ.

EXEMPLE 15. Les groupes abéliens d’ordre 24 sont isomorphes à Z/24Z,Z/12Z × Z/2Z et
(Z/6Z)2 × Z/2Z× Z/2Z.

REMARQUE 16. Dans le cas d’un groupe fini, on peut trouver des générateurs du groupe en
trouvant un élément d’ordre l’exposant du groupe, puisque l’on montre qued1 est l’exposant
de G. Une fois ce premier élément trouvé, on peut se restreindre à un sous-groupe de G et
réitérer l’opération, via la théorie des caractères.

II. Groupe symétrique [Rom17, Ch2, p39]

On note Sn le groupe des permutations de n éléments.

II. A. Générateurs
Les cycles engendre Sn. Application : décomposition en produit de cycles à support disjoints
(unique à l’ordre près!)

PROPOSITION 17. Toute permutation de Sn se décompose en un produit de (au plus n− 1)
transpositions.

EXEMPLE 18. (4 3 1) = (4 3)(3 1) = (3 1)(1 4).

APPLICATION 19. La signature d’un élément σ de Sn est déterminée par la parité du nombre
de transpositions intervenant dans une décomposition de σ.

APPLICATION 20. Les familles suivantes engendrent Sn :
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• les transpositions (1 i)2≤i≤n,
• les transpositions (i i+ 1)1≤i≤n−1,
• la transposition (1 2) et le cycle (1 2 . . . n).

Utilité : petites familles de générateurs : deux éléments su�isent à engendrer le groupe

II. B. Groupe alterné

PROPOSITION 21. Il existe deux morphismes de Sn dans C∗ : l’identité et le morphisme E
qui envoie toute transposition sur−1.

DÉfiNITION 22. On définit le groupe alterné An comme étant le noyau de la signature.

PROPOSITION 23.
• E est à valeurs dans {−1, 1},
• La signature d’un `-cycle vaut (−1)`+1,
• Pour σ ∈ Sn, on a E(σ) =

∏
1≤i<j≤n

σ(i)−σ(j)
i−j = (−1)i(σ) où i(σ) est le nombre

d’inversions de σ.

PROPOSITION 24. An est un sous-groupe distingué de Sn. Il est de cardinal n!/2.

LEMME 25. An est le sous-groupe engendré par les trois cycles.

PROPOSITION 26. Pour n ≥ 5, An est simple.

COROLLAIRE 27. Pour n ≥ 5, les seuls sous-groupes distingués de Sn sont {Id}, An et Sn.

APPLICATION 28. [GROUPE DÉRIVÉ]
• D(Sn) = An
• D(An) = An pour n ≥ 5.

III. Groupes linéaires/spéciaux
SoitE un K-espace vectoriel de dimension finie n, où K est un corps commutatif
Définition du groupe linéaire, de SL(E). Exemple des homothéties
On se ramène à l’étude de GLn(K) via un isomorphisme, et GLn(K) ' GLn(K)
Proposition : u ∈ GL(E)⇐⇒ keru = {0} ⇐⇒ Im(u) = E ⇐⇒ det(u) 6= 0

III. A. Générateurs de GLn(K) [Per96, ChIV, p95]

Homothéties, déterminant, u homothétie si et seulement si u stabilise toutes les droites→ sta-
bilisateur de l’action de GL(E) sur les droites
Dilatations, propriétés des dilatations de rapport /∈ {0, 1}
Deux dilatations de même rapport sont conjuguées
Transvections, définitions équivalentes
Les transvections sont conjuguées (dans SLn(K) lorsque n ≥ 3)
Formule de conjugaison
SLn(K) est engendré par les transvections, GLn(K) est engendré par les transvections et les
dilatations
Approche matricielle, pivot de GAUSS
SLn(K) est connexe par arcs
Z(GLn(K)) est l’ensemble des homothéties, Z(SLn(K)) est l’ensemble des homothéties de
déterminant 1.
Groupes dérivés

III. B. Groupe orthogonal/unitaire [Per96, ChVI, p142] [CG13, §VII.3, p232]

Groupe orthogonal, engendré par les réflexions orthogonales. Groupe spécial orthogonal en-
gendré par les renversements
Déplacement engendré par un nombre pair de réflexions
Groupes dérivés
Application : groupe des quaternions sous forme matricielle, conjugué, norme d’un quaternion,
produit scalaire associé, base (1, i, j, k) orthonormée, H = I ⊕⊥ R, R-espace vectoriel de di-
mension 4. On définit SU2(C) = {h ∈ H |N(h) = 1}.

THÉORÈME 29. On a SU2(C)/ {±I2} ' SO3(R).

III. C. Groupe diédral [Aud06, ChIII/V, p360] [Rom17, §3.4.3/6.1, p87/180]

Sous-groupeD2n deO2(R) des isométries préservant un polygone régulier à n sommets.
D2n est engendré par la symétrie et la rotation d’angle 2π

n , d’ordres 2 et 4, ce qui donne la liste
des éléments deD2n.

APPLICATION 30. D2n s’injecte naturellement dansGL2(C), envoyant la rotation d’angle 2π/n
et la symétrie sur

R =
(

cos(2π/n) − sin(2π/n)
sin(2π/n) cos(2π/n)

)
et S =

(
1 0
0 −1

)
Énumérations des isométries positives, des isométries négatives
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ANNEXE
Transvections, dilatations
Groupe diédral

SPEECH
L’intérêt des parties génératrices est de réduire l’étude d’un groupe à ses générateurs, ce qui
permet d’obtenir des propriétés de celui-ci, comme par exemple montrer la surjectivité d’un
morphisme ou la simplicité d’un groupe.

QUESTIONS
Q Que peut-on dire du groupeG = 〈(i j), (1 2 . . . n)〉?
R Regardons l’action deG sur J1, nK. Posons ` = (j − i) ∧ n.

Pour σ ∈ Sn, on note P (σ) la propriété ∀u, v ∈ J1, nK, u ≡ v mod ` =⇒ σ(u) ≡ σ(v)
mod `.
Les éléments de G vont vérifier cette propriété. En e�et P ((1 2)) et P ((1 2 . . . n)) sont
vraies, et si P (σ) et P (σ′) sont vraies, alors P (σ−1) et P (σσ′) le sont aussi.
Ainsi P (σ) est vraie pour σ ∈ G. Or pour n ≥ 3, P ((1 2)) n’est vraie que si ` = 1. Ainsi si
` > 1,G 6= Sn.
Réciproquement si ` = 1, on vérifie queG = Sn.
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SoitG un groupe abélien fini d’ordre n.

I. Caractères des groupes abéliens finis

I. A. Caractères et liens avec CG [Pey04, Ch1, p2]

Définition des caractères, structure de groupe, Ĝ×H ' Ĝ× Ĥ
Exemples des caractères de Z/nZ, de Sn

χ est à valeurs dans Un, χ(g−1) = χ(g)−1, constant sur chaque classe de conjugaison
Prolongement d’un caractère deH < G en un caractère deG
|Ĝ| = |G|

DÉfiNITION 1. Pour f, g : G −→ C, on définit le produit scalaire :

〈f | g〉 = 1
|G|

∑
x∈G

f(x)g(x)

Orthogonalité des caractères→ base orthonormée, expression de f sur la base orthonormée

I. B. Théorème de structure des groupes abéliens finis
[Col11, §I.2.4, p250–252] [Pey04, §I.2.2, p8]

Bidual
L’application ι : G −→ ˆ̂

G, g 7−→ (χ 7−→ χ(g)) est un isomorphisme de groupes.
En particulier | ˆ̂G| = |G|

DÉfiNITION 2. On appelle exposant deG le plus petit d ∈ N∗ tel que gd = 1 pour tout
g ∈ G.

THÉORÈME 3. [STRUCTURE DES GROUPES ABÉLIENS fiNIS]
Il existe un unique entier ` et une unique suite d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ d` d’entiers supérieurs à 2
tels que d1 est l’exposant deG, di+1 | di pour tout i ≤ `− 1 etG '

∏`
i=1 Z/diZ.

Corollaire : Ĝ ' G (non canoniquement)
Exemple : il y a 6 groupes abéliens d’ordre 600 à isomorphisme près.

II. Transformée de FOURIER discrète
II. A. Définitions et premiers résultats [Pey04, §II.3, p44]

DÉfiNITION 4. [TRANSFORMÉE DE FOURIER DISCRÈTE]
Soit f : G −→ C. On définit le coe�icient de FOURIER associé à χ ∈ Ĝ par cf (χ) = 〈f | χ〉
et la transformée de FOURIER de f par f̂ : χ ∈ Ĝ 7−→ |G| cf (χ) =

∑
g∈G f(g)χ(g).

PROPOSITION 5. [PROPRIÉTÉS DE LA TRANSFORMÉE DE FOURIER]
• La transformée de FOURIER discrète f 7−→ f̂ est un isomorphisme de CG dans CĜ,
• Pour f : G −→ C, on a f =

∑
χ∈Ĝ cf (χ)χ = 1

|G|
∑
χ∈Ĝ f̂(χ)χ−1,

• formule de FOURIER-PLANCHEREL,
• f̂ ∗ g = f̂ ĝ.

DÉfiNITION 6. On définitH# = {χ ∈ Ĝ | ∀h ∈ H,χ(h) = 1} l’orthogonal deH .

LEMME 7. H# ' Ĝ/H est de cardinal |G| / |H|.

PROPOSITION 8. [FORMULE DE POISSON DISCRÈTE]
Pour toute fonction f : G −→ C, et pour tout g ∈ G, on a :∑

h∈H

f(gh) = |H|
|G|

∑
χ∈H#

f̂(χ)χ(g)

En particulier (g = 1), on a
∑
h∈H

f(h) = |H|
|G|

∑
χ∈H#

f̂(χ).

II. B. Transformée de FOURIER rapide [Per96, §III.2, p65]

NotonsGa = Z/NZ oùN = 2p pour p ∈ N∗. Soit f ∈ CG. On veut calculer e�icacement f̂ .
Note : ne considérer que les groupes de la formeGp reste intéressant, par rapport à la transfor-
mée de FOURIER discrète en analyse de signaux.
On adopte justement des notations de transformée de FOURIER en traitement du signal . . . c’est
équivalent avec la formulation de la TFD sur un groupe. On verra donc f comme une fonction
de CN . On note ωN = e2iπ/N .
Remarque : l’algorithme naïf calcule f̂ enO(N2).
Idée : on sépare le vecteur f en 2 vecteurs et la TFD de f se sépare en deux sommes sur ses
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vecteurs de taille n/2.
Définition : si f ∈ CN , on définit fpaire, fimpaire ∈ CN/2 par fpaire(a) = f(2a) et fimpaire(a) = ...

On a f̂(k) = f̂paire(k) + ω−kN f̂impaire(k)
On obtient une complexité enO(N ln(N)).
Application : calcul du produit de convolution en passant en FOURIER, multiplication rapide de
polynômes

III. Caractères des corps finis [Per96, ChII, p27]

Soit p un nombre premier, q = pr une puissance de p (avec r ∈ N∗).
Caractères additifs et multiplicatifs
Exemple : x 7−→ ζx est un caractère additif de Fq , pour tout ζ. Le symbole de LEGENDRE est un
caractère multiplicatif sur Fp
ζ générateur de F∗q . Permet d’obtenir un isomorphisme F∗q ' F̂∗q
Application trace : forme linéaire sur Fq (en tant que Fp-espace vectoriel)
Caractère additif canonique, générateur de F̂q
Sommes de GAUSS. TDF additive, multiplicative associée ...
On retrouve la loi de réciprocité quadratique en travaillant notamment avecG

( (
.
p

)
,Ψ1

)

SPEECH
L’intérêt de la dernière partie est de voir Fq da manière additive (comme Fp-espace vectoriel)
mais aussi de manière multiplicative (F∗q ). Cela permet de combiner deux types de caractères.

QUESTIONS
Q Appliquer le théorème de structure à (Z/56Z)× et (Z/35Z)×.
R C’est bien un groupe abélien (groupe fini d’inversibles). On a ϕ(56) = ϕ(23 × 7) =
ϕ(8)ϕ(7) = 4× 6 = 24 donc le groupe est d’ordre 24.
On a 24 = 3× 23 et le théorème chinois donne :

(Z/56Z)× ' (Z/7Z× Z/8Z)× ' (Z/7Z)× × (Z/8Z)× ' Z/6Z× Z/2Z× Z/2Z

Puis de même :

(Z/35Z)× ' (Z/7Z× Z/5Z)× ' Z/6Z× Z/4Z ' (Z/2Z)3 × Z/3Z ' Z/12Z× Z/2Z

Si p 6= 2 :
(Z/pαZ)∗ = Z/(pα − pα−1)Z

Et

(Z/2αZ)∗ '

 {1} si α = 1
Z/2Z si α = 2
Z/2Z× Z/2α−2Z si α ≥ 3
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Soit n ∈ N∗. On désigne parP l’ensemble des nombres premiers.

I. Structure de Z/nZ

I. A. Le groupe (Z/nZ,+)
[Rom17, §1.4-5/1.9/10.1, p13–19/27/277] [Per96, §1.1/1.7, p10/24]

DÉfiNITION 1. Deux entiersx, y sont dis congrus modulon six−y ∈ nZ. C’est une relation
d’équivalence sur Z. On note x la classe de x et Z/nZ =

{
0, . . . , n− 1

}
.

PROPOSITION 2. (Z/nZ,+) est un groupe cyclique à n éléments engendré par 1.

APPLICATION 3. Tout groupe cyclique à n éléments est isomorphe à Z/nZ.

EXEMPLE 4. Un ' Z/nZ : considérer Z/nZ −→ Un, k 7−→ e2ikπ/n.

PROPOSITION 5. L’ordre de k ∈ Z/nZ est n
k∧n .

COROLLAIRE 6. (Z/nZ,+) est engendré par les k tels que k ∧ n = 1.

EXEMPLE 7. Z/8Z est engendré par 1, 3, 5 et 7.

DÉfiNITION 8. [INDICATRICE D’EULER]
Pour n ≥ 2, on définit ϕ(n) le nombre de générateurs de (Z/nZ,+).

EXEMPLE 9. Pour p ∈ P , on a ϕ(pα) = pα(p− 1) pour α ∈ N∗.

PROPOSITION 10. [SOUS-GROUPES DE Z/nZ]
Pour d | n, il existe un unique sous-groupe de Z/nZ d’ordre d, engendré par nd et formé des
éléments dont l’ordre divise d.

PROPOSITION 11. Si d | n, Z/nZ contient ϕ(d) éléments d’ordre d.

APPLICATION 12. n =
∑
d|n ϕ(d)

THÉORÈME 13. [STRUCTURE DES GROUPES ABÉLIENS fiNIS]
Soit G un groupe abélien fini. Alors il existe r ≥ 1 et 2 ≤ d1 | · · · | dr uniques tels que
G '

∏r
i=1 Z/diZ.

EXEMPLE 14. Les groupes abéliens d’ordre 24 sont isomorphes à Z/24Z,Z/12Z × Z/2Z et
Z/6Z× (Z/2Z)2.

I. B. L’anneau (Z/nZ,+,×) [Rom17, §10.1-3, p277–288] [Per96, §1.7, p24–28]

PROPOSITION 15. Les idéaux de Z sont les (kZ)k∈N.

DÉfiNITION 16. L’ensemble des classes modulo n est muni d’une structure d’anneau : on
définit l’anneau commutatif (Z/nZ,+,×).

REMARQUE 17. Les idéaux de l’anneau Z/nZ sont les sous-groupes du groupe Z/nZ.

APPLICATION 18. Soit A un anneau commutatif unitaire. Il existe un unique entier positif,
appelé caractéristique de A, noté car(A), tel que le sous-anneau premier de A est isomorphe
à Z/ car(A)Z.

PROPOSITION 19. Les inversibles de (Z/nZ,+,×) sont les k tels que k ∧ n = 1. Ils forment
un groupe à ϕ(n) éléments.

APPLICATION 20. On a l’isomorphisme (Aut(Z/nZ), ◦) ' ((Z/nZ)×,×).

PROPOSITION 21. Z/nZest intègre si et seulement si c’est un corps si et seulement si n ∈ P .
[Rom17, §11.5, p324–327]

THÉORÈME 22. [THÉORÈME CHINOIS]
Si n,m ≥ 1, alors on a l’isomorphisme d’anneaux Z/nmZ ' Z/mZ × Z/nZ
si et seulement si n ∧m = 1.

COROLLAIRE 23. Si n =
∏r
i=1 p

αi
i , alors (Z/nZ)× '

∏r
i=1(Z/pαii Z)× et on en déduit

ϕ(n) =
∏r
i=1 ϕ(pαii ) =

∏r
i=1 p

αi−1
i (pi − 1).

THÉORÈME 24. Si p ∈ P , ((Z/pZ)×,×) est cyclique.
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II. Application à l’arithmétique dans Z

II. A. Tests de primalité [Rom17, §10.2/11.5-6, p280–282/324–329] [Gou09, §1.4, p34–37]

THÉORÈME 25. [THÉORÈME D’EULER] Soit a ∈ Z premier avec n. Alors aϕ(n) ≡ 1 mod n.

THÉORÈME 26. [PETIT THÉORÈME DE FERMAT]
Soit p ∈ P et a ∈ Z tels que p - a. Alors ap−1 ≡ 1 mod p.

REMARQUE 27. La réciproque est fausse! Par exemple avec 561. En revanche, pour tout
a ∈ Z, on a ap ≡ 1 mod p.

DÉfiNITION 28. [NOMRE DE CARMICHAËL]
Un entiern > 1 non premier est deCARMICHAËL si ∀a ∈ Z, a∧n = 1 =⇒ an−1 ≡ 1 mod n.

PROPOSITION 29. Un nombre de CARMICHAËL est impair et sans facteur carré.

APPLICATION 30. [ALGORITHME RSA]
Alice veut envoyer un message privé à Bob.
• Bob choisit deux entiers premiers distincts p, q ∈ P et pose n = pq, puis il choisit ensuite
d, e ∈ Z tels que de ≡ 1 mod ϕ(n) (on a ϕ(n) = (p − 1)(q − 1) et il su�it de trouver d
premier à ϕ(n) et son inverse).

• Bob di�use la clé publique (n, d) à tout le monde et converse la clé secrète (n, e).
• Pour envoyer son messagem mod n, Alice envoie le message chi�réM ≡ md mod n.
• Bob déchi�re le messagem = Me mod n d’après le théorème d’EULER.

Le succès de cet algorithme réside dans la di�iculté de factorisation d’un entier.

THÉORÈME 31. [THÉORÈME DE WILSON] Si n ≥ 2, on a n ∈ P ⇐⇒ (n− 1)! ≡ −1 mod n.

II. B. Équations arithmétiques [Rom17, §10.3-4, p283–290]

Soient n,m ≥ 2.

THÉORÈME 32. Soit a ∈ N∗, b ∈ Z. On note δ = a ∧ n et on écrit a = δa′ et n = δn′.
L’équation ax ≡ b mod n a des solutions entières si et seulement si δ | b et dans ce cas, si
b = δb′, les solutions sont les b′x′0 + kn′ avec k ∈ Z et x′0 est une solution particulière de
a′x ≡ 1 mod n′.

THÉORÈME 33. Dans le Théorème 22, l’isomorphisme est donné parψ : a mod nm 7−→ (a
mod n, a mod m) de réciproque ψ−1 : (a mod n, b mod m) 7−→ unb + vma mod nm
où l’on a choisit u, v ∈ Z tels que un+ vm = 1.

APPLICATION 34. Soit a, b ∈ Z et (S ) le système d’équations
{
x ≡ a mod n
x ≡ b mod m

d’inconnue
x ∈ Z. Si n ∧m = 1, alors
• on cherche une relation de BÉZOUT un+ vm = 1 avec u, v ∈ Z,
• on a alors une solution particulière de S : x0 = unb+ vma,
• les solutions de S sont les (x0 + knm)k∈Z.

EXEMPLE 35. Les solutions de
{
x ≡ 2 mod 3
x ≡ 4 mod 5 sont les (14 + 15k)k∈Z.

II. C. Résidus quadratiques modulo p
[Rom17, §13.6-7, p429–436] [Per96, §3.2, p72–76]

Soit p ∈ P . On note Fp le corps Z/pZ, puis F2
p =

{
x2 | x ∈ Fp

}
et F∗p2 = F2

p ∩ F∗p.

PROPOSITION 36. Si p = 2, alors F2
p = Fp. Sinon, on a

∣∣F2
p

∣∣ = p+1
2 .

APPLICATION 37. Pour a, b ∈ F∗p et c ∈ Fp, ax2 + by2 = c admet des solutions dans Fp.

On suppose dans la suite p impair.

LEMME 38. On a x ∈ F∗p
2 ⇐⇒ x

p−1
2 = 1.

EXEMPLE 39. Dans Z/7Z, 2 est un carré mais par 3.

On aimerait savoir rapidement si un entier adonné est un carré modulo p, donc savoir six2 ≡ a
mod p admet ou non une solution entière.

DÉfiNITION 40. [SYMBOLE DE LEGENDRE]
Soit a ∈ Z, on appelle symbole de LEGENDRE (de amodulo p) l’entier :

(
a

p

)
=

 1 si x2 ≡ a mod p est résoluble et p - a
0 si p | a
−1 sinon

PROPOSITION 41. On a
(
a
p

)
≡ a

p−1
2 mod p pour tout a ∈ Z.
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EXEMPLE 42. −1 est un carré modulo p si et seulement si p ≡ 1 mod 4.

PROPOSITION 43.
(
a
p

)
=
(
a+kp
p

)
pour tout a, k ∈ Z. On peut donc définir x ∈ Fp 7−→(

x
p

)
. C’est l’unique morphisme de groupes non trivial de (F∗p,×) vers ({±1} ,×).

REMARQUE 44. Pour a ∈ Z, le nombre de solutions de x2 = a dans Fp est 1 +
(
a
p

)
.

THÉORÈME 45. [LOI DE RÉCIPROCITÉ QUADRATIQUE]
Soient p 6= q des nombres premiers impairs. Alors

(
p
q

)(
q
p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .

PROPOSITION 46. Pour p premier impair, on a
(

2
p

)
= (−1)

p2−1
8 . Ainsi 2 est un carré modulo

p si et seulement si p ≡ ±1 mod 8.

On peut donc calculer
(
n
p

)
pour tout entier n.

EXEMPLE 47.
(

26
307

)
=
(

2
307

) (
13

307

)
= −(−1)

13−1
2

307−1
2
(

307
13

)
= −

(
8

13

)
= −

(
2

13

) (
4

13

)
= −1

Ainsi 26 n’est pas un carré modulo 307.

III. Applications aux polynômes et à la théorie des corps

III. A. Irréductibilité dans Z[X] et Q[X], réduction modulo p
[Rom17, §12.11.4, p381–383] [Per96, §3.3-3.4, p76–85] [FGN07, §5.16, p188–190]

PROPOSITION 48. Un polynôme de degré supérieur ou égal à 1 est irréductible dans Z[X]
si et seulement si il est de contenu 1 et irréductible dans Q[X].

PROPOSITION 49. [CRITÈRE D’EISENSTEIN]
Soit P =

∑r
i=0 aiX

i ∈ Z[X]. Soit p ∈ P . Si p - ar, ∀i < r, p | ai et p2 - a0, alors P est
irréductible dans Q[X].

EXEMPLE 50. Si m ∈ Z a un facteur premier sans carré alors Xn − m est irréductible dans
Z[X] pour tout n ∈ N.

PROPOSITION 51. Soit p ∈ P et P =
∑r
i=0 aiX

i ∈ Z[X]. Soit P la réduction de P modulo
p. Si p - an et si P est irréductible dans Fp[X], alors P est irréductible dans Q[X].

EXEMPLE 52. X3+462X2+2433X−67691 est irréductible dansZ[X], tout commeXp−X−1
pour tout p ∈ P .

DÉfiNITION 53. [POLYNÔMES CYCLOTOMIQUES]
On définit le n-ième polynôme cyclotomique Φn ∈ Cn[X] par Φn(X) =

∏
ζ∈U×n (X − ζ).

PROPOSITION 54. Φn ∈ Z[X].

THÉORÈME 55. Φn est irréductible sur Z et donc sur Q.

COROLLAIRE 56. On a [Q[e2iπ/n] : Q] = ϕ(n).

III. B. Corps finis [Per96, §3.2, p72–76] [Rom17, Ch13, p415]

PROPOSITION 57. Si K est un corps fini, sa caractéristique est un nombre premier p ∈ P et
son sous-corps premier est isomorphe à Fp.

COROLLAIRE 58. Si K est un corps fini, alors K est un Fp-espace vectorieloù p = car(K), de
cardinal pn où n = dimFp(K). De plus, tout sous-corps de K est de cardinal pd pour un d | n
et réciproquement pour tout d | n il existe un unique sous-corps de K de cardinal pd.

THÉORÈME 59. Il existe un corps fini à q = pn éléments pour tout p ∈ P, n ∈ N∗. Il s’agit du
corps de décomposition de Xq − X sur Fp ou de tout autre polynôme irréductible de Fp. Ce
corps est unique à isomorphisme près.

EXEMPLE 60. F2[X]/(X2 +X + 1) est un corps à 4 éléments de caractéristique 2.

COROLLAIRE 61. Tout corps de rupture d’un polynômeP irréductible sur Fp[X] est un corps
de décomposition de P sur Fp.
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SPEECH
Lorsque l’on fait de l’arithmétique dans Z, on s’intéresse rapidement à l’arithmétique modu-
laire, c’est-à-dire le reste d’un nombre modulo n. La puissance de l’arithmétique modulaire
provient surtout des di�érentes structures de Z/nZ, naturellement héritées de la structure de
Z.
Dans la première partie, on quotiente Z par nZ. Tout groupe cyclique est de ce type, et on
connaît précisément ses générateurs. En ajoutant la multiplication, on obtient une structure
d’anneau. On peut alors déterminer les inversibles de Z/nZ, ce qui set par exemple pour les
équations arithmétiques. Le cas particulier des corps (n premier) et le théorème chinois sont
des résultats très utiles.
Ensuite, on s’intéresse à l’arithmétique dansZ, avec le théorème de FERMAT, dont la réciproque
est fausse et les contre-exemples sont les nombres de CARMICHAËL. Les applications en crypto-
graphie sont importantes comme par exemple l’algorithme RSA, mais. De nombreux résultats
sur les équations diophantiennes découlent également de notre étude. Enfin le cas particulier
des corps mène à la loi de réciprocité quadratique afin de savoir rapidement si un nombre est
un carré ou non dans Z/pZ.
Enfin, l’étude de Z/nZ amène des avancées dans d’autres domaines de l’algèbre, notamment
des résultats d’irréductibilité de polynômes et la construction de tous les corps finis à partir
d’un polynôme à coe�icients dans Z/pZ.

COMMENTAIRES
Pour les tests de primalité et les algorithmes de chi�rement, voir aussi [Zé17].
Il faut connaître :
• les morphismes de groupes de Z/nZ dans Z/mZ s’identifient au groupe Z/(n ∧m)Z. Si
m | n le seul morphisme d’anneaux de Z/nZ dans Z/mZ est kn 7−→ km. Sinon, il n’y a
aucun morphisme,

• les diviseurs de 0 de l’anneau (Z/nZ,+,×) sont les k avec k ∧ n = 1. Les éléments nilpo-
tents forment l’idéal de Z/nZ engendré par p1 . . . pr où n = pα1

1 . . . pαrr ,
• savoir ce que devient le théorème chinois si n etm ne sont plus premiers entre eux,
• savoir que la réciproque du théorème de réduction modulo p pour les polynômes deZ[X]

est vraie : voir pourX4 + 1 dans [Per96].

QUESTIONS
Q Démontrer la proposition 7.
Q Quel est l’ordre maximal d’un élément de (Z/nZ× Z/mZ,+)?
R PPCM(m,n).
Q Quelle est la caractéristique de Z/aZ× Z/bZ pour a, b ∈ N? Et de

∏
k∈N∗ Z/kZ?

R PPCM(a, b) puis 0, bien que
∏
k∈N∗ Z/kZ « contienne » tous les Z/nZ.

Q Expliciter l’isomorphisme du théorème chinois.

Q Résoudre x⇐⇒ 1 mod 3, x ≡ 4 mod 5 et x ≡ 0 mod 7.
R On trouve une relation deBÉZOUT (3+5−7 = 1) ou on résout deux systèmes puis on ajoute

le troisième.
Q Quels sont les nilpotents de Z/nZ?
R Écrivons n =

∏r
i=1 p

αi
i . Si m ∈

∏r
i=1 piZ, alors m est nilpotent d’ordre au plus

max1≤i≤r αi. Réciproquement sim est nilpotent alors pour tout 1 ≤ i ≤ r, on a pi | m.
Attention : être nilpotent ne signifie pas être non inversible! Par exemple 2 dans Z/6Z n’est
ni nilpotent, ni inversible.

Q Condition nécessaire pour que P ∈ Z/nZ[X] soit inversible?
Q Soit n ≥ 2 et e premier avec ϕ(n). Montrer que Z/nZ∗ −→ Z/nZ∗, x 7−→ xe est une

bijection, et exhiber la réciproque (voir l’algorithme RSA).
Q Soient p, q premiers impairs, ψ : (Z/pqZ)∗ −→ (Z/pZ)∗ × (Z/qZ)∗ et E ={

x ∈ (Z/pqZ)∗ | 1 ≤ x < pq
2
}

. Déterminer Im(E).
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On désigne parP l’ensemble des nombres premiers.

I. Généralités et arithmétique dans Z [Rom17, Ch11, p301]

I. A. Nombres premiers et premiers entre eux

DÉfiNITION 1. [ENTIER PREMIER]
p ∈ N est dit premier (et on note p ∈ P) si p a exactement deux diviseurs positifs 1 et |p|.

REMARQUE 2. (Z,+,×) est euclidien donc principal, ses idéaux sont les (nZ)n∈N. Dire que
p ∈ P c’est dire que pZ est un idéal maximal.

EXEMPLE 3. Les premiers nombres premiers sont 2, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 17, . . . . Mais 6 = 2 × 3
n’est pas premier.

DÉfiNITION 4. [ENTIERS PREMIERS ENTRE EUX, DANS LEUR ENSEMBLE]
Deux entiers a et b sont dits premiers entre eux si le plus grand diviseur entier de a et b est 1.
Des entiers (ai)i∈I sont dits premiers dans leur ensemble si le plus grand diviseur entier de
chacun des (ai)i∈I est 1.

EXEMPLE 5. Si p ∈ P et a ∈ N, p et a sont premiers entre eux si et seulement si p - a.
{6, 10, 15} sont premiers dans leur ensemble bien que {6, 10}, {6, 15} et {10, 15}ne soient pas
premiers entre eux.

APPLICATION 6. Deux groupes de cardinaux premiers entre eux sont d’intersection triviale.

LEMME 7. [LEMME D’EUCLIDE] Tout entier n ∈ Z \ {−1, 0, 1} admet un diviseur premier.

THÉORÈME 8. [DÉCOMPOSITION EN PRODUIT DE FACTEURS PREMIERS]
Tout entier naturel n ≥ 2 se décompose de manière unique sous la forme n = pα1

1 . . . pαrr où
r ∈ N∗, p1 < p2 < · · · < pr ∈ P et (αi)1≤i≤r ∈ (N∗)r.

EXEMPLE 9. 1663200 = 25 × 33 × 52 × 7× 11.

I. B. Arithmétique [Rom17, Ch8, p231]

DÉfiNITION 10. [PGCD, PPCM] On définit le PGCD (resp. PPCM) d’une famille d’élé-
ments comme le plus grand diviseur (resp. le plus petit multiple) commun à chacun de ses
éléments.

APPLICATION 11. PGCD(10, 30) = 10, PGCD(2, 15) = 1, PPCM(2, 3, 5, 7) = 210.

APPLICATION 12. Calcul des PGCD et PPCM d’une famille d’éléments en fonction de leur
décomposition en produit de facteurs premiers. On pourra introduire les valuations p-adique.

THÉORÈME 13. [IDENTITÉ DE BÉZOUT]
Soit r ≥ 2 et (a1, . . . , ar) des entiers relatifs. Si δ = PGCD((ai)1≤i≤r), alors il existe des
entiers relatifs u1, . . . , ur tels que

∑r
i=1 uiai = δ.

Les (ai)1≤i≤r sont premiers entre eux si et seulement si il existe des entiers relatifs u1, . . . , ur
tels que

∑r
i=1 uiai = 1.

LEMME 14. [LEMME DE GAUSS] Soient a, b, c ∈ Z.
(i) Si a | bc et a ∧ b = 1, alors a | c.

(ii) Si a | bc et b ∧ c = 1, alors a | b et a | c.

APPLICATION 15. Pour p ∈ P et k ∈ J1, p− 1K, on a p |
(
p
k

)
.

I. C. Répartition des nombres premiers

THÉORÈME 16. P est de cardinal infini.

APPLICATION 17. Le crible d’ERATOSTHÈNEpermet de trouver tous les nombres premiers com-
pris entre 2 et un entier n > 2 fixé.

PROPOSITION 18. Il existe des segments de longueur arbitraire sans nombre premier.

THÉORÈME 19. (admis) Notons Π(n) = card(P ∩ J1, nK). Alors Π(n)/n ∼ 1
ln(n) .

II. Tests de primalité [Rom17, §10.2/11.5-6, p280–282/324–329] [Gou09, §1.4,
p34–37]

THÉORÈME 20. [THÉORÈME D’EULER] Soit a ∈ Z premier avec n. Alors aϕ(n) ≡ 1 mod n.

THÉORÈME 21. [PETIT THÉORÈME DE FERMAT]
Soit p ∈ P et a ∈ Z tels que p - a. Alors ap−1 ≡ 1 mod p.

REMARQUE 22. La réciproque est fausse! Par exemple avec 561. En revanche, pour tout
a ∈ Z, on a ap ≡ 1 mod p.
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DÉfiNITION 23. [NOMRE DE CARMICHAËL]
Un entiern > 1 non premier est deCARMICHAËL si ∀a ∈ Z, a∧n = 1 =⇒ an−1 ≡ 1 mod n.

PROPOSITION 24. Un nombre de CARMICHAËL est impair et sans facteur carré.

APPLICATION 25. [ALGORITHME RSA]
Alice veut envoyer un message privé à Bob.
• Bob choisit deux entiers premiers distincts p, q ∈ P et pose n = pq, puis il choisit ensuite
d, e ∈ Z tels que de ≡ 1 mod ϕ(n) (on a ϕ(n) = (p − 1)(q − 1) et il su�it de trouver d
premier à ϕ(n) et son inverse).

• Bob di�use la clé publique (n, d) à tout le monde et converse la clé secrète (n, e).
• Pour envoyer son messagem mod n, Alice envoie le message chi�réM ≡ md mod n.
• Bob déchi�re le messagem = Me mod n d’après le théorème d’EULER.

Le succès de cet algorithme réside dans la di�iculté de factorisation d’un entier.

THÉORÈME 26. [THÉORÈME DE WILSON] Si n ≥ 2, on a n ∈ P ⇐⇒ (n− 1)! ≡ −1 mod n.

III. Applications en algèbre

III. A. Théorie de SYLOW [Per96, §1.5, p18–20]

SoitG un groupe fini d’ordre n, et p ∈ P diviseur de n. On notera n = pam où p - m.

DÉfiNITION 27. [p-GROUPE, p-SOUS-GROUPE DE SYLOW]
Si n est une puissance de p (m = 1), on dit queG est un p-groupe.
Plus généralement, on appelle p-sous-groupe de SYLOW (ou p-SYLOW) un sous-groupe deG
de cardinal pa.

COROLLAIRE 28. [ÉQUATION AUX CLASSES]
Si |G| < +∞, choisissons pour chaque orbiteO un représentant xO. Alors on a :

|X| =
∑
O∈O |O| =

∑
O∈O

|G|
|Stab(xO)|

APPLICATION 29. Le centre d’un p-groupe non trivial est non trivial.

THÉORÈME 30. [THÉORÈME DE SYLOW 1] Il existe au moins un p-SYLOW dansG.

COROLLAIRE 31. Il existe au moins un sous-groupe deG d’ordre pi pour tout i ∈ J1, aK.

THÉORÈME 32. [THÉORÈME DE SYLOW 2]
(i) siH < G est un p-groupe, alors il existe un p-SYLOW S tel queH < S,

(ii) les p-SYLOW sont tous conjugués,
(iii) notons Σ le nombre de p-SYLOW deG. Alors Σ | m et Σ ≡ 1 mod p.

COROLLAIRE 33. Soit S un p-SYLOW deG. Alors S C G⇐⇒ S est l’unique p-SYLOW deG.

APPLICATION 34. Tout groupe d’ordre 63 ou 255 n’est pas simple.

III. B. Propriétés des corps finis [Per96, §3.2, p72–76] [Rom17, Ch13, p415]

Pour p ∈ P , on note Fp = Z/pZ.

DÉfiNITION 35. SoitA un anneau commutatif unitaire. Il existe un unique entier positif, ap-
pelé caractéristique deA, noté car(A), tel que le sous-anneau premier deA est isomorphe
à Z/ car(A)Z.

PROPOSITION 36. Si K est un corps fini, sa caractéristique est un nombre premier p ∈ P et
son sous-corps premier est isomorphe à Fp.

COROLLAIRE 37. Si K est un corps fini, alors K est un Fp-espace vectorieloù p = car(K), de
cardinal pn où n = dimFp(K). De plus, tout sous-corps de K est de cardinal pd pour un d | n
et réciproquement pour tout d | n il existe un unique sous-corps de K de cardinal pd.

THÉORÈME 38. Il existe un corps fini à q = pn éléments pour tout p ∈ P, n ∈ N∗. Il s’agit du
corps de décomposition de Xq − X sur Fp ou de tout autre polynôme irréductible de Fp. Ce
corps est unique à isomorphisme près. On le note Fq

EXEMPLE 39. F2[X]/(X2 +X + 1) est un corps à 4 éléments de caractéristique 2.

COROLLAIRE 40. Tout corps de rupture d’un polynômeP irréductible sur Fp[X] est un corps
de décomposition de P sur Fp.

DÉfiNITION 41. [MORPHISME DE FROBENIUS]
Frob : Fq −→ Fq, x 7−→ xp est un morphisme de corps appelé morphisme de FROBENIUS.

PROPOSITION 42. Frob est un automorphisme et les sous-corps de Fq sont exactement les
ensembles des points fixes de Frobd pour d | n.
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THÉORÈME 43. Frob est cyclique d’ordre n et on a Aut(Fq) = 〈Frob〉.

III. C. Résidus quadratiques modulo p
[Rom17, §13.6-7, p429–435] [Per96, §3.2, p72–76]

Soit p ∈ P . On note Fp le corps Z/pZ, puis F2
p =

{
x2 | x ∈ Fp

}
et F∗p2 = F2

p ∩ F∗p.

PROPOSITION 44. Si p = 2, alors F2
p = Fp. Sinon, on a

∣∣F2
p

∣∣ = p+1
2 .

APPLICATION 45. Pour a, b ∈ F∗p et c ∈ Fp, ax2 + by2 = c admet des solutions dans Fp.

On suppose dans la suite p impair.

LEMME 46. On a x ∈ F∗p
2 ⇐⇒ x

p−1
2 = 1.

EXEMPLE 47. Dans Z/7Z, 2 est un carré mais par 3.

On aimerait savoir rapidement si un entier adonné est un carré modulo p, donc savoir six2 ≡ a
mod p admet ou non une solution entière.

DÉfiNITION 48. [SYMBOLE DE LEGENDRE]
Soit a ∈ Z, on appelle symbole de LEGENDRE (de amodulo p) l’entier :

(
a

p

)
=

 1 si x2 ≡ a mod p est résoluble et p - a
0 si p | a
−1 sinon

PROPOSITION 49. On a
(
a
p

)
≡ a

p−1
2 mod p pour tout a ∈ Z.

EXEMPLE 50. −1 est un carré modulo p si et seulement si p ≡ 1 mod 4.

PROPOSITION 51.
(
a
p

)
=
(
a+kp
p

)
pour tout a, k ∈ Z. On peut donc définir x ∈ Fp 7−→(

x
p

)
. C’est l’unique morphisme de groupes non trivial de (F∗p,×) vers ({±1} ,×).

REMARQUE 52. Le nombre de solutions de x2 = a pour a ∈ Fp est 1 +
(
a
p

)
.

THÉORÈME 53. [LOI DE RÉCIPROCITÉ QUADRATIQUE]
Soient p 6= q des nombres premiers impairs. Alors

(
p
q

)(
q
p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .

PROPOSITION 54. Pour p premier impair, on a
(

2
p

)
= (−1)

p2−1
8 . Ainsi 2 est un carré modulo

p si et seulement si p ≡ ±1 mod 8.

On peut donc calculer
(
n
p

)
pour tout entier n :

EXEMPLE 55.
(

26
307

)
=
(

2
307

) (
13

307

)
= −(−1)

13−1
2

307−1
2
(

307
13

)
= −

(
8

13

)
= −

(
2

13

) (
4

13

)
= −1

Ainsi 26 n’est pas un carré modulo 307.

III. D. Irréductibilité dans Z[X] et Q[X], réduction modulo p
[Per96, §3.3-3.4, p76–85]

PROPOSITION 56. Un polynôme de degré supérieur ou égal à 1 est irréductible dans Z[X]
si et seulement si il est de contenu 1 et irréductible dans Q[X].

PROPOSITION 57. [CRITÈRE D’EISENSTEIN]
Soit P =

∑r
i=0 aiX

i ∈ Z[X]. Soit p ∈ P . Si p - ar, ∀i < r, p | ai et p2 - a0, alors P est
irréductible dans Q[X].

EXEMPLE 58. Si m ∈ Z a un facteur premier sans carré alors Xn − m est irréductible dans
Z[X] pour tout n ∈ N.

PROPOSITION 59. Soit p ∈ P et P =
∑r
i=0 aiX

i ∈ Z[X]. Soit P la réduction de P modulo
p. Si p - an et si P est irréductible dans Fp[X], alors P est irréductible dans Q[X].

EXEMPLE 60. X3+462X2+2433X−67691 est irréductible dansZ[X], tout commeXp−X−1
pour tout p ∈ P .

DÉfiNITION 61. [POLYNÔMES CYCLOTOMIQUES]
On définit le n-ième polynôme cyclotomique Φn ∈ Cn[X] par Φn(X) =

∏
ζ∈U×n (X − ζ).

PROPOSITION 62. Φn ∈ Z[X].

THÉORÈME 63. [IRRÉDUCTIBILITÉ DE Φn] Φn est irréductible sur Z et donc sur Q.
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SPEECH
Les nombres premiers apparaissent naturellement dans de nombreux domaines mathéma-
tiques. C’est pourquoi ils ont été étudié très tôt dans l’histoire des mathématiques.
La première partie contient les définitions de bases et la formulation équivalente en terme
d’idéaux. Le premier résultat important est la décomposition en facteurs premiers. Notons
aussi le lemme de GAUSS qui est fondamental en arithmétique. La répartition des nombres
premiers est un problème très étudié, de nombreux résultats sont connus, nous en rappelons
quelques uns.
Dans une deuxième partie, on s’intéresse aux applications des nombres premiers en arithmé-
tique avec notamment les théorèmes de FERMAT et de WILSON. Cela mène aujourd’hui aux al-
gorithmes de cryptographie qui s’appuient sur les nombres premiers.
Ensuite, on regarde les applications en algèbre, que ce soit en théorie des groupes avec les p-
SYLOW, mais aussi en théorie des corps avec la notion de caractéristique, la cardinal d’un corps
de caractéristique p . . . Le morphisme de FROBENIUS caractérise les sous-corps de Fq . On re-
garde ensuite les carrés dans un corps fini via la loi de réciprocité quadratique (en développe-
ment). Citons enfin des critères d’irréductibilité de polynômes sur des anneaux comme Z[X]
(critère d’EISENSTEIN) mais aussi l’irréductibilité des polynômes cyclotomiques (en développe-
ment) dont la preuve s’appuie sur les nombres premiers.
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122 ANNEAUX PRINCIPAUX. APPLICATIONS.

SoitA un anneau unitaire commutatif intègre et K un corps commutatif.

I. Arithmétique dans les anneaux
I. A. Vocabulaire [Per96, §II.3, p45] [Rom17, Ch7, p205]

DÉfiNITION 1. [IDÉAL]
I ⊂ A est un idéal si (I,+) est un sous-groupe de (A,+) et si ∀(a, i) ∈ A× I, ai ∈ I .

EXEMPLE 2. Pour a ∈ A, (a) = aA le plus petit idéal contenant a est dit principal.

DÉfiNITION 3. [DIVISIBILITÉ]
Pour a, b ∈ A, on dit que a divise b et on note a | b si ∃c ∈ A | b = ac, ou encore (b) ⊂ (a).

DÉfiNITION 4. [ÉLÉMENTS ASSOCIÉS]
a, b ∈ A sont dits associés si a | b et b | a (ou s’il existe u ∈ A× tel que a = ub).

REMARQUE 5. C’est une relation d’équivalence (notée∼). Deux éléments associés sont in-
discernables du point de vue de la divisibilité.

DÉfiNITION 6. [PREMIER, IRRÉDUCTIBLE] a ∈ A non inversible et non nul est dit :
• premier si pour tout b, c ∈ A tels que a | bc, alors a | b ou a | c,
• irréductible si pour tout b, c ∈ A tels que a = bc, alors b ∈ A× ou c ∈ A×.

PROPOSITION 7. Si a ∈ A est premier alors a est irréductible.

EXEMPLE 8. Dans Z, les éléments premiers sont les nombres premiers et leurs opposés, tout
comme les irréductibles (on a équivalence dans ce cas, comme on le verra plus loin).

DÉfiNITION 9. [PGCD, PPCM] Soient a, b ∈ A. On dit que
• d ∈ A est un PGCD de a et b et on note d = a ∧ b si ∀c ∈ A, c | a et c | b =⇒ c | d,
• m ∈ A est un PPCM de a et b et on notem = a ∨ b si ∀c ∈ A, a | c et b | c =⇒ m | c.

a et b sont dits premiers entre eux si a ∧ b = 1.

REMARQUE 10. L’existence de PGCD et PPCM n’est pas garantie en général. S’ils existent,
ils sont définis à un inversible près. On peut généraliser à une famille quelconque d’élé-
ments.

PROPOSITION 11. Deux PGCD (resp. PPCM) de a, b ∈ A sont associés.

I. B. Anneaux principaux [Per96, §2.3-4, p49–51] [Rom17, Ch8, p231] [Com98, Ch11,
p237]

DÉfiNITION 12. [ANNEAU PRINCIPAL]
A est dit principal si tous ses idéaux sont principaux (engendrés par un élément).

EXEMPLE 13. Z et K[X] sont principaux.

PROPOSITION 14. A[X] est principal si et seulement siA est un corps.

Soit désormaisA principal.

THÉORÈME 15. [THÉORÈME DE BACHET-BÉZOUT]
Soient a, b ∈ A∗. Alors il existe d ∈ A | (a, b) = (a) + (b) = (d). d est alors un PGCD de a et
b et il existe u, v ∈ A tels que au+ bv = d.

PROPOSITION 16. Soient a, b ∈ A∗. Alors il existem ∈ A | (a)∩ (b) = (m). On am = a∨ b.

REMARQUE 17. On peut là encore généraliser à toute famille finie d’éléments.

THÉORÈME 18. [THÉORÈMES DE GAUSS]
Soient a, b, c ∈ A∗. Si a | bc et a ∧ b = 1, alors a | c. Si ab | c et b ∧ c = 1, alors a | c.

THÉORÈME 19. [THÉORÈME DES RESTES CHINOIS]
Soient a1, . . . , ar ∈ A deux à deux premiers. Alors l’application φ : x mod a1 . . . ar 7−→ (x
mod ai)1≤i≤r est un isomorphisme d’anneaux deA/(a1 . . . ar) sur

∏r
i=1A/(ai).

REMARQUE 20. Si les (ai)1≤i≤r ne sont pas deux à deux premiers, le résultat est faux : par
exemple Z/4Z n’est pas isomorphe à (Z/2Z)2.

PROPOSITION 21. Soit p ∈ A∗. Alors p est irréductible si et seulement siA/(p) est intègre
si et seulement siA/(p) est un corps.

COROLLAIRE 22. Dans un anneau principal, premier équivaut à irréductible.
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PROPOSITION 23.
• Les irréductibles de C[X] sont les polynômes de degré 1.
• Les irréductibles de R[X] sont les polynômes de degré 1 et ceux de degré 2 sans racines.
• Q[X] possède des irréductibles de degré arbitrairement grand.

I. C. Anneau factoriel [Per96, §2.3, p47] [Rom17, §7.6/8.2, p217/237]

DÉfiNITION 24. [ANNEAU FACTORIEL]
Un anneauA est factoriel si pour tout a ∈ A∗ :
(E) il existe n ∈ N, p1, . . . , pn ∈ A irréductibles et u ∈ A× tels que a = up1 . . . pn.
(U) si de plus on peut aussi écrirea = vq1 . . . qr pour un r ∈ N, q1, . . . , qr ∈ A irréductibles

et v ∈ A×, alors r = n et il existe σ ∈ Sn tel que pi ∼ qσ(i) pour tout 1 ≤ i ≤ n.

PROPOSITION 25. Soit P un système de représentants d’éléments irréductibles à associa-
tion près. Alors tout élément a ∈ A∗ s’écrit de manière unique sous la forme (le produit ne
comporte qu’un nombre fini de termes distincts de 1) :

a = u
∏
p∈P p

vp(a) où u ∈ A× et vp(a) = max {n ∈ N | pn | a}

COROLLAIRE 26. Soit (ai)i∈I une famille d’éléments deA. Alors (ai)i∈I possède un PGCD
et si I est fini, (ai)i∈I possède un PPCM. On a :

PGCD((ai)i∈I) =
∏
p∈P p

mini∈I vp(ai) et PPCM((ai)i∈I) =
∏
p∈P p

maxi∈I vp(ai)

COROLLAIRE 27. Soient a, b ∈ A∗. Alors a | b⇐⇒ ∀p ∈ P, vp(a) ≤ vp(b).

PROPOSITION 28. Un anneau principal est factoriel.

EXEMPLE 29. Z est factoriel. Ainsi tout entier n ∈ Z∗ s’écrit de manière unique n =
ε
∏
p∈P p

vp(n) où ε = ±1 etP est l’ensemble des nombres premiers.

EXEMPLE 30. K[X] est factoriel. En particulier :
• pour P ∈ C[X], il existe a ∈ C, (λi)1≤i≤` ∈ C` distincts et (αi)1≤i≤` ∈ (N∗)` tels que

P = a
∏`
i=1(X − λi)αi

• pour P ∈ R[X], il existe a ∈ R,(λi)1≤i≤` ∈ R` distincts et (αi)1≤i≤` ∈ (N∗)`, puis
(µj , νj)1≤j≤m ∈ (R2)m distincts et (βj)1≤j≤m ∈ N∗ tels que µ2

j − 4νj < 0 pour tout j et

P = a
∏`
i=1(X − λi)αi

∏m
j=1(X2 + µjX + νj)βj

THÉORÈME 31. [THÉORÈME DE GAUSS] SiA est factoriel, alorsA[X] factoriel.

COROLLAIRE 32. SiA est factoriel alors pour tout n ∈ N,A[X1, . . . Xn] est factoriel.

EXEMPLE 33. Un anneau factoriel n’est pas nécessairement principal ! Considérer par exemple
Z[X] et (2, X) qui n’est pas principal.

II. Applications aux anneaux euclidiens

II. A. Généralités [Per96, §2.3-5, p50] [Rom17, Ch9, p257] [Com98, §11.2, p238]

DÉfiNITION 34. [STATHME, ANNEAU EUCLIDIEN]
Un stathme sur A est une application ϕ : A∗ −→ N telle que pour a, b ∈ A × A∗, il existe
q, r ∈ A tels que a = bq + r avec r = 0 ou ϕ(r) < ϕ(b).

EXEMPLE 35. Z muni de la valeur absolue et K[X] muni du degré sont euclidiens.

PROPOSITION 36. Un anneau euclidien est principal.

PROPOSITION 37. K[X] est euclidien.

APPLICATION 38. [ALGORITHME D’EUCLIDE] Dans un anneau euclidien, il existe un algorithme
permettant de trouver le PGCD de deux éléments.

PROPOSITION 39. Z[ 1+i
√

19
2 ] est principal mais non euclidien.

II. B. L’anneau des entiers de GAUSS
[Per96, §2.3, p50] [Rom17, §9.4.3, p263] [Com98, §11.6, p246]

DÉfiNITION 40. On note Z[i] = {a+ ib | a, b ∈ Z} l’ensemble des entiers de GAUSS.

PROPOSITION 41. Muni du stathmeN(a+ ib) = a2 + b2, Z[i] est euclidien.

PROPOSITION 42. Z[i]× = N−1({1}) = {±1,±i}.

On définit Σ =
{
n ∈ N | ∃a, b ∈ N | n = a2 + b2

}
. On cherche à quelle(s) condition(s) n ∈ Σ.

EXEMPLE 43. 0, 1, 2, 4, 5, 8, 9, 10 ∈ Σ mais pas 3, 6, 7, 11.
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LEMME 44. Σ est stable par produit.

LEMME 45. Si p ∈ P , alors p ∈ Σ⇐⇒ p ≡ 1, 2 mod 4.

THÉORÈME 46. [THÉORÈME DES DEUX CARRÉS DE FERMAT]
n ∈ Σ si et seulement si pour tout p ∈ P tel que p | n et p | 3 mod 4, alors 2 | vp(n).

PROPOSITION 47. Les irréductibles de Z[i] sont :
• les p ∈ P tels que p ≡ 3 mod 4,
• les a+ ib tels que a2 + b2 ∈ P .

III. Autres applications

III. A. Équations diophantiennes [Rom17, §8.3/10.4, p243/288]

THÉORÈME 48. Dans le Théorème 19, l’isomorphisme réciproque est ψ−1 : (xi
mod ai)1≤i≤r 7−→

∑r
i=1 xiuibi mod a1 . . . ar où bi = a/ai et

∑r
i=1 uibi = 1.

APPLICATION 49. Soit a, b, c ∈ A principal. On note d = a ∧ b = au + bv et on écrit a = da′

et b = db′. L’équation ax+ bv = c admet une solution si et seulement si d | c, disons c = dc′ et
dans ce cas les solutions sont de la forme (c′u+ kb′, c′v − ka′)k∈A.

REMARQUE 50. Dans le cas où l’anneau est euclidien, on peut déterminer u et v par l’algo-
rithme d’EUCLIDE.

APPLICATION 51. [LE CAS DE Z] Soient n,m ≥ 2. Soit a, b ∈ Z et (S ) le système d’équations{
x ≡ a mod n
x ≡ b mod m

d’inconnue x ∈ Z. Si n ∧m = 1, alors
• on cherche une relation de BÉZOUT un+ vm = 1 avec u, v ∈ Z,
• on a alors une solution particulière de S : x0 = unb+ vma,
• les solutions de S sont les (x0 + knm)k∈Z.

EXEMPLE 52. Les solutions de
{
x ≡ 2 mod 3
x ≡ 4 mod 5 sont les (14 + 15k)k∈Z.

III. B. Algèbre linéaire [MM16] [BMP05, §4.2.1, p158–161] [Gou09, §5.4, p224–226]

SoitM ∈Mn(K).

DÉfiNITION 53. [POLYNÔME MINIMAL]

L’application ϕM : K[X] −→ K[M ]
P 7−→ P (M) est un morphisme d’algèbres. Son noyau est un

idéal de K[X] principal donc est engendré par un unique polynôme unitaire πM appelé po-
lynôme minimal deM .

PROPOSITION 54. On a dim(K[M ]) = deg(πM ).

PROPOSITION 55. K[M ] est un corps si et seulement si πM est irréductible dans K[X].

LEMME 56. [LEMME DES NOYAUX]
Soit (Pi)1≤i≤r une famille de polynômes deux à deux premiers entre eux et f ∈ L(E). Alors
en posant P =

∏r
i=1 Pk, on a ker(P (f)) =

⊕r
i=1 ker(Pi(f)).

De plus, le projecteur de ker(P (f)) sur l’un de ces sous-espaces parallèlement à la somme des
autres est un polynôme en f .

EXEMPLE 57. En pratique, on utilise souvent ce lemme avec P annulateur de E. On obtient
alors une décomposition deE en sous-espaces stables, car ker(Q(f)) est stable par f pour tout
polynômeQ.

PROPOSITION 58. M est trigonalisable (resp. diagonalisable) si et seulement si πM est
scindé (resp. scindé racines simples).

THÉORÈME 59. [DÉCOMPOSITION DE DUNFORD]
Supposons M de polynôme caractéristique scindé. Alors il existe un unique couple (D,N) ∈
Mn(K)2 tel que D est diagonalisable, N est nilpotente, M = D + N et M commute avec
N .
De plus,D etN sont des polynômes enM .

DÉfiNITION 60. [ENDOMORPHISME SEMI-SIMPLE]
M est dite semi-simple si tout sous-espace vectoriel de KnM -stable admet un supplémen-
taireM -stable.

THÉORÈME 61. M est semi-simple si et seulement si πm est sans facteur carré.

EXEMPLE 62. SiM est nilpotente, alorsM est semi-simple si et seulement siM = 0.

ÉNS Paris-Saclay – 2018/2019 Antoine BARRIER – https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/ Page 41 sur 238

https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/


Agrégation – Leçons 122 – Anneaux principaux. Applications.

ANNEXE
Algorithme d’EUCLIDE
SoitA un anneau euclidien. L’algorithme d’EUCLIDE détermine le PGCD de deux éléments :

Entrée : a, b ∈ A, b 6= 0
Sortie : d, u, v tels que au+ bv = d et d = a ∧ b

Algorithme : u0 = 1, u1 = 0, v0 = 0, v1 = 1, r0 = a, r1 = b, i = 1
Tant que ri 6= 0 :

ri+1 ← ri−1 − qiri (division euclidienne de ri−1 par ri)
ui+1 ← ui−1 − qiui
vi+1 ← vi−1 − qivi
i← i+ 1

Renvoyer ri−1, ui−1, vi−1

SPEECH
On souhaite généraliser les propriétés des anneaux classiques, et notamment de Z (Z notam-
ment). Avant de parler du plan écrire au tableau les implications entre anneaux : euclidien im-
plique principal implique factoriel, puis expliquer que la notion de PGCD (et PPCM) définie sur
un anneau factoriel va profiter des propriétés des autres types d’anneaux.
Dans la première partie, on s’intéresse à l’arithmétique dans les anneaux, avec les définitions
d’idéal, d’idéal principal, d’élément premier, irréductible, de PGCD et de PPCM. On regarde
le cas des anneaux principaux avec le théorème de BACHET-BÉZOUT, l’existence d’un PPCM,
mais aussi théorème chinois qui permet par exemple de simplifier la résolution de systèmes de
congruences (cf troisième partie), mais aussi l’équivalence entre élément premier et irréduc-
tible. Enfin les anneaux factoriels permettent des manipulations algébriques plus simples, on
a une décomposition en produits irréductibles et théorème de GAUSS.
Ensuite, on s’intéresse aux anneaux euclidiens qui sont des exemples d’anneaux principaux
dans lesquels on a un algorithme permettant de trouver facilement le PGCD de deux éléments.
Le cas particulier de l’anneau des entiers de GAUSS sera étudié.
La dernière partie s’intéresse aux applications des anneaux principaux, que ce soit pour la ré-
solution d’équations diophantiennes via le théorème chinois dont on connaît la réciproque et
qui devient e�ectif dans un anneau eucliden, mais aussi en algèbre linéaire avec le lemme des
noyaux (principalité de K[X]) qui mène par exemple à la décomposition de DUNFORD.

QUESTIONS
Q Résoudre x2 + y2 = z2 d’inconnues x, y, z ∈ N.
R On va regarder cette équation dans Z[i].

Comme x, y, z ∈ N, on a d = PGCDZ(x, y, z) = PGCDZ[i](x, y, z) et on peut supposer

que d = 1 quitte à diviser les trois inconnues par d.
Soit z ∈ N et w = x + iy ∈ Z[i] tels que N(w) = z2. Soit a un diviseur de w et w. Alors
a | 2x = w − w et a | 2y = (w + w)/i.
On peut choisir a irréductible puisque x, y, z sont premiers entre eux, et alors a | 2 ou a | x.
Si a | 2, on a N(a) ∈ {1, 2, 4}. [. . . ] On finit par montrer que w ∧ w′ = 1 et on conclut en
considérant la décomposition de z en irréductibles de Z[i] [. . . ].

Q Décomposer 3 + j en irréductibles de Z[j].
R Les irréductibles de Z[j] sont (aux inversibles

{
±1,±j,±j2} près) :

– les p ∈ P tels que p ≡ 2 mod 3,
– les a+ bj ∈ Z[j] tels queN(a+ bj) ∈ P .

On calculeN(3 + j) = 7 ∈ P donc 3 + j est irréductible.
Q SoitA principal. Montrer qu’il existe v : A −→ N telle que

– v(a) = 0⇐⇒ a = 0,
– v(ab) ≥ v(a) pour a, b ∈ A, b 6= 0,
– si v(a) ≥ v(b) pour a, b ∈ A, b 6= 0, alors b | a ou ∃q, d ∈ A | 0 < v(ad− bq) < v(b).

R On prend pour v(a) le nombre de facteurs irréductibles comptés avec leur multiplicité. On
démontre le dernier point par l’absurde en utilisant l’identité de BÉZOUT.

Q L’ensemble des fonctions holomorphes sur un ouvert U est un anneau satisfaisant une re-
lation de BÉZOUT entre ses éléments. Montrer cependant qu’il n’est pas principal.

R On montre en fait qu’il n’est pas factoriel. On vérifie que si f holomorphe est irréductible,
alors nécessairement f n’a qu’un seul 0. On en déduit que toute fonction possédant une
infinité de 0 n’admet pas d’écriture finie en produit d’irréductibles (par exemple sin).

Q Trouver les nombres premiers s’écrivant sous la forme p = a2 + 2b2.
R a2 + 2b2 = (a + i

√
2b)(a − i

√
2b). On se place dans A = Z[i

√
2]. Le stathme N = |.|2

montre queA est principal. Puis on procède similairement au théorème des deux carrés.
Q C[X,Y ]/(Y 2 −X3) et C[X,Y ]/(X2 + Y 2 − 1) sont-ils principaux?
R Seul le second l’est!
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SoitP l’ensemble des nombres premiers. Les corps considérés seront supposés commutatifs.

I. Notion de corps fini [Per96, §3.2, p72–76] [Rom17, Ch13, p415]

I. A. Vocabulaire général sur les corps
Cloture algébrique unique à isomorphisme près (admis).
Corps de rupture / de décomposition.
Théorème deWEDDERBURN

I. B. Premiers résultats

DÉfiNITION 1. Un corps fini est un corps de cardinal fini.

PROPOSITION 2. Pour p ∈ P , Fp = Z/pZ est un corps fini à p éléments.

PROPOSITION 3. Soit K un corps. L’application Z −→ K,m 7−→ m1K est un morphisme
d’anneaux de noyau nZ pour un n ∈ N.

DÉfiNITION 4. L’image de cette application est un sous-corps de K appelé sous-corps pre-
mier. n est appelé caractéristique de K, noté car(K).

PROPOSITION 5. Si K est fini, on a car(K) ∈ P .

APPLICATION 6. Le sous-corps premier de K est alors isomorphe à Z/pZ.

Pour p ∈ P , on note Fp = Z/pZ.

COROLLAIRE 7. Si K est un corps fini de caractéristique p, alors K est un Fp-espace vectoriel
où p = car(K), de cardinal pn où n = dimFp(K).

APPLICATION 8. Il n’existe par de corps à 6 éléments.

I. C. Existence et unicité
Soit p ∈ P et n ∈ N∗. Soit q = pn.

DÉfiNITION 9. [MORPHISME DE FROBENIUS]
Soit K un corps de caractéristique p. Frob : K −→ K, x 7−→ xp est un morphisme de corps
appelé morphisme de FROBENIUS.

PROPOSITION 10. Frob est injectif et si K est fini, c’est un automorphisme.

PROPOSITION 11. Pour K = Fp, on a Frob = Id.

PROPOSITION 12. Soit Fp une clôture algébrique de Fp. Alors l’ensemble des racines de
Xpn −X dans Fp est un sous-corps de Fp à q = pn éléments, contenant Fp.

COROLLAIRE 13. Il existe un corps fini à q éléments, unique à isomorphisme près : c’est le
corps de décomposition deXq −X sur Fp. On le note Fq .

II. Eléments de structure [Per96, §III.2, p73]

II. A. Structure d’un corps fini
Fq est un Fp-espace vectoriel de dimension n, donc isomorphe à Fnp
F×q = F∗q est cyclique, donc isomorphe à (Z/(q − 1)Z,+)
Racine primitive, nombre de racines primitives
Élement primitif : une racine primitive est un élément primitif

II. B. Inclusion entre corps finis

PROPOSITION 14. Les sous-corps de Fpn sont les Fpd pour d | n.

THÉORÈME 15. [THÉORÈME DE LA BASE TÉLESCOPIQUE]
Soient K,L,M des corps, (ei)i∈I une base de L sur K, (fj)j∈J une base de M sur L. Alors
(eifj)(i,j)∈I×J est une base de M sur K.
En particulier, lorsque deux des degrés d’extensions sont finis, le troisième aussi et on a
[M : K] = [M : L][L : K].

APPLICATION 16. On a alors [Fpn : Fpd ] = n
d .

EXEMPLE 17. Schéma des inclusions des sous-corps de F220 .

II. C. Structure du groupe des isomorphismes [Rom17, §13.4, p426]

Aut(Fq) est un groupe de neutre id
Si f ∈ Aut(Fq), alors Fp ⊂ {x ∈ Fq | f(x) = x}
Aut(Fq) est cyclique d’ordre n, engendré par Frob
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III. Applications

III. A. Résolution d’équations de degré 2
[Rom17, §13.6–7, p429–435] [Per96, §III.2, p72–76]

Soit p ∈ P et q = pn où n ∈ N∗. On note F2
q =

{
x2 | x ∈ Fq

}
et F∗q2 = F2

q ∩ F∗q .

PROPOSITION 18. Si p = 2, alors F2
q = Fq . Sinon, on a

∣∣F2
q

∣∣ = q+1
2 .

APPLICATION 19. Pour a, b ∈ F∗p et c ∈ Fp, ax2 + by2 = c admet des solutions dans F2
p.

On suppose dans la suite p impair.

LEMME 20. On a x ∈ F∗q
2 ⇐⇒ x

q−1
2 = 1.

EXEMPLE 21. −1 est un carré modulo q si et seulement si q | 1 mod 4.

EXEMPLE 22. Dans Z/7Z, 2 est un carré mais par 3.
On aimerait savoir rapidement si un entier adonné est un carré modulo p, donc savoir six2 ≡ a
mod p admet ou non une solution entière.

DÉfiNITION 23. [SYMBOLE DE LEGENDRE]
Soit a ∈ Z, on appelle symbole de LEGENDRE (de amodulo p) l’entier :

(
a

p

)
=

 1 si x2 ≡ a mod p est résoluble et p - a
0 si p | a
−1 sinon

PROPOSITION 24. On a
(
a
p

)
≡ a

p−1
2 mod p pour tout a ∈ Z.

PROPOSITION 25.
(
a
p

)
=
(
a+kp
p

)
pour tout a, k ∈ Z. On peut donc définir x ∈ Fp 7−→(

x
p

)
. C’est l’unique morphisme de groupes non trivial de (F∗p,×) vers ({±1} ,×).

REMARQUE 26. Le nombre de solutions de x2 = a pour a ∈ Fp est 1 +
(
a
p

)
.

THÉORÈME 27. [LOI DE RÉCIPROCITÉ QUADRATIQUE]
Soient p 6= q des nombres premiers impairs. Alors

(
p
q

)(
q
p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .

PROPOSITION 28. Pour p premier impair, on a
(

2
p

)
= (−1)

p2−1
8 . Ainsi 2 est un carré modulo

p si et seulement si p ≡ ±1 mod 8.

On peut donc calculer
(
n
p

)
pour tout entier n :

EXEMPLE 29.
(

26
307

)
=
(

2
307

) (
13

307

)
= −(−1)

13−1
2

307−1
2
(

307
13

)
= −

(
8

13

)
= −

(
2

13

) (
4

13

)
= −1

Ainsi 26 n’est pas un carré modulo 307.

III. B. Irréductibilité dans Z[X] et Q[X], réduction modulo p
[Per96, §3.3-3.4, p76–85]

PROPOSITION 30. Un polynôme de degré supérieur ou égal à 1 est irréductible dans Z[X]
si et seulement si il est de contenu 1 et irréductible dans Q[X].

PROPOSITION 31. [CRITÈRE D’EISENSTEIN]
Soit P =

∑r
i=0 aiX

i ∈ Z[X]. Soit p ∈ P . Si p - ar, ∀i < r, p | ai et p2 - a0, alors P est
irréductible dans Q[X].

EXEMPLE 32. Si m ∈ Z a un facteur premier sans carré alors Xn − m est irréductible dans
Z[X] pour tout n ∈ N.

PROPOSITION 33. Soit p ∈ P et P =
∑r
i=0 aiX

i ∈ Z[X]. Soit P la réduction de P modulo
p. Si p - an et si P est irréductible dans Fp[X], alors P est irréductible dans Q[X].

EXEMPLE 34. X3+462X2+2433X−67691 est irréductible dansZ[X], tout commeXp−X−1
pour tout p ∈ P .

DÉfiNITION 35. [POLYNÔMES CYCLOTOMIQUES]
On définit le n-ième polynôme cyclotomique Φn ∈ Cn[X] par Φn(X) =

∏
ζ∈U×n (X − ζ).

PROPOSITION 36. Φn ∈ Z[X].

THÉORÈME 37. [IRRÉDUCTIBILITÉ DE Φn] Φn est irréductible sur Z et donc sur Q.

Liens entre irréductibilité et degré des extensions [Per96, p78–79]
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SPEECH
Dans la première partie, on essaie de comprendre ce qu’est un corps fini. Les outils principaux
étant les notions de caractéristique et de sous-corps premier, le morphisme de FROBENIUS. Cela
va mener à l’ unicité du corps de cardinal pd à isomorphisme près.
Ensuite, on regarde la structure de ces corps finis, avec notamment les racines primitives et
les éléments primitifs. Le problème est qu’il n’y a pas de méthode générale pour exhiber une
racine primitive. On s’intéresse aux sous-corps d’un corps fini et aux degrés des di�érentes ex-
tensions et on étudie également le lien entre les automorphismes du corps et le morphisme de
FROBENIUS.
La dernière partie s’intéresse aux applications des corps finis, avec la résolution d’équations
de degré 2 dans ces corps (loi de réciprocité quadratique), et les critères d’irréductibilité de
polynômes.

COMMENTAIRES
Voir aussi le [Dem09].
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I. Généralités sur les extensions de corps
[Per96, §III, p65] [Cog00, §2.1, p60–62]

On ne considère que des corps commutatifs.

DÉfiNITION 1. [EXTENSION DE CORPS, DEGRÉ]
Soient K et L deux corps tels que K ⊂ L. On dit que L est une extension de corps de K.
L est alors un K-e.v.. Lorsque dim(L) est fini, on note [L : K] = dim(L) et on l’appelle le
degré de L sur K. On dit alors que l’extension est finie.

EXEMPLE 2. R ⊂ C, Q ⊂ Q(i).

Une extension de corps est un espace vectoriel sur le corps de base. On note [L : K] le degré de
cet espace vectoriel (éventuellement infini). Exemples

THÉORÈME 3. [THÉORÈME DE LA BASE TÉLESCOPIQUE]
Soient K,L,M des corps, (ei)i∈I une base de L sur K, (fj)j∈J une base de M sur L. Alors
(eifj)(i,j)∈I×J est une base de M sur K. En particulier, lorsque deux des degrés d’extensions
sont finis, le troisième aussi et on a [M : K] = [M : L][L : K].

Sous-corps contenant une partie. Exemple

DÉfiNITION 4. [ÉLÉMENT ALGÉBRIQUE, TRANSCENDANT]
Soit L une extension de K, soit α ∈ L. Soit φ : K[T ] −→ L le morphisme d’anneaux tel que
φ|K = id et φ(T ) = α.
Si φ est injectif, on dit que α est transcendant sur K. Sinon, α ∈ L est algébrique sur K et
P ∈ K[X] unitaire tel que ker(φ) = (P ). P est appelé polynôme minimal de α.

EXEMPLE 5.
√

2, i sont algébriques sur Q. e et π sont transcendants sur Q.

THÉORÈME 6. [CARACTÉRISATION D’UN ALGÉBRIQUE]
Soit L une extension de K. Pour α ∈ L, on a :

α est algébrique sur K⇐⇒ K[α] = K(α)⇐⇒ dim(K[α]) < +∞

THÉORÈME 7. Pour tout entier n ∈ N et toute famille p1, . . . , pn d’entiers supérieurs ou
égaux à 2, tous sans facteur carré, et premiers deux à deux, on a :

[Q[{√pi}1≤i≤n] : Q] = 2n

Dans le cas transcendant, isomorphisme K[α] ' K[X] et K(α) ' K(X)
Extension algébrique
Lorsque [L : K] < +∞, l’extension est algébrique

II. Extensions de corps et polynômes [Per96, §III.1.c, p70]

II. A. Corps de rupture
Corps de rupture d’un polynôme irréductible
Il existe un unique corps de rupture à isomorphisme près.
Exemple de C, de Q[

√
2]

Degré du corps de rupture

II. B. Corps de décomposition
Corps de décomposition
Existence et unicité à isomorphisme près
Exemple de Q(i,

√
2)

Théorème de l’élément primitif

II. C. Clôture algébrique
Corps algébriquement clos. Formulations équivalentes
Théorème de D’ALEMBERT-GAUSS [Rom17, p378]
Application : toute matrice deMn(C) est trigonalisable
Polynôme ne s’annulant pas sur un corps fini→ tout corps fini n’est pas algébriquement clos
Clôture algébrique
Tout corps admet une clôture algébrique unique à isomorphisme près

III. Applications

III. A. Irréductibilité de polynômes et réduction
[Per96, §3.3-3.4, p76–85] [Rom17, §12.11.4, p381–383]

SoitA un anneau factoriel. On noteK = Frac(A)

PROPOSITION 8. Un polynôme de degré supérieur ou égal à 1 est irréductible dans A[X]
si et seulement si il est de contenu 1 et irréductible dansK[X].

PROPOSITION 9. [CRITÈRE D’EISENSTEIN]
Soit P =

∑n
i=0 aiX

i ∈ A[X]. Soit p ∈ A premier. Si p - an, ∀i < n, p | ai et p2 - a0, alors P
est irréductible dans Frac(A)[X].
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EXEMPLE 10. Si m ∈ Z a un facteur premier sans carré alors Xn − m est irréductible dans
Z[X] pour tout n ∈ N.

PROPOSITION 11. Soit I un idéal premier de A et B = A/I . Soit P =
∑r
i=0 aiX

i ∈ A[X]
etP la réduction deP modulo I . Si an dansB, et siP est irréductible surB ou Frac(B), alors
P est irréductible surK.

Que l’on reformule dans le casA = Z, I = (p),B = Fp :

PROPOSITION 12. Soit p ∈ P et P =
∑r
i=0 aiX

i ∈ Z[X]. Soit P la réduction de P modulo
p. Si p - an et si P est irréductible dans Fp[X], alors P est irréductible dans Q[X].

EXEMPLE 13. X3+462X2+2433X−67691 est irréductible dansZ[X], tout commeXp−X−1
pour tout p ∈ P .

Liens entre irréductibilité et degré des extensions [Per96, p78–79]

III. B. Cyclotomie [Per96, §3.4, p80] [Rom17, §12.11.5, p383]

Soit n ∈ N∗.

DÉfiNITION 14. [POLYNÔMES CYCLOTOMIQUES]
On définit le n-ième polynôme cyclotomique Φn ∈ Cn[X] par Φn(X) =

∏
ζ∈U×n (X − ζ).

PROPOSITION 15.
(i) Φn est unitaire de degré ϕ(n) = card({k ∈ [1, n] | k ∧ n = 1}).

(ii) Xn − 1 =
∏
d|n Φd. En particulier, si n est premier : Φn = Xn − 1.

COROLLAIRE 16.
• On en déduit la fameuse formule φ(n) =

∑
d | n φ(d).

• Pour n ≥ 2,
∑
ω∈Un ω = 0.

PROPOSITION 17. Φn ∈ Z[X].

THÉORÈME 18. Φn est irréductible sur Z et donc sur Q.

COROLLAIRE 19. On a [Q[e2iπ/n] : Q] = ϕ(n).

ANNEXE
Schémas d’extensions de corps avec leur degré.
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126 EXEMPLES D’ÉQUATIONS EN ARITHMÉTIQUE.

Définition d’une équation diophantienne [Com98, §12.7, p273]

I. Équations diophantiennes linéaires [Rom17, §10.4, p288]

Cas de l’équation ax = b
PGCD d’une famille d’éléments, algorithme d’EUCLIDE, théorème de BACHET-BÉZOUT
Lemmes d’EUCLIDE, de GAUSS sur la divisibilité d’un produit
Équation ax+ny = c, réécrite ax ≡ c mod n : ensemble des solutions, existence ssi a∧n | b,
dans ce cas une solution particulière est donnée par l’identité de BÉZOUT, exemples
Soient n,m ≥ 2.

THÉORÈME 1. Soit a ∈ N∗, b ∈ Z. On note δ = a ∧ n et on écrit a = δa′ et n = δn′.
L’équation ax ≡ b mod n a des solutions entières si et seulement si δ | b et dans ce cas, si
b = δb′, les solutions sont les b′x′0 + kn′ avec k ∈ Z et x′0 est une solution particulière de
a′x ≡ 1 mod n′.

Généralisation à
∑
aixi = b : calcul par récurrence d’une solution

Équivalent du nombre de solutions Sn de
∑
αini = n [Gou08, §4.4, p249]

II. Systèmes de congruence [Rom17, §10.3-4, p283–290]

THÉORÈME 2. [THÉORÈME DES RESTES CHINOIS]
Soient n1, . . . , nr ∈ N des entiers distincts. Ces entiers sont premiers entre eux
si et seulement si Z/nZ et

∏r
j=1 Z/njZ sont isomorphes, oùn =

∏r
j=1 nj . Plus précisément,

l’application φ : kn 7−→ (kni)1≤i≤r est un isomorphisme d’anneaux.

EXEMPLE 3. Z/4Z n’est pas isomorphe à (Z/2Z)2.

THÉORÈME 4. L’isomorphisme inverse est donné par (ki
ni)1≤i≤r 7−→

∑r
j=1 kjuj

n
nj

n
où

l’on a choisit (uj)1≤j≤r tels que
∑r
j=1 uj

n
nj

= 1.

Soient n,m ≥ 2.

APPLICATION 5. Soit a, b ∈ Z et (S ) le système d’équations
{
x ≡ a mod n
x ≡ b mod m

d’inconnue
x ∈ Z. Si n ∧m = 1, alors
• on cherche une relation de BÉZOUT un+ vm = 1 avec u, v ∈ Z,
• on a alors une solution particulière de S : x0 = unb+ vma,
• les solutions de S sont les (x0 + knm)k∈Z.

EXEMPLE 6. Les solutions de
{
x ≡ 2 mod 3
x ≡ 4 mod 5 sont les (14 + 15k)k∈Z.

III. Nombres premiers et équations diophantiennes
Théorème de DIRICHLET (faible) : existence d’un nombre infini de nombres premiers d’une cer-
taine forme

III. A. Réduction [Rom17, §13.6-7, p429–436] [Per96, §3.2, p72–76]

Soit p ∈ P . On peut regarder l’équation modulo p.
S’il n’y a pas de solution dans Z/pZ, il n’y en a pas non plus sur Z.
Soit p ∈ P . On note Fp le corps Z/pZ, puis F2

p =
{
x2 | x ∈ Fp

}
et F∗p2 = F2

p ∩ F∗p.

PROPOSITION 7. Si p = 2, alors F2
p = Fp. Sinon, on a

∣∣F2
p

∣∣ = p+1
2 .

On suppose dans la suite p impair.

LEMME 8. On a x ∈ F∗p
2 ⇐⇒ x

p−1
2 = 1.

EXEMPLE 9. Dans Z/7Z, 2 est un carré mais par 3.

On aimerait savoir rapidement si un entier adonné est un carré modulo p, donc savoir six2 ≡ a
mod p admet ou non une solution entière.

DÉfiNITION 10. [SYMBOLE DE LEGENDRE]
Soit a ∈ Z, on appelle symbole de LEGENDRE (de amodulo p) l’entier :

(
a

p

)
=

 1 si x2 ≡ a mod p est résoluble et p - a
0 si p | a
−1 sinon

PROPOSITION 11. On a
(
a
p

)
≡ a

p−1
2 mod p pour tout a ∈ Z.

EXEMPLE 12. −1 est un carré modulo p si et seulement si p ≡ 1 mod 4. Donc x2 + 1 = p n’a
pas de solution pour p ≡ 3 mod 4.
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PROPOSITION 13.
(
a
p

)
=
(
a+kp
p

)
pour tout a, k ∈ Z. On peut donc définir x ∈ Fp 7−→(

x
p

)
. C’est l’unique morphisme de groupes non trivial de (F∗p,×) vers ({±1} ,×).

APPLICATION 14. Pour a ∈ Z, le nombre de solutions de x2 = a dans Fp est 1 +
(
a
p

)
.

APPLICATION 15. Pour a, b ∈ F∗p et c ∈ Fp, ax2 + by2 = c admet des solutions dans Fp.

Exemple : x2 + y2 = pz2 selon p mod 4 [Com98, §12.7, p275]

THÉORÈME 16. [LOI DE RÉCIPROCITÉ QUADRATIQUE]
Soient p 6= q des nombres premiers impairs. Alors

(
p
q

)(
q
p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .

PROPOSITION 17. Pour p premier impair, on a
(

2
p

)
= (−1)

p2−1
8 . Ainsi 2 est un carré modulo

p si et seulement si p ≡ ±1 mod 8.

On peut donc calculer
(
n
p

)
pour tout entier n.

EXEMPLE 18.
(

26
307

)
=
(

2
307

) (
13

307

)
= −(−1)

13−1
2

307−1
2
(

307
13

)
= −

(
8

13

)
= −

(
2

13

) (
4

13

)
= −1

Ainsi 26 n’est pas un carré modulo 307.

x2 + py = r avec p premier impair er p - r, alors on a une solution si et seulement si
(
q
p

)
= 1

et dans ce cas on a une paramétrisation de l’ensemble des solutions

IV. Équations diophantiennes non linéaires

IV. A. Exemples de résolutions [Com98, §12.7, p273] [FGN07, §4.39, p167]

Solutions de x2 + y2 = z2

Méthode de descente infinie, exemple de x4 + y4 = z2 ou z4

Autre exemple [FGN07, §4.38, p165]

THÉORÈME 19. [THÉORÈME DE SOPHIE GERMAIN]
Soit p un nombre premier impair tel que q = 2p + 1 est premier. Alors il n’existe pas de
triplet (x, y, z) ∈ Z3 tel que p - xyz et xp + yp + qp = 0.

Théorème de FERMAT

IV. B. L’anneau des entiers de GAUSS [Per96, §2.3, p50] [Rom17, §9.4.3, p263]

DÉfiNITION 20. On note Z[i] = {a+ ib | a, b ∈ Z} l’ensemble des entiers de GAUSS.

PROPOSITION 21. Muni du stathmeN(a+ ib) = a2 + b2, Z[i] est euclidien.

PROPOSITION 22. Z[i]× = N−1({1}) = {±1,±i}.

On définit Σ =
{
n ∈ N | ∃a, b ∈ N | n = a2 + b2

}
. On cherche à quelle(s) condition(s) n ∈ Σ.

EXEMPLE 23. 0, 1, 2, 4, 5, 8, 9, 10 ∈ Σ mais pas 3, 6, 7, 11.

LEMME 24. Σ est stable par produit.

LEMME 25. Si p ∈ P , alors p ∈ Σ⇐⇒ p ≡ 1, 2 mod 4.

THÉORÈME 26. [THÉORÈME DES DEUX CARRÉS DE FERMAT]
n ∈ Σ si et seulement si pour tout p ∈ P tel que p | n et p | 3 mod 4, alors 2 | vp(n).

PROPOSITION 27. Les irréductibles de Z[i] sont :
• les p ∈ P tels que p ≡ 3 mod 4,
• les a+ ib tels que a2 + b2 ∈ P .

Généralisation : anneaux quadratiques [Duv07, Ch5, p47]
Ou encore théorème des quatre carrés deLAGRANGE : tout nombre entier est somme de 4 carrés.
[Duv07, §6.6, p73] [FGN07, §4.36, p162]
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QUESTIONS
Q On s’intéresse à y2 = x3 − x et au nombre de points de cette courbe sur Fp. On noteNp le

nombre de solutions. Montrer que Np = p +
∑
x∈Fp

(
x3−x
p

)
. Calculer N7. Montrer en fait

que pour p ≡ 3 mod 4, on aNp = p.

R On utilise le fait que card(
{
y2 = a | y ∈ Fp

}
) = 1 +

(
a
p

)
. On a :

Np =
∑
x

card(
{
y2 = x3 − x

}
| y ∈ Fp) =

∑
x

1 +
(
x3 − x
p

)
= p+

∑
x∈Fp

(
x3 − x
p

)

Pour calculer N7, on calcule les
(
x3−x

7

)
pour x ∈ F7, on obtient dans l’ordre pour x =

0, . . . , 6 : 0, 1,−1,−1, 1, 1,−1, d’oùN7 = 7.
Si p ≡ 3 mod 4, on a pour f impaire :

(
f(−x)
p

)
=
(
−f(x)
p

)
=
(
−1
p

)(
f
p

)
= −

(
f(x)
p

)
ce

qui assure que la somme est nulle dans la formule deNp, et ainsiNp = p.
Q Que dire de f : x −→ 1+x

1−x pour x ∈ Fp \ {1}.
R L’application est-elle injective? si f(x) = f(y), on a (1 + x)(1− y) = (1− x)(1 + y) donc

2x = 2y puis x = y si p ≥ 3. Supposons p ≥ 3. L’application est injective et son image est
Fp privée d’un point :−1 puisque 1 + x = x− 1 n’a pas de solution.

Q En déduire le nombre de solutions de x2 + y2 = 1?
R Écrivons x2 = 1− y2 = 1+y

1−y (1− y)2. Donc :

Np = p+
∑
y

(
1− y2

p

)
= p+ 0 +

∑
y 6=1

( 1+y
1−y

p

)
= p+

∑
z 6=−1

(
z

p

)
= p−

(
−1
p

)

BIBLIOGRAPHIE
[Com98] F. COMBES : Algèbre et géométrie. Bréal, 1998.

[Duv07] D. DUVERNEY : Théorie des nombres. Dunod, 2007.

[FGN07] S. FRANCINOU, H. GIANELLA et S. NICOLAS : Oraux X-ENS - Algèbre 1. Cassini, 2007.

[Gou08] X. GOURDON : Les maths en tête - Analyse. Ellipses, 2ème édition, 2008.

[Per96] D. PERRIN : Cours d’algèbre. Ellipses, 1996.

[Rom17] J.-E. ROMBALDI : Mathématiques pour l’agrégation : Algèbre et géométrie. De Boeck,
2017.

ÉNS Paris-Saclay – 2018/2019 Antoine BARRIER – https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/ Page 50 sur 238

https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/


141 POLYNÔMES IRRÉDUCTIBLES À UNE INDÉTERMINÉE. CORPS DE RUPTURE. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

Soit K un corps etA un anneau intègre, tous deux commutatifs.

I. Polynômes irréductibles [Per96, §II.3/III.3, p45–53/76] [Rom17, §12.8, p368]

I. A. Irréductibilité
Définition de l’irréductibilité de polynômes
Dans le cas d’un corps : simplification de l’irréductibilité, cas des polynômes de degré 1,
exemples, lien entre réductibilité et existence de racines pour deg(P ) ≤ 3
Lemme d’EUCLIDE pour A[X] principal/factoriel, exemple de (X2 + 1)2 réductible sur R[X]
bien qu’il n’admette pas de racine
Décomposition en produit d’irréductibles
Il y a une infinité de polynômes irréductibles

I. B. Propriétés deA[X] [Per96, §II.4, p50]

A[X] principal correspond àA est un corps
A factoriel impliqueA[X] factoriel
Notion de contenu, polynôme primitif, lemme de GAUSS
Dans un corps : P irréductible si et seulement si (P ) maximal

I. C. Critères d’irréductibilité [FGN07, §5.16, p188–190]

On suppose queA est un anneau factoriel
Lien entre les irréductibles deA et les irréductibles de Frac(A)

PROPOSITION 1. [CRITÈRE D’EISENSTEIN]
Soit P =

∑n
i=0 aiX

i ∈ A[X]. Soit p ∈ A premier. Si p - an, ∀i < n, p | ai et p2 - a0, alors
P est irréductible dans Frac(A)[X].

EXEMPLE 2. Sim ∈ Z a un facteur premier sans carré alorsXn−m est irréductible dansZ[X]
pour tout n ∈ N.

PROPOSITION 3. Soit I un idéal premier deA etB = A/I . Soit P =
∑r
i=0 aiX

i ∈ A[X] et
P la réduction deP modulo I . Si an dansB, et siP est irréductible surB ou Frac(B), alorsP
est irréductible surK.

Que l’on reformule dans le casA = Z, I = (p),B = Fp :

PROPOSITION 4. Soit p ∈ P et P =
∑r
i=0 aiX

i ∈ Z[X]. Soit P la réduction de P modulo
p. Si p - an et si P est irréductible dans Fp[X], alors P est irréductible dans Q[X].

EXEMPLE 5. X3+462X2+2433X−67691 est irréductible dansZ[X], tout commeXp−X−1
pour tout p ∈ P .

Cependant la réciproque est fausse, mais dans certains cas particuliers on peut s’en tirer en
jonglant entre les corps utilisés

II. Extensions de corps et polynômes

II. A. Extensions de corps [Per96, §III.1, p65–66]

On ne considère que des corps commutatifs.

DÉfiNITION 6. [EXTENSION DE CORPS, DEGRÉ]
Soient K et L deux corps tels que K ⊂ L. On dit que L est une extension de corps de K.
L est alors un K-e.v.. Lorsque dim(L) est fini, on note [L : K] = dim(L) et on l’appelle le
degré de L sur K. On dit alors que l’extension est finie.

EXEMPLE 7. R ⊂ C, Q ⊂ Q(i).

Degré d’une extension, exemples

THÉORÈME 8. [THÉORÈME DE LA BASE TÉLESCOPIQUE]
Soient K,L,M des corps, (ei)i∈I une base de L sur K, (fj)j∈J une base de M sur L. Alors
(eifj)(i,j)∈I×J est une base de M sur K. En particulier, lorsque deux des degrés d’extensions
sont finis, le troisième aussi et on a [M : K] = [M : L][L : K].

DÉfiNITION 9. [ÉLÉMENT ALGÉBRIQUE, TRANSCENDANT]
Soit L une extension de K, soit α ∈ L. Soit φ : K[T ] −→ L le morphisme d’anneaux tel que
φ|K = id et φ(T ) = α.
Si φ est injectif, on dit que α est transcendant sur K. Sinon, α ∈ L est algébrique sur K et
P ∈ K[X] unitaire tel que ker(φ) = (P ). P est appelé polynôme minimal de α.

EXEMPLE 10.
√

2, i sont algébriques sur Q. e et π sont transcendants sur Q.

THÉORÈME 11. [CARACTÉRISATION D’UN ALGÉBRIQUE]
Soit L une extension de K. Pour α ∈ L, on a :

α est algébrique sur K⇐⇒ K[α] = K(α)⇐⇒ dim(K[α]) < +∞

Liens entre irréductibilité et degré des extensions [Per96, §III.3, p77–79]
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II. B. Corps de rupture et de décomposition [Per96, §III.1.c, p70]

Corps de rupture d’un polynôme irréductible, existence et unicité à isomorphisme près.
Exemple de C, de Q[

√
2]

Degré du corps de rupture
Corps de décomposition, existence et unicité à isomorphisme près
Exemple de Q(i,

√
2)

Théorème de l’élément primitif

II. C. Cloture algébrique [Per96, §III.1.c, p70]

Extension algébrique, corps algébriquement clos, formulations équivalentes
Théorème de D’ALEMBERT-GAUSS [Rom17, p378]
Application : toute matrice deMn(C) est trigonalisable
Polynôme ne s’annulant pas sur un corps fini→ tout corps fini n’est pas algébriquement clos
Clôture algébrique, tout corps admet une clôture algébrique unique à isomorphisme près

III. Polynômes cyclotomiques [Per96, §3.4, p80] [Rom17, §12.11.5, p383]

Soit n ∈ N∗.

DÉfiNITION 12. [POLYNÔMES CYCLOTOMIQUES]
On définit le n-ième polynôme cyclotomique Φn ∈ Cn[X] par Φn(X) =

∏
ζ∈U×n (X − ζ).

PROPOSITION 13.
(i) Φn est unitaire de degré ϕ(n) = card({k ∈ [1, n] | k ∧ n = 1}).

(ii) Xn − 1 =
∏
d|n Φd. En particulier, si n est premier : Φn = Xn − 1.

COROLLAIRE 14.
• On en déduit la fameuse formule φ(n) =

∑
d | n φ(d).

• Pour n ≥ 2,
∑
ω∈Un ω = 0.

PROPOSITION 15. Φn ∈ Z[X].

THÉORÈME 16. Φn est irréductible sur Z et donc sur Q.

COROLLAIRE 17. On a [Q[e2iπ/n] : Q] = ϕ(n).

APPLICATION 18. Théorème de DIRICHLET faible

COMMENTAIRES
Autres références : [BMP05, Gou09].

QUESTIONS
Q X4 + 1 est-il irréductible?
R Oui, il n’a pas de racine et on peut appliquer le critère d’EISENSTEIN à (X + 1)4 + 1 avec
p = 2.

Q X4 + 1 est-il irréductible sur Fp ?
R Sur Fp2 cyclique,X8 − 1 = (X4 + 1)(X4 − 1) et 8 | (p2 − 1) = (p− 1)(p+ 1).
Q Peut-on construire une famille de polynômes (Xn + a)n irréductibles sur Q pour tout n?
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142 PGCD ET PPCM, ALGORITHMES DE CALCUL. APPLICATIONS.

SoitA un anneau unitaire commutatif intègre et K un corps.

I. Notion de PGCD et de PPCM sur un anneau factoriel
I. A. Généralités [Per96, §II.3, p45] [Rom17, Ch7, p205]

DÉfiNITION 1. [DIVISIBILITÉ]
Pour a, b ∈ A, on dit que a divise b et on note a | b si ∃c ∈ A | b = ac, ou encore (b) ⊂ (a).

DÉfiNITION 2. [ÉLÉMENTS ASSOCIÉS]
a, b ∈ A sont dits associés si a | b et b | a (ou s’il existe u ∈ A× tel que a = ub).

REMARQUE 3. C’est une relation d’équivalence (notée∼). Deux éléments associés sont in-
discernables du point de vue de la divisibilité.

DÉfiNITION 4. [IRRÉDUCTIBLE] a ∈ A non inversible et non nul est dit irréductible si pour
tout b, c ∈ A tels que a = bc, alors b ∈ A× ou c ∈ A×.

EXEMPLE 5. Dans Z, les éléments irréductibles sont les nombres premiers et leurs opposés.

DÉfiNITION 6. [PGCD, PPCM] Soient a, b ∈ A. On dit que
• d ∈ A est un PGCD de a et b et on note d = a ∧ b si ∀c ∈ A, c | a et c | b =⇒ c | d,
• m ∈ A est un PPCM de a et b et on notem = a ∨ b si ∀c ∈ A, a | c et b | c =⇒ m | c.

a et b sont dits premiers entre eux si a ∧ b = 1.

REMARQUE 7. L’existence de PGCD et PPCM n’est pas garantie en général. S’ils existent, ils
sont définis à un inversible près. On peut généraliser à une famille quelconque d’éléments.

PROPOSITION 8. Deux PGCD (resp. PPCM) de a, b ∈ A sont associés.

Anneau factoriel, propriété d’existence et d’unicité. Dans la suiteA est factoriel.
Écriture en produit d’irréductibles, valuation p-adique

EXEMPLE 9. Z et K[X] sont factoriels.

Existence de PGCD, PPCM, expression en fonction des décompositions en produit d’irréduc-
tibles, expression en terme d’idéaux→ ok pour le PPCM mais pas pour le PGCD (l’anneau
n’est pas nécessairement principal ! )
Application pour le PPCM : dans un groupe, il existe un élément d’ordre l’exposant du groupe
Lemmes de GAUSS

Exemples dans Z, dans les anneaux de polynômes.
On a (a ∧ b)(a ∨ b) = ab et a ∧ (b ∨ a) = a = a ∨ (b ∧ a)

I. B. Contenu d’un polynôme [FGN07, §5.16, p188–190] [Per96, p51]

Contenu, lemme de GAUSS

PROPOSITION 10. [CRITÈRE D’EISENSTEIN]
Soit A un anneau factoriel. Soit P =

∑n
i=0 aiX

i ∈ A[X]. Soit p ∈ A premier. Si p - an,
∀i < n, p | ai et p2 - a0, alors P est irréductible dans Frac(A)[X].

Théorème de GAUSS :A[X] factoriel siA l’est

II. Vers le théorème de BÉZOUT : PGCD sur un anneau principal
[Rom17, §8.2, p237] [Per96, §II.3.e, p49]

Anneau principal, exemple de Z, de K[X]
K[X,Y ] est factoriel non principal
SiA est principal, on a bien (a∧ b) = (a) + (b) (théorème de BÉZOUT). En particulier condition
pour que a et b soient premiers entre eux! Exemples
Généralisation à une famille d’éléments
Application : lemme des noyaux

III. Algorithmes de calcul dans les anneaux euclidiens

III. A. Obtention du PGCD [Rom17, §9.2, p260]

Anneau euclidien, stathme, exemple de K[X] avec le degré
Euclidien implique principal implique factoriel
Exemple d’anneau principal non euclidien
Algorithme d’EUCLIDE : on utilise la division euclidienne en s’appuyant sur le fait que si a =
bq + r avec r 6= 0 alors a ∧ b = b ∧ r
Exemple d’application de l’algorithme

III. B. Recherche d’une relation de BÉZOUT
Algorithme d’EUCLIDE étendu : en remontant dans l’algorithme, on obtient une relation de BÉ-
ZOUT.
Exemple avec le PGCD de polynômes
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IV. Applications aux équations en arithmétique

IV. A. Équations diophantiennes [Rom17, §10.4, p288] [FGN07, §4.39, p167]

Définition d’une équation diophantienne [Com98, §12.7, p273]
Cas de l’équation ax = b
Équation ax+ ny = c, réécrite ax ≡ c mod n : ensemble des solutions, existence si et seule-
ment si a ∧ n | b, dans ce cas une solution particulière est donnée par l’identité de BÉZOUT,
exemples
Soient n,m ≥ 2.

THÉORÈME 11. Soit a ∈ N∗, b ∈ Z. On note δ = a ∧ n et on écrit a = δa′ et n = δn′.
L’équation ax ≡ b mod n a des solutions entières si et seulement si δ | b et dans ce cas, si
b = δb′, les solutions sont les b′x′0 + kn′ avec k ∈ Z et x′0 est une solution particulière de
a′x ≡ 1 mod n′.

Généralisation à
∑
aixi = b : calcul par récurrence d’une solution

THÉORÈME 12. [THÉORÈME DE SOPHIE GERMAIN]
Soit p un nombre premier impair tel que q = 2p + 1 est premier. Alors il n’existe pas de
triplet (x, y, z) ∈ Z3 tel que p - xyz et xp + yp + qp = 0.

IV. B. Systèmes de congruence [Rom17, §10.3-4, p283–290]

THÉORÈME 13. [THÉORÈME DES RESTES CHINOIS]
Soient n1, . . . , nr ∈ N des entiers distincts. Ces entiers sont premiers entre eux
si et seulement si Z/nZ et

∏r
j=1 Z/njZ sont isomorphes, oùn =

∏r
j=1 nj . Plus précisément,

l’application φ : kn 7−→ (kni)1≤i≤r est un isomorphisme d’anneaux.

EXEMPLE 14. Z/4Z n’est pas isomorphe à (Z/2Z)2.

THÉORÈME 15. L’isomorphisme inverse est donné par (ki
ni)1≤i≤r 7−→

∑r
j=1 kjuj

n
nj

n
où

l’on a choisit (uj)1≤j≤r tels que
∑r
j=1 uj

n
nj

= 1.

Soient n,m ≥ 2.

APPLICATION 16. Soit a, b ∈ Z et (S ) le système d’équations
{
x ≡ a mod n
x ≡ b mod m

d’inconnue
x ∈ Z. Si n ∧m = 1, alors
• on cherche une relation de BÉZOUT un+ vm = 1 avec u, v ∈ Z,
• on a alors une solution particulière de S : x0 = unb+ vma,
• les solutions de S sont les (x0 + knm)k∈Z.

EXEMPLE 17. Les solutions de
{
x ≡ 2 mod 3
x ≡ 4 mod 5 sont les (14 + 15k)k∈Z.
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ANNEXE
Algorithme d’EUCLIDE
SoitA un anneau euclidien. L’algorithme d’EUCLIDE détermine le PGCD de deux éléments :

Entrée : a, b ∈ A, b 6= 0
Sortie : d, u, v tels que au+ bv = d et d = a ∧ b

Algorithme : u0 = 1, u1 = 0, v0 = 0, v1 = 1, r0 = a, r1 = b, i = 1
Tant que ri 6= 0 :

ri+1 ← ri−1 − qiri (division euclidienne de ri−1 par ri)
ui+1 ← ui−1 − qiui
vi+1 ← vi−1 − qivi
i← i+ 1

Renvoyer ri−1, ui−1, vi−1

Algorithme d’EUCLIDE étendu

SPEECH
L’objectif est de généraliser les notions de PGCD et de PPCM connue sur N à des anneaux.

QUESTIONS
Q En quoi le lemme des noyaux est une application du théorème de BÉZOUT?
Q Dans le cas des anneaux euclidiens, retrouve-t-on exactement les mêmes résultats que dans

Z?
R Dans Z on a unicité de la division euclidienne. Dans A euclidien, il faudrait imposer une

condition supplémentaire pour l’avoir.
Q Quelle est la complexité de l’algorithme d’EUCLIDE?
R O(ln(a)/ ln(b)).
Q Connaissez-vous un algorithme plus simple que l’algorithme d’EUCLIDE?
R On a a ∧ b = (a− b) ∧ b pour a, b ∈ N.

Tant que a sont b sont non nuls, on remplace le max(a, b) par max(a, b)−min(a, b).
Une autre possibilité récursive :

– si a et b sont pairs, PGCD(a, b) = 2 PGCD(a/2, b/2),
– si a est pair et b impair, PGCD(a, b) = PGCD(a/2, b),
– si les deux sont impairs, on regarde s’ils sont divisibles par 3 . . .

Q Montrer que Z[
√

5] ' Z[X]/(X2 − 5). Calculer d = 9 ∧ 3(2 + i
√

5).
R z = a+

√
5b,N(z) = a2 + 5b2. z inversible correspond àN(z) = 1 ou encore z ∈ {±1}.

3 est un diviseur commun donc 3 | d. On a 9 = 3× 3 = (2 + i
√

5)(2− i
√

5)
Si zz′ = 2 + i

√
5, on aN(z)N(z′) = 9

Q Que dire des orbites de l’action de GL2(Z) sur Z2 ?

R (a b) ∼ (c d) si a ∧ b = c ∧ d = e (si e = au+ bv :
(

u v
−b/e a/e

)(
a
−b/e

)
=
(
e
b

)
).

Réciproquement, deux vecteurs dans la même orbite ont même PGCD par transitivité.
Q Et pour l’action de GLn(Z) sur Zn ?
R On espère le même résultat. Par le théorème BÉZOUT, on a

∑
i aiui = d mais on ne va pas

pouvoir trouver explicitement la matrice correspondante.
En revanche, siV = Z(u1, . . . , un)> etW = {(x1, . . . , xn) ∈ Zn |

∑
aixi = 0}, alorsW ∩

V = 0 et doncW ' Zn−1 est un sous-groupe d’un groupe abélien libre donc est un groupe
abélien libre. On a donc la matrice qu’il nous faut via cet isomorphisme.

BIBLIOGRAPHIE
[Com98] F. COMBES : Algèbre et géométrie. Bréal, 1998.

[FGN07] S. FRANCINOU, H. GIANELLA et S. NICOLAS : Oraux X-ENS - Algèbre 1. Cassini, 2007.

[Per96] D. PERRIN : Cours d’algèbre. Ellipses, 1996.

[Rom17] J.-E. ROMBALDI : Mathématiques pour l’agrégation : Algèbre et géométrie. De Boeck,
2017.

ÉNS Paris-Saclay – 2018/2019 Antoine BARRIER – https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/ Page 55 sur 238

https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/


144 RACINES D’UN POLYNÔME. FONCTIONS SYMÉTRIQUES ÉLÉMENTAIRES. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

Soit K un corps commutatif. [Rom17, p365]

I. Racines d’un polynôme [Gou09, §2.2, p59] [Rom17, §12.5, p358]

Fonction polynomiale associée, racine d’un polynôme, a racine⇐⇒ X − a | P ,
Exemple : un polynôme deR[X] de degré impair à une racine réelle. Polynômes cyclotomiques
Application aux polynômes d’endomorphismes : siP (f) = 0,P (Sp(f)) = 0. Cas deP = χf et
P = µf .
Majoration du nombre de racines par le degré du polynôme s’il est non nul
Application : polynôme d’interpolation de LAGRANGE
Identification d’un polynôme et de sa fonction polynomiale sur un corps infini
Multiplicité, formule de TAYLOR
Lien entre multiplicité et zéros des polynômes dérivés
Polynôme scindé, corps algébriquement clos
Théorème de D’ALEMBERT-GAUSS [Rom17, p378]
Application : toute matrice deMn(C) est trigonalisable
Les racines (complexes) de P ∈ Q[X], ou P ∈ R[X] sont simples si P est scindé

II. Fonctions symétriques élémentaires et polynômes symé-
triques

II. A. Fonctions symétriques et relations coe�icients/racines
[Gou09, §2.2, p59] [Rom17, §12.5, p358]

Fonctions symétriques élémentaires, exemples de σ1, σ2, σn
Toute expression symétrique en x1, . . . , xn est un polynôme en σ1, . . . , σn
Relations coe�icients/racines
Formules de NEWTON, application à la caractérisation des matrices nilpotentes

II. B. Structure des polynômes symétriques
[Rom17, §2.8.5, p57] [CG13, §V.D, p197] [Tau07, §XIII, p140]

Théorème de structure des polynômes symétriques
Algorithme de factorisation, exemple

PROPOSITION 1. [FORME DE HANKEL]
Soit P ∈ R[X] de degré n et x1, . . . , xt ses racines distinctes, de multiplicitém1, . . . ,mt.
On définit sk =

∑t
`=1m`x

k
` pour k ∈ N puis on pose

∀(X0, . . . , Xn−1) ∈ Cn, s(X1, . . . , Xn) =
∑

0≤i,j≤n−1
si+jXiXj

Alors sR (la restriction de s à Rn) est une forme quadratique sur Rn, de signature (p, q) où
p+ q = t et p− q est le nombre de racines réelles de P .

III. Localisation des racines
III. A. Premiers résultats [FGN07a, §5.33, p213] [Gou09, §2.2/2.5, p66/83/89]

Les racines de P sont dans un disque déterminé par les coe�icients de P
Théorème de GAUSS-LUCAS

THÉORÈME 2. [THÉORÈME DE KRONECKER]
SoitP ∈ Z[X] unitaire tel que toutes les racines deP sont de module inférieur ou égal à 1
et P (0) 6= 0, alors toutes les racines de P sont des racines de l’unité.

COROLLAIRE 3. [THÉORÈME DE KRONECKER]
Soit P ∈ Z[X] unitaire et irréductible sur Q. Si toutes les racines de P sont de module
inférieur ou égal à 1, alors P = X ou P = Φk pour un k ∈ N∗.

III. B. Disques de GERSHGÖRIN [FGN07b, §2.8, p80] [Ser01, §4.5, p49]

On cherche les racines de P = Xn + an−1X
n−1 + · · ·+ a0 ∈ C[X].

Introduction de la matrice compagnon
Matrice à diagonale dominante, disque de GERSHGÖRIN
Sp(A) ⊂ ∪ni=1Di

p racines dans une composante connexe regroupant p disques (via l’analyse complexe)

III. C. Approximation d’une racine [Rou99, Ch4, p140] [AK02, §11.1, p215]

Si P a des racines réelles α1 < · · · < αr, la méthode de NEWTON partant de x0 ≥ αr converge
vers αr. Vitesse de convergence selon la multiplicité
Méthode de la puissance
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IV. Racines de polynômes et extensions de corps [Per96, §III.1.c, p70]

IV. A. Rappels sur les extensions de corps
Extension de corps, degré, théorème de la base télescopique, exemples, algébricité

IV. B. Corps de rupture et corps de décomposition
Corps de rupture d’un polynôme irréductible, existence et unicité à isomorphisme près
Exemple de C, de Q[

√
2]

Degré du corps de rupture
Corps de décomposition, existence et unicité à isomorphisme près
Exemple de Q(i,

√
2)

Théorème de l’élément primitif

IV. C. Clôture algébrique
Corps algébriquement clos
Formulations équivalentes
Polynôme ne s’annulant pas sur un corps fini→ tout corps fini n’est pas algébriquement clos
Clôture algébrique
Tout corps admet une clôture algébrique unique à isomorphisme près

SPEECH
Tout au long de cette leçons on s’intéresse à 3 problèmes fondamentaux liés aux racines d’un
polynôme :
• l’existence de racines d’un polynôme P ∈ K[X] ainsi que leur calcul exact. On peut iden-

tifier polynôme et fonction polynomiale dans le cas d’un corps infini. Trouver les racines
d’un polynôme reste un problème que l’on ne peut pas résoudre en général,

• localisation approchée des racines (GAUSS-LUCAS, GERSHGÖRIN, autres méthodes),
• et le problème inverse du premier : soitk une extension deK etx ∈ k. Existe-t-ilP ∈ K[X]

tel que P (x) = 0? On va ensuite regarder la structure de l’ensemble des racines de Px le
polynôme minimal de x. Théorème de l’élément primitif.
On peut aussi présenter cette partie avec une version théorie des corps, question d’exis-
tence de racines résolue par corps de rupture/décomposition.

QUESTIONS
Q Soit Pn =

∑n
k=0

Xk

k! . Montrer que Pn n’a que des racines simples dans C.
R On vérifie que P ′n = Pn−1 = Pn − Xn

n! . Une racine de Pn et de Pn−1 ne peut donc être que
0, ce qui n’est pas le cas.

Q Soit ϕ : Mn(C) −→ C une fonction polynomiale satisfaisant ϕ(AB) = ϕ(BA). Soit fi :
A 7−→ χiA le i-ième coe�icient de χA. Montrer que ϕ est un polynôme en f0, . . . fn−1.

R On a σi(λ1, . . . , λn) = (−1)nfn−i(A).
Soit ψ : (λ1, . . . , λn) 7−→ ϕ(diag(λ1, . . . , λn)). On a

ψ((λσ(i))i) = ϕ(diag((λσ(i))i)) = P diag((λi)i)P−1 = ϕ(diag((λi)i))

ψ est symétrique, donc fonction des (σi)i, donc des (fi)i . . . Ainsi ϕ est un polynôme en les
(fi)i sur l’ensemble des matrices diagonales. Pour une matrice quelconque, on l’approche
par des matrices diagonales et on conclut par continuité.

Q Soit I un intervalle de R. Déterminer les sous-algèbres de dimension finie de C0(I,R).
R Soit C une telle algèbre. Soit f ∈ C. Pour tout i, f i ∈ C donc (1, f, . . . fn) est liée, et il existe
P ∈ Rn[X] annulateur de f . Si f est non constante, P est nul, absurde. Donc C = {0} ou
C = {f constante}.

Q Montrer que si Tr(Ak) = 0 pour tout k, alorsA est nilpotente (K = C).
R En utilisant le polynôme caractéristique deA, on a que Tr(χA(A)) = 0 = na0 où a0 est le

coe�icient constant de χA, donc a0 = 0. Ainsi 0 ∈ Sp(A) et on conclut par récurrence.
Variante : la relation donne que les sommes de NEWTON sont toutes nulles, donc que les
fonctions symétriques sont nulles, donc que les racines sont nulles : le polynôme est nil-
potent.
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Soit K un corps commutatif. Soient n, p des entiers non nuls.

I. Action par translations et pivot de GAUSS [CG13, ChIV, p127]

I. A. Généralités

DÉfiNITION 1. [ACTION PAR TRANSLATION]
On définit les actions par translation/multiplication à gauche et à droite :

GLn(K)×Mn,p(K) −→ Mn,p(K)
(P,M) 7−→ PM

et GLp(K)×Mn,p(K) −→ Mn,p(K)
(P,M) 7−→ MP−1

DÉfiNITION 2. [MATRICES DE DILATATION, TRANSVECTION, PERMUTATION ÉLÉMENTAIRE]
Une matrice de dilatation est une matriceDi,α ∈ GLn(K) pour un α ∈ K∗. Une matrice de
transvection est une matrice Ti,j,β = In + βEi,j ∈ GLn(K) pour un β ∈ K∗ et i 6= j. Une
matrice de permutation élémentaire est une matrice Pi,j ∈ GLn(K) pour un i < j.

Di,α =

 Ii−1
α

In−i

 Pi,j =


Ii−1

0 1
Ij−i−1

1 0
In−j



PROPOSITION 3. Soit M ∈ Mn,p(K). Les opérations élémentaires sur les lignes (resp. co-
lonnes) deM sont obtenues par multiplication à gauche (resp. à droite) par les matrices pré-
cédemment introduites :

Matrice Di,αM Ti,j,βM Pi,jM MDi,α . . .
Opération Li ← αLi Li ← Li + βLj Li ↔ αLj Ci ← αCi . . .

I. B. Caractérisation des orbites et pivot de GAUSS [CG13, ChI, p2]

DÉfiNITION 4. On appelle :
• pivot d’une ligne son coe�icient non nul le plus à gauche.
• matrice échelonnée en lignes une matrice telle que dès qu’une ligne est nulle, les sui-

vantes sont nulles, et pour les lignes non nulles le pivot d’une ligne est strictement à
droite du pivot de la ligne précédente. On dit qu’une matrice échelonnée est réduite si
ses pivots valent 1.

On a la définition similaire de matrice échelonnée (resp. réduite) en colonnes.

EXEMPLE 5.

 1 2 5
0 0 1
0 0 0

 est réduite en lignes,

 2 0 0
1 3 0
2 4 0

 est échelonnée en colonnes.

THÉORÈME 6. [ORBITES DE L’ACTION PAR MULTIPLICATION À GAUCHE]
Pour l’action par multiplication à gauche :
• deux matricesA etA′ sont dans la même orbite si et seulement si ker(A) = ker(A′),
• toute matrice est dans l’orbite d’une unique matrice réduite en lignes.

THÉORÈME 7. [ORBITES DE L’ACTION PAR MULTIPLICATION À DROITE]
Pour l’action par multiplication à droite :
• deux matricesA etA′ sont dans la même orbite si et seulement si Im(A) = Im(A′),
• toute matrice est dans l’orbite d’une unique matrice réduite en colonnes.

THÉORÈME 8. SLn(K) est engendré par les transvections, GLn(K) est engendré par les
transvections et les dilatations.

APPLICATION 9. [ALGORITHME DU PIVOT DE GAUSS]
L’algorithme du pivot de GAUSS permet de se ramener à la matrice réduite associée à une ma-
trice via des opérations élémentaires sur les lignes.

EXEMPLE 10.

 2 4 1
1 3 0
0 5 2

 a pour matrice réduite associée

 1 2 1/2
0 1 −1/2
0 0 1

.

I. C. Application à la décomposition polaire
[CG13, ChVI, p201] [Rom17, Ch22, p697]

On se place sur K = R, n = p et on considère l’action à gauche restreinte àOn(R).

THÉORÈME 11. [DÉCOMPOSITION POLAIRE]
L’applicationOn(R)× S++

n (R) −→ GLn(R), (O,S) 7−→ OS est un homéomorphisme.

THÉORÈME 12. L’orbite de toute matrice M contient une matrice symétrique positive. Si M
est inversible, l’orbite contient une matrice symétrique définie positive.

APPLICATION 13. On(R) est le seul sous-groupe compact de GLn(R) contenantOn(R).

APPLICATION 14. PourA ∈Mn(R), on a |||A|||2 =
√
ρ(A>A).
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II. Action de STEINITZ [CG13, CHI, p2]

DÉfiNITION 15. [ACTION DE STEINITZ]

On appelle action de STEINITZ l’action GLn(K)× GLp(K)×Mn,p(K) −→ Mn,p(K)
((P,Q),M) 7−→ PMQ−1 .

Les orbites pour cette action sont appelées classes d’équivalence.

THÉORÈME 16. SiM est de rang r,M est équivalente à Jr =
(
Ir

0n−r,p−r

)
.

REMARQUE 17. L’algorithme du pivot total permet d’obtenir Jr.

COROLLAIRE 18. Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont même rang.
AinsiO = {Or | 0 ≤ r ≤ min(m,n)} oùOr = {M ∈Mn,p(K) | rg(M) = r}.

EXEMPLE 19.

(
2 4 1
1 3 0
0 5 2

)
est équivalente à I3.

COROLLAIRE 20. rg(M>) = rg(M).

PROPOSITION 21. Soit K = R ou C. AlorsOr =
⊔

0≤k≤r Ok.

COROLLAIRE 22. Soit K = R ou C. L’unique orbite fermée est O0 = {0} et l’unique orbite
ouverte estOmin(n,p). Si n = p,On = GLn(K) est un ouvert dense deMn(K).

III. Action par conjugaison [CG13, ChIII, p83]

III. A. Généralités

DÉfiNITION 23. [ACTION PAR CONJUGAISON]

On considère l’action par conjugaison GLn(K)×Mn(K) −→ Mn(K)
(P,M) 7−→ PMP−1 .

Deux matrices d’une même orbite sont dites semblables.

REMARQUE 24. On considère un K-espace vectoriel E de dimension finie n, et u ∈ L(E).
Soient B et B′ deux bases de E, P la matrice de passage de B vers B′. Alors si A = MB(u)
etA′ = MB′(u), on aA′ = PAP−1.

PROPOSITION 25. Deux matrices semblables ont même rang, déterminant, trace, valeurs
propres, polynôme minimal, polynôme caractéristique.

REMARQUE 26. Dans aucun des cas il ne s’agit d’une caractérisation. Par exemple pour le
polynôme minimal considérer diag(1, 1, 2) et diag(1, 2, 2) et pour le polynôme caractéris-
tique, considérer I2 et

(
1 1
0 1

)
.

III. B. Applications à la trigonalisabilité/diagonalisabilité [MM16]

DÉfiNITION 27. Une matrice est trigonalisable (resp. diagonalisable) si elle est dans l’orbite
d’une matrice triangulaire (resp. diagonale).

THÉORÈME 28. Une matrice est trigonalisable (resp. diagonalisable) si et seulement si son
polynôme minimal est scindé (resp. scindé à racines simples).

PROPOSITION 29. DansK = C,M ∈Mn(K) est diagonalisable si et seulement si sa classe
de similitude est fermée dansMn(K).

APPLICATION 30. [CARDINAL DEDn(Fq)] [Rom17, §5.6, p148–151]
Soitn ∈ N, q = pr oùppremier, r 6= 0. SoitDn(Fq) l’ensemble des matrices diagonalisables
de Fq . Alors en posant |GL0(Fq)| = 1, on a :

|Dn(Fq)| =
∑

n1+···+nq=n

|GLn(Fq)|∏q
i=1 |GLni(Fq)|

III. C. Action deOn(R) et de Un(C) [CG13, ChV, p149] [Rom17, Ch22]

Si K = R (resp. C), restreignons l’action par conjugaison àOn(R) (resp. Un(C)).

REMARQUE 31. Avec le contexte de la remarque précédente, l’action deOn(R) (resp.Un(C))
équivaut à un changement de base orthonormée pourE euclidien (resp. hermitien).

Fixons donc un endormorphisme u ∈ L(E) euclidien. On suppose u normal, c’est-à-dire que
sa matriceM dans une base orthonormée fixée vérifie :

DÉfiNITION 32. M ∈Mn(K) est dite normale siM∗M = MM∗ oùM∗ = M>.

PROPOSITION 33. Les valeurs propres (complexes) deM normale sont des racines de l’unité.
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LEMME 34.
• Si F est un sous-espace vectoriel stable par u, alors F⊥ est stable par u,
• Il existe un sous-espace vectoriel stable par u de dimension 1 ou 2.

THÉORÈME 35. [RÉDUCTION DES ENDOMORPHISMES NORMAUX]
Il existe une base orthonormée B deE telle que

MB(u) =


diag(λ1, . . . , λp)

R1
. . .

Rr


où p+ 2r = n, (λi)1≤i≤p ∈ Rp et pour 1 ≤ k ≤ r,Rk =

(
ak −bk
bk ak

)
avec bk 6= 0.

APPLICATION 36. [RÉDUCTION D’UN ENDOMORPHISME ANTISYMÉTRIQUE]
Supposons u antisymétrique. Alors il existe une base orthonorméeB deE telle queMB(u) est

de la forme précédente, avec λ1 = · · · = λp = 0, 2r ≤ n etRk =
(

0 −bk
bk 0

)
.

IV. Action par congruence [Rom17, Ch15, p463]

IV. A. Généralités
On suppose dans cette section que car(K) 6= 2.

DÉfiNITION 37. [ACTION PAR CONGRUENCE]

On appelle action par congruence l’action sur Sn(K) : GLn(K)× Sn(K) −→ Sn(K)
(P, S) 7−→ PSP>

.

Deux matrices d’une même orbite sont dites congruentes.

REMARQUE 38. On considère un K-espace vectoriel E de dimension finie n, q une forme
bilinéaire symétrique surE, B et B′ deux bases deE, P la matrice de passage de B vers B′.
Alors si S = MB(q) ∈ Sn(K) et S′ = MB′(q) ∈ Sn(K), on a S′ = PSP>.

DÉfiNITION 39. [DISCRIMINANT]
On définit le discriminant deS ∈ Sn(K) par det(S) ∈ K∗/(K∗)2 si S est inversible, 0 sinon.

PROPOSITION 40. Deux matrices congruentes ont même discriminant.

IV. B. Classification des formes quadratiques [CG13, ChV.B, p179]

THÉORÈME 41. [CLASSIfiCATION SUR K = C]
Soit S ∈ S(C). Alors S est congruente à Jr où r = rg(S).
Deux matrices de Sn(C) sont congruentes si et seulement si elles ont même rang.

THÉORÈME 42. [CLASSIfiCATION SUR K = R]

Soit S ∈ S(R). Il existe (s, t) ∈ N2 tels que S soit congruente à

(
Is

−It
0n−s−t

)
.

PROPOSITION 43. On a s = max({dim(F ) | F sev deE sur lequel q est définie positive}) et
t = max({dim(F ) | F sev deE sur lequel q est définie négative}).

COROLLAIRE 44. Deux matrices deSn(R) sont congruentes si et seulement si elles ont même
signature.

On note Fp le corps Z/pZ, puis F2
p =

{
x2 | x ∈ Fp

}
et F∗p2 = F2

p ∩ F∗p.

PROPOSITION 45. F∗p
2 est un sous-groupe d’indice 2 de F∗p.

APPLICATION 46. Pour a, b ∈ F∗p et c ∈ Fp, ax2 + by2 = c admet des solutions dans Fp.

THÉORÈME 47. [CLASSIfiCATION SUR K = Fq]

Soit α ∈ F∗q \ F∗q
2. Alors toute matrice S ∈ Sn(Fq) est congruente à

 Ir−1
δ

0n−r


où δ ∈ {1, α} et r = rg(S).

APPLICATION 48. [LOI DE RÉCIPROCITÉ QUADRATIQUE]
Soit a ∈ Z, on appelle symbole de LEGENDRE (de amodulo p) l’entier :(

a

p

)
=
{

1 si x2 ≡ a mod p est résoluble et p - a
0 si p | a
−1 sinon

Soient p 6= q des nombres premiers impairs. Alors
(
p
q

)(
q
p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .

EXEMPLE 49.
(

26
307

)
=
(

2
307

) (
13

307

)
= −(−1)

13−1
2

307−1
2
(

307
13

)
= −

(
8

13

)
= −

(
2

13

) (
4

13

)
= −1

Ainsi 26 n’est pas un carré modulo 307.
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SPEECH
Les matrices sont des objets mathématiques assez anciens, dont la structure a été formalisée
par son lien avec l’algèbre linéaire (opérations sur les lignes et colonnes, endomorphismes,
formes quadratiques). Les actions de groupes permettent de synthétiser tout cela.
Dans un premier temps, on regarde les multiplications de matrices qui nous mènent au pivot
de GAUSS et aux décompositions LU et polaire.
Ensuite on étudie l’action de STEINITZ et la caractérisation des orbites par le rang.
Enfin la troisième partie s’intéresse à l’action par conjugaison, qui correspond à la notion de
matrices représentant un même endomorphisme et donne un grand nombre d’invariants par
similitude. On applique cela à la diagonalisabilité et à la réduction de FROBENIUS.
Enfin on parle de l’action par congruence qui correspond à la relation de représentation d’une
même forme quadratique. Sur C on a une caractérisation simple des orbites, sur R on utilise
la signature. Enfin on donne la classification sur Fq avec application à la loi de réciprocité qua-
dratique.

QUESTIONS
Q Montrer le premier point du Théorème 15.
R Voir [CG13, §IV.2, p131].
Q Soit S ∈ Sn(C) telle que det(S +X) = det(X) pour toutX ∈ Sn(C). Que dire de S ?
R On a 0 = det(S − S) = det(−S) = (−1)n det(S) dons S est non inversible.

Pour tout P ∈ GLn(C), on a det(PSP> + PXP>) = det(P )2 det(S + X) =
det(P )2 det(X) = det(PXP>). On peut donc remplacer S par sa forme réduite. Quand
X décritSn(C),PXP> décritSn(C) donc le problème se réécrit : det(S′+X ′) = det(X ′)
pourX ′ ∈ Sn(C), où S′ = Jr. Prenant alorsX ′ = Id, on obtient det(S′ +X ′) = det(X ′),
ce qui n’est possible que si rg(S′) = 0, c’est-à-dire S′ = 0, ou encore S = 0.
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151 DIMENSION D’UN ESPACE VECTORIEL (ON SE LIMITERA AU CAS DE LA DIMENSION FINIE). RANG. EXEMPLES
ET APPLICATIONS.

I. Espaces vectoriels et dimension [Gou09, §3.1, p109–111]

Soit K un corps commutatif. SoitE un K-espace vectoriel dont on rappelle la définition :

DÉfiNITION 1. [ESPACE VECTORIEL, SOUS-ESPACE VECTORIEL]
• (E,+, .) est unK-espace vectoriel si (E,+) est un groupe commutatif et si la loi externe

satisfait pour tout λ, µ ∈ K et x, y ∈ E, (λ + µ).x = λ.x + µ.x, λ.(x + y) =
λ.x+ λ.y, λ.(µ.x) = (λµ).x, 1K.x = x,

• Un sous-ensemble non videF deE est un sous-espace vectoriel deE s’il est stable par
les lois deE, c’est-à-dire si pour tout λ ∈ K et x, y ∈ F , on a λ.x+ y ∈ F .

EXEMPLE 2. Une intersection et une somme de sous-espaces vectoriels de E est un s.e.v. de
E. On peut donc définir Vect(A).

DÉfiNITION 3. [FAMILLE GÉNÉRATRICE, LIBRE, BASE, DIMENSION fiNIE]
Soit (ei)i∈I une famille d’éléments deE.
• (ei)i∈I est dite génératrice de E lorsque Vect((ei)i∈I) = E. Lorsque E possède une

famille génératrice finie, on dit queE est de dimension finie,
• (ei)i∈I est dite libre lorsque ∀(λi)i∈I ∈ KI ,

∑
i∈I λiei = 0 =⇒ ∀i ∈ I, λi = 0. Si ce

n’est pas le cas, la famille est dite liée,
• Si (ei)i∈I est libre et génératrice, on dit que c’est une base deE.
• Soient (Ei)i∈I des s.e.v de E. On dit que E est la somme directe des (Ei)i∈I si∑

i∈I Ei = E et que la décomposition de tout vecteur deE dans (Ei)i∈I est unique.

EXEMPLE 4.
•
{

1,
√

2,
√

3
}

est libre sur le Q-espace vectoriel R.
• La base canonique deE = Kn,
• Une sous-famille (/sur) d’une famille libre (/génératrice) deE est libre (/génératrice),
• K[X] n’est pas de dimension finie,
• Unicité de la décomposition de x ∈ Vect((ei)i∈I) lorsque (ei)i∈I est libre.

THÉORÈME 5. [THÉORÈME DE LA BASE INCOMPLÈTE]
SoientL une famille libre et G une famille génératrice deE. Alors il existe une base B de telle
queL ⊂ B ⊂ L ∪ G.

COROLLAIRE 6. Si E est de dimension finie, il admet une base. De plus, toute base de E a
même cardinal appelé dimension deE, et noté dim(E).
Toute famille libre (resp. génératrice) est de cardinal inférieur (resp. supérieur) ou égal à
dim(E) et en cas d’égalité, c’est une base.

PROPOSITION 7. [PROPRIÉTÉS DES SOUS-ESPACES VECTORIELS DEE]
SoientE de dimension finie n, et F1, F2 des sous-espaces vectorielsdeE.
• F1 est de dimension finie et dim(F1) ≤ dim(E), et dim(F1) = dim(E)⇐⇒ F1 = E.
• [FORMULE DE GRASSMAN] On a dim(F1 + F2) + dim(F1 ∩ F2) = dim(F1) + dim(F2).
• F1 et F2 sont supplémentaires dans E (c’est-à-dire E = F1 ⊕ F2) si et seulement si au

moins 2 des propriétés suivantes sont vérifiées :

dim(E) = dim(F1) + dim(F2) F1 ∩ F2 = {0} E = F1 + F2

II. Rang d’une application linéaire [Gou09, §3.2–3.3, p113–122]

SoientE,G des espaces vectoriels de dimension finie n etm.

II. A. Applications linéaires

DÉfiNITION 8. [APPLICATION LINÉAIRE]
f : E −→ G est linéaire si f(λ.x+ µ.y) = λ.f(x) + µ.f(y) pour λ, µ ∈ K et x, y ∈ E.
L(E,G) est l’ensemble des applications linéaires deE dansG etL(E) = L(E,E).

REMARQUE 9. Im(f) et ker(f) sont des s.e.v. et dim(Im(f)) ≤ dim(E) < +∞.
Une application linéaire est entièrement déterminée par ses valeurs sur une base deE.

DÉfiNITION 10. [RANG D’UNE APPLICATION LINÉAIRE]
Pour f ∈ L(E,G), on note rg(f) et on appelle rang de f l’entier dim(Im(f)).

THÉORÈME 11. [THÉORÈME DU RANG]
Soit f ∈ L(E,G). Alors dim(ker(f)) + rg(f) = dim(E).

APPLICATION 12. [MM16, §2.1, p16] Pour f ∈ L(E) :
• (rg(fk))k∈N est décroissante stationnaire et (rg(fk)− rg(fk+1))k∈N est décroissante.
• il existe P ∈ Kdim(E)2+1[X] tel que P (f) = 0L(E).

COROLLAIRE 13. Lorsque n = m, on a f bijective⇐⇒ f surjective⇐⇒ f injective.

APPLICATION 14. [BMP05, p154] Existence et unicité du polynôme interpolateur de LAGRANGE.
[Gri15, §3.3, p63] Contre-exemple en dimension infinie : P 7−→ P ′.
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II. B. Représentations matricielles d’une application linéaire

DÉfiNITION 15. [MATRICE D’UNE APPLICATION LINÉAIRE]
Soit f ∈ L(E,G). Si B = (e1, . . . , en) et C sont des bases de E et G, on définit la matrice
MB,C(f) ∈Mm,n(K) de f dans les basesB et C comme la matrice de vecteurs colonnes les
(f(ei))1≤i≤n exprimés dans la base C.

DÉfiNITION 16. [RANG D’UNE FAMILLE DE VECTEURS ET D’UNE MATRICE]
On définit rg(A) le rang de A ∈ Mm,n(K) comme le rang de la famille de ses vecteurs
colonnes (x1, . . . , xn), c’est-à-dire l’entier dim(Vect((xi)1≤i≤n)).

PROPOSITION 17. SiA ∈Mm,n(K) est de rang r, alorsA est équivalente à
(
Ir 0
0 0

)
.

COROLLAIRE 18. Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont même rang.

PROPOSITION 19. Le rang d’une matrice est l’ordre du plus grand mineur non nul.

PROPOSITION 20. [LIENS ENTRE RANGS]
• Pour toutA ∈Mn,m(K), il existeE,G, f et B, C tels queA = MB,C(f).
• Deux matrices deMn,m(K) représentent une même application linéaire f ∈ L(E,G)

dans des bases di�érentes si et seulement si elles sont équivalentes.
• rg(A) = rg(f) lorsqueA est une matrice de f .

APPLICATION 21. [Gou09, §2/3, p37/90]
• La méthode du pivot de GAUSS permet d’obtenir le rang d’une matrice,
• SoientM ∈Mn(K) etN ∈ GLn(K). Alors rg(MN) = rg(NM) = rg(M).

III. Les conséquences de la dimension finie

III. A. Espaces vectoriels normés [Gou08, §1.5/1.6, p50/56]

Soit (E, ‖.‖) un espace vectoriel normé réel ou complexe de dimension quelconque (on sup-
pose la notion de norme connue).

THÉORÈME 22. [THÉORÈME DE RIESZ]
E est de dimension finie si et seulement si BE(0, 1) est compacte.

THÉORÈME 23. SiE est de dimension finie, alors toutes les normes surE sont équivalentes.

EXEMPLE 24. Contre-exemple en dimension infinie : ‖.‖1 et ‖.‖∞ sur C([0, 1],R).
Contre-exemple sur un corps non complet : Q[

√
2],N1(a+ b

√
2) = |a|+ |b| etN2 = |.|.

COROLLAIRE 25. SiE est de dimension finie, les compacts deE sont les fermés bornés.

THÉORÈME 26. [ORTHONORMALISATION DE GRAM-SCHMIDT] [Rom17, §22.1, p699–700]
Supposons que ‖.‖ dérive d’un produit scalaire 〈. | .〉 (E est alors un espace euclidien).
Pour toute famille libre (xi)1≤i≤p de E, il existe une unique famille orthonormée (ei)1≤i≤p
telle que pour tout k ∈ J1, pK, Vect(e1, . . . , ek) = Vect(x1, . . . , xk) et 〈xk | ek〉 > 0.

III. B. Dualité [Rom17, Ch14, p443–456]

DÉfiNITION 27. [ESPACE DUAL]
On noteE∗ = L(E,K) l’espace dual deE.
A toute base B = (e1, . . . , en) deE, on associe la famille B∗ = (e∗1, . . . , e∗n) deE∗ où e∗i est
la projection sur Vect(ei) parallèlement à Vect((ej)j 6=i).

PROPOSITION 28. B∗ est une base deE∗, appelée base duale de B. Ainsi,E∗ est de dimen-
sion finie et dim(E∗) = dim(E).
Par ailleurs, toute base deE∗ est la base duale d’une unique base B deE.

APPLICATION 29. [THÉORÈME DU RANG]
Si φ ∈ E∗ est non identiquement nulle, son noyau est un hyperplanH .
Si φ1, . . . , φp ∈ E∗, alors dim(∩pi=1 ker(φi)) = dim(∩pi=1Hi) ≥ n− p.

DÉfiNITION 30. [ORTHOGONAL]
• L’othogonal dansE∗ de {0} ⊂ X ⊂ E estX⊥ = {φ ∈ E∗ | ∀x ∈ X,φ(x) = 0},
• L’othogonal dansE de {0} ⊂ Y ⊂ E∗ est Y ◦ = {x ∈ E | ∀φ ∈ E, φ(x) = 0}.

Ce sont des sous-espaces vectoriels deE∗ etE respectivement.

PROPOSITION 31. Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors dim(F ) + dim(F⊥) =
dim(E). De même siG est un sous-espace vectoriel deE∗, dim(G) + dim(G◦) = dim(E).

DÉfiNITION 32. [TRANSPOSÉE]
Pour f ∈ L(E,F ), on définit l’application transposée tf : F ∗ −→ E∗, φ 7−→ φ ◦ f .

APPLICATION 33. SiA = MB,C(f), alorsMB∗,C∗( tf) = A>.
On en déduit que t(v ◦ u) = tu ◦ tv.
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IV. Applications des espaces vectoriels de dimension finie

IV. A. Réduction d’endomorphismes [MM16]

SoitE un K-espace vectoriel de dimension finie n. On suppose les notions de polynôme d’en-
domorphisme et de valeurs/vecteurs/espaces propres connues.

LEMME 34. [LEMME DES NOYAUX]
Soit (Pk)1≤k≤N une famille de polynômes deux à deux premiers entre eux et f ∈ L(E). Alors
en posant P =

∏N
k=1 Pk, on a ker(P (f)) =

⊕N
k=1 ker(Pk(f)).

De plus, le projecteur de ker(P (f)) sur l’un de ces sous-espaces parallèlement à la somme des
autres est un polynôme en f .

EXEMPLE 35. En pratique, on utilise souvent ce lemme avec P tel que ker(P (f)) = E. On
obtient alors une décomposition deE en sous-espaces stables, car ker(Q(f)) est stable par f
pour tout polynômeQ.

DÉfiNITION 36. [POLYNÔME CARACTÉRISTIQUE]
On définit le polynôme caractéristique deA ∈Mn(K) par χA(X) = det(XIn −A).
On définit le polynôme caractéristique de f ∈ L(E) comme le polynôme caractéristique
d’une matrice de f dans n’importe quelle base de E (en remarquant que χA est invariant
par similitude). On le note χf .

THÉORÈME 37. [THÉORÈME DE CAYLEY-HAMILTON]
Pour tout f ∈ L(E), χf (f) = 0.

THÉORÈME 38. [CARACTÉRISATION D’UN POLYNÔME TRIGONALISABLE]
Un endomorphisme f ∈ L(E) est trigonalisable si et seulement si χf est scindé.

THÉORÈME 39. [DÉCOMPOSITION DE JORDAN] [Rom17, Ch21, p672–675]
Soit f ∈ L(E) de polynôme caractéristique scindé. Soient λ1, . . . , λm les valeurs propres
de f .
Il existe des entiers dj,1 ≥ · · · ≥ dj,rj pour j ∈ J1,mK tels que dans une certaine baseB de
E,MB(f) soit diagonale par blocs avec les blocs (Bj,k)1≤j≤m

1≤k≤rj
, oùBj,k = λjIdj,k + Jdj,k

en notant Jd =


0 . . . 0
1 0

0 1
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 . . . 0 1 0

 ∈Md(K).

IV. B. Extensions de corps et nombres algébriques [Per96, §3.1, p65–66]

On ne considère que des corps commutatifs.

DÉfiNITION 40. [EXTENSION DE CORPS, DEGRÉ]
Soient K et L deux corps tels que K ⊂ L. On dit que L est une extension de corps de K.
L est alors un K-e.v.. Lorsque dim(L) est fini, on note [L : K] = dim(L) et on l’appelle le
degré de L sur K. On dit alors que l’extension est finie.

EXEMPLE 41. R ⊂ C, Q ⊂ Q(i).

THÉORÈME 42. [THÉORÈME DE LA BASE TÉLESCOPIQUE]
Soient K,L,M des corps, (ei)i∈I une base de L sur K, (fj)j∈J une base de M sur L. Alors
(eifj)(i,j)∈I×J est une base de M sur K.
En particulier, lorsque deux des degrés d’extensions sont finis, le troisième aussi et on a
[M : K] = [M : L][L : K].

DÉfiNITION 43. [ÉLÉMENT ALGÉBRIQUE, TRANSCENDANT]
Soit L une extension de K, soit α ∈ L. Soit φ : K[T ] −→ L le morphisme d’anneaux tel que
φ|K = id et φ(T ) = α.
Si φ est injectif, on dit que α est transcendant sur K. Sinon, α ∈ L est algébrique sur K et
P ∈ K[X] unitaire tel que ker(φ) = (P ). P est appelé polynôme minimal de α.

EXEMPLE 44.
√

2, i sont algébriques sur Q. e et π sont transcendants sur Q.

THÉORÈME 45. [CARACTÉRISATION D’UN ALGÉBRIQUE]
Soit L une extension de K. Pour α ∈ L, on a :

α est algébrique sur K⇐⇒ K[α] = K(α)⇐⇒ dim(K[α]) < +∞

APPLICATION 46. Pour tout entier n ∈ N et toute famille p1, . . . , pn d’entiers supérieurs
ou égaux à 2, tous sans facteur carré, et premiers deux à deux, on a :

[Q[{√pi}1≤i≤n] : Q] = 2n
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ANNEXE
Exemple(s) du pivot de GAUSS, schémas de degrés d’extensions de corps ...

SPEECH
La théorie de l’algèbre linéaire en dimension finie est fondamentale en mathématiques dans
de nombreux domaines via les propriétés de réduction. Il y a deux visions possibles : d’un côté
voir les applications linéaires dans des bases adaptées, en visualisant l’image de la base, et de
l’autre les matrices associées qui permettent des calculs matriciels et des algorithmes. On va
voir qu’il faut savoir jongler entre les deux!
Dans la première partie, on insiste sur la propriété d’existence de base en dimension finie et le
théorème de la base incomplète.
Ensuite, la théorie du rang avec les deux visions et leurs liens (dernier théorème). On regardera
les applications à l’étude d’endomorphismes.
Dans un troisième temps, on se demandera ce que la dimension finie apporte dans un es-
pace vectoriel normé. Une conséquence notable est le procédé d’orthogonalisation de GRAM-
SCHMIDT. On introduira également la notion de dualité qui est très importante de par ses pro-
priétés intéressantes que l’on va pouvoir notamment appliqué dans la partie suivante.
Enfin on regardera le cas particulier de l’étude des endomorphismes. On introduit des résul-
tats classiques où la dimension finie joue un rôle important, notamment la décomposition de
JORDANproposée en développement où l’on va raisonner par récurrence sur la dimension (clas-
sique) et utiliser des propriétés de dualité. Notons également des résultats en théorie des corps
qui utilisent des théorèmes vus dans la leçon.

COMMENTAIRES
C’est une leçon très dense, qui se complète très bien avec des morceaux d’autres leçons. Il faut
faire des choix.

QUESTIONS
Q Quelle est la première utilisation du théorème de la base incomplète?
R Il existe des bases en dimension finie.
Q Calcul de rangs de matrices.
Q Quelle est la dimension deE/F ?
R Utiliser le théorème du rang appliqué à la projection.
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152 DÉTERMINANT. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Définitions et propriétés générales [Gou09, §3.5, p134–137]

I. A. Formes n-linéaires alternées, déterminant d’une famille de vec-
teurs

SoitE un K-espace vectoriel de dimension finie n où K est un corps commutatif.

DÉfiNITION 1. [APPLICATION n-LINÉAIRE, ALTERNÉE]
Soit f : En −→ K une application.
• On dit que f est n-linéaire si en tout point les n applications partielles sont linéaires.

L’ensemble des applications n-linéaires est notéLp(E,K).
• Si f ∈ Lp(E,K), on dit que f est alternée si f(x1, . . . , xp) = 0 dès que deux des
{xi}1≤i≤p sont égaux.

THÉORÈME 2. [PROPRIÉTÉS DE Λn(E)]
L’ensemble Λn(E) des formesn-linéaires alternées deE est un espace vectoriel de dimension
1. Il existe une unique forme n-linéaire alternée égale à 1 sur une base donnée de B.

DÉfiNITION 3. [DÉTERMINANT DANS UNE BASE]
Soit B une base de E. On appelle déterminant dans la base B, et on note detB, l’unique
forme n-linéaire alternée égale à 1 sur B.

COROLLAIRE 4. [EXPRESSION DE detB]
Soient x1, . . . , xn des vecteurs de E. En notant (xi,1, . . . , xi,n) les coordonnées de xi dans
une base B deE, on a :

detB(x1, . . . , xn) =
∑
σ∈Sn

ε(σ)x1,σ(1) × · · · × xn,σ(n)

COROLLAIRE 5. [CHANGEMENT DE BASE]
Soit B une base deE. Pour f ∈ Λn(E), on a f = f(B) detB.
En particulier, si B′ est une autre base deE, on a detB′ = detB′(B) detB.

PROPOSITION 6. [CARACTÉRISATION D’UNE FAMILLE LIÉE, LIBRE]
Soient x1, . . . , xn ∈ E. On a équivalence entre :

(i) la famille {x1, . . . , xn} est liée,
(ii) pour toute base B deE, on a detB(x1, . . . , xn) = 0,

(iii) il existe une base B deE telle que detB(x1, . . . , xn) = 0.

I. B. Déterminant d’une matrice carrée et d’un endomorphisme
SoitA = (ai j)1≤i,j≤n ∈Mn(K). Soit f ∈ L(E).

DÉfiNITION 7. [DÉTERMINANT D’UNE MATRICE]
On appelle déterminant deA le déterminant des vecteurs colonnes deA dans la base cano-
nique de Kn. On le note det(A).

PROPOSITION 8. Soient λ ∈ K etB ∈Mn(K). On a les propriétés suivantes :
i) on ne change pas la valeur du déterminant lorsque l’on ajoute à une colonne une combi-

naison linéaire des autres colonnes,
ii) det(A>) = det(A) et det(λA) = λn det(A),

iii) det(AB) = det(A) det(B).
iv) SiA etB sont semblables, alors det(A) = det(B).
v) A ∈ GLn(K)⇐⇒ det(A) 6= 0. Dans ce cas, det(A−1) = det(A)−1.

DÉfiNITION 9. [DÉTERMINANT D’UN ENDORMORPHISME]
On note det(f) le déterminant de la matrice de f dans une base deE.

REMARQUE 10. On transpose les propriétés de la Proposition 8 aux endomorphismes.

II. Méthodes de calcul de déterminants

EXEMPLE 11. Déterminant en dimensions 2 et 3 (règle de SARRUS).

II. A. Mineurs et cofacteurs [Gou09, §3.5, p136–137]

DÉfiNITION 12. [MINEUR, COFACTEUR, COMATRICE]
Soit i, j ∈ J1, nK. On appelle mineur d’indice (i, j) le déterminant ∆i j de la matrice d’ordre
n − 1 déduite de A en supprimant la ligne i et la colonne j. On appelle cofacteur d’indice
(i, j) le scalaireAi j = (−1)i+j∆i j .
On définit la comatrice deA par Com(A) = (Ai j)1≤i,j≤n.

THÉORÈME 13. [DÉVELOPPEMENT PAR RAPPORT ... ]
• [À UNE COLONNE] Pour tout j ∈ J1, nK, on a det(A) =

∑n
i=1 ai jAi j .

• [À UNE LIGNE] Pour tout i ∈ J1, nK, on a det(A) =
∑n
j=1 ai jAi j .
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THÉORÈME 14. [FORMULE DE LA COMATRICE]
On aACom(A)> = Com(A)>A = det(A)In.
En particulier, siA est inversible, alorsA−1 = 1

det(A) Com(A)>.

II. B. Matrices triangulaires par blocs [Rom17, §17.2, p542–543]

LEMME 15. SiA est une matrice triangulaire, alors det(A) =
∏n
i=1 ai i.

APPLICATION 16. [PIVOT DE GAUSS]
La formule du Théorème 13 est impraticable en réalité (trop d’opérations). Via des opérations
sur les lignes et les colonnes, on transforme toute matrice en une matrice triangulaire supé-
rieure dont on peut facilement calculer le déterminant.

THÉORÈME 17. [DÉTERMINANT PAR BLOCS]
SupposonsA de la forme :

A =


A1 ? ? . . . ?
0 A2 ? . . . ?
0 0 A3 . . . ?
...

...
...

...
0 0 0 . . . Ap


où les (Ai)1≤i≤p sont des matrices carrées et?des matrices quelconques de tailles adéquates.
Alors det(A) =

∏p
i=1 det(Ai).

II. C. Exemples classiques [Gou09, §3.5, p143–147]

EXEMPLE 18. [DÉTERMINANT CIRCULANT]
Soient a1, . . . , an ∈ C. Alors :

det




a1 a2 a3 . . . an
an a1 a2 . . . an−1
an−1 an a1 . . . an−2

...
...

...
...

a2 a3 a4 . . . a1


 =

∏
0≤k≤n−1

P (ωk) où
{

P (X) =
∑n−1

i=0 ai+1Xi

ω = exp(2iπ/n)

PROPOSITION 19. [CONVERGENCE D’UNE SUITE DE POLYGONES VERS L’ISOBARYCENTRE]
On définit par récurrence une suite (P (k))k∈N par P (0) = (z(0)

1 , . . . , z
(0)
n ) ∈ Cn et

P (k+1) =
( z(k)

1 +z(k)
2

2 , . . . ,
z

(k)
n−1+z(k)

n

2 ,
z(k)
n +z(k)

1
2

)
pour k ∈ N.

Alors P (k) −→
k→+∞

(g, g, . . . , g) où g = Isobar(z(0)
1 , . . . , z

(0)
n ).

EXEMPLE 20. [DÉTERMINANT DE VANDERMONDE]
Soient a1, . . . , an ∈ C. Alors det((aji )1≤i,j≤n) =

∏
1≤i<j≤n

(aj − ai). [voir annexe]

EXEMPLE 21. [DÉTERMINANT DE CAUCHY]
Soient a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ C tels que ai + bi 6= 0. Alors :

det
((

1
ai + bj

)
1≤i,j≤n

)
=
∏

1≤i<j≤n(aj − ai)(bj − bi)∏
1≤i,j≤n(ai + bj)

III. Applications des déterminants en analyse

III. A. Propriétés du déterminant [Rou99, §2.3, p74–76]

PROPOSITION 22. det :Mn(R) −→ R est C∞ et on a :

∀M,H ∈Mn(R), d detM (H) = Tr(Com(M)>H)

APPLICATION 23. [WRONSKIEN]
SoientA ∈ C0(R,Mn(R)) et y1, . . . , yn ∈ Rn des solutions de l’équation di�érentielle linéaire
y′ = A(t)y. On définit leur déterminant wronskienw(t) = det(y1(t), . . . , yn(t)) . Alorsw′(t) =
Tr(A(t))w(t). De plus siA est constante alors on a det(exp(tA)) = exp(tTr(A)).

APPLICATION 24. On se place sur K = R ou C.
i) GLn(K) est un ouvert deMn(K). De plus, GLn(R) a deux composantes connexes,

ii) Deux matrices réelles semblables sur C sont semblables sur R.

III. B. Changement de variables [Gou08, §5.4, p334–335]

THÉORÈME 25. [CHANGEMENT DE VARIABLES]
SoitU, V deux ouverts deRn etφunC1-di�éomorphisme deU surV . Alors pour toute fonction
borélienne f : V −→ R+, on a :∫

V
f(v)dv =

∫
U
f(φ(u)) |Jφ(u)| du où Jφ(u) = det(d φu)

APPLICATION 26. [PASSAGE EN COORDONNÉES POLAIRES]
Pour f : R2 −→ R+ borélienne, on a

∫
R2 f(x, y)dxdy =

∫
R∗+×]−π,π[ f(r cos(θ), r sin(θ))rdrdθ.
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IV. Applications des déterminants en algèbre

IV. A. Polynôme caractéristique
[Gou09, §4.1/4.2, p162/176] [BMP05, §4.3.3/4.6, p179/217]

REMARQUE27. On étend la formule explicite du Corollaire 4 à une matrice à coe�icients dans
un anneauA quelconque (le déterminant est un polynôme). SiA est intègre, les propriétés
du déterminant restent vraies carA se plonge dans Frac(A).

DÉfiNITION 28. [POLYNÔME CARACTÉRISTIQUE]
On définit le polynôme caractéristique deA ∈Mn(K) par χA(X) = det(XIn −A).
On définit le polynôme caractéristique de f ∈ L(E) comme le polynôme caractéristique
d’une matrice de f dans n’importe quelle base deE.

APPLICATION 29.
• Les valeurs propres deA sont les racines de χA,
• L’ensemble des matrices nilpotentes est fermé dansMn(K),
• PourA,B ∈Mn(C), on a χAB = χBA.

IV. B. Systèmes linéaires [Gou09, §3.5, p137–138] [Rom17, p547–548]

Soient p et q deux entiers etA = (ai j)1≤i≤p, 1≤j≤q ∈ Mp q(K). On s’intéresse à la résolution
du système (SB) AX = B, d’inconnueX ∈Mq 1(K) et de paramètreB ∈Mp 1(K).

THÉORÈME 30. rg(A) est l’ordre du plus grand mineur extrait deA qui est non nul.

EXEMPLE 31. Soit la matriceM =

(
a 2 −1 b
3 0 1 −4
5 4 −1 2

)
où a et b sont des paramètres réels.

Alors rg(M) ≥ 2 et on a rg(M) = 2⇐⇒ (a, b) = (1, 3). [Gri15, §4, p136]

THÉORÈME 32. [SYSTÈME DE CRAMER]
Lorsque p = q, alors (SB) admet une unique solution pour tout paramètreB si et seulement
si det(A) 6= 0. Dans ce cas, la solutionXB de (SB) est le vecteur de coordonnées :

∀i ∈ J1, pK, xi = det(A1, . . . , Ai−1, B,Ai+1, . . . , An)
det(A)

V. Applications des déterminants en géométrie

V. A. Volume d’un parallélépipède [BMP05, §4.4.1, p184] [Gri15, p127]

On munit Rn de sa base canonique. Pour n = 2, on a :

THÉORÈME 33. [AIRE D’UN PARALLÉLOGRAMME] [voir annexe]
SoitA(v, w) l’aire du parallélogramme engendré par v etw. AlorsA(v, w) = |det(v, w)|.

On peut généraliser en dimension quelconque :

THÉORÈME 34. [VOLUME D’UN PARALLÉLÉPIPÈDE]
Soient v1, . . . , vn des vecteurs de Rn. En notant V(v1, . . . , vn) le volume du parallélépipède
engendré par les vecteurs v1, . . . , vn. Alors V(v1, . . . , vn) = |det(v1, . . . , vn)|.

V. B. Déterminant de GRAM et inégalité de HADAMARD
[Gou09, §5.4, p262–263] [Rom17, §17.4.7, p560]

Soit (E, 〈. | .〉) un espace préhilbertien (réel ou complexe).

DÉfiNITION 35. [MATRICE ET DÉTERMINANT DE GRAM]
Soient x1, . . . , xn des vecteurs de E. On appelle matrice de GRAM de x1, . . . , xn la matrice
MG(x1, . . . , xn) = (〈xi | xj〉)1≤i,j≤n et déterminant deGRAM de x1, . . . , xn le déterminant
de la matrice de GRAM, notéG(x1, . . . , xn).

THÉORÈME 36. [DISTANCE À UN SOUS-ESPACE VECTORIEL]
Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie n de E, muni d’une base (e1, . . . , en).
Alors pour tout x ∈ E, on a d(x, F )2 = G(e1,...,en,x)

G(e1,...,en) .

THÉORÈME 37. [INÉGALITÉS DE HADAMARD] [voir annexe]
(i) Soient x1, . . . , xn des vecteurs deE. AlorsG(x1, . . . , xn) ≤

∏n
i=1 ‖xi‖

2.
(ii) Soient x1, . . . , xn des vecteurs de Cn. Alors |det(x1, . . . , xn)| ≤

∏n
i=1 ‖xi‖2, où ‖.‖2

désigne la norme hermitienne standard sur Cn.
Dans les deux points, on a égalité si et seulement si la famille {xi}1≤i≤n est orthogonale
ou l’un des vecteurs est nul.

APPLICATION 38. Interprétation géométrique de l’inégalité de HADAMARD dans Rn.
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ANNEXE
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SPEECH
Je vais vous présenter la leçon intitulée « Déterminant. Exemples et applications. ». Pourquoi
étudie-t-on les déterminants? Il y a deux motivations principales : d’un côté l’aspect pratique
du déterminant (caractérisations simples de la liberté, méthodes de calculs nombreuses) et
de l’autre le fait qu’il possède de nombreuses applications (on pense à l’étude de systèmes
linéaires, d’endomorphismes, etc). Cela rend donc cet outil puissant.
Avant de revenir à ses applications, commençons par le définir. Dans la première partie on se
place sur un corps K et on considère un K-espace vectorielE de dimension finien. On observe
que les formes n-linéaires alternées de E forment un espace vectoriel de dimension 1, ce qui
permet de définir le déterminant d’une famille de vecteurs dans une base B comme l’unique
forme n-linéaire alternée qui vaut 1 sur cette base. On a de plus une formule explicite dépen-
dant des coe�icients. On définit également le déterminant d’une matrice à coe�icients dans
K et d’un endomorphisme de L(E). La n-linéarité et le caractère alterné donnent alors des
premiers résultats (det(AB) = det(A) det(B), stabilité par ajouts d’une combinaison linéaire
de colonnes et surtout condition d’inversibilité d’une matrice) qui ouvrent la voie à des mé-
thodes explicites de calculs de déterminants, comme le développement d’un déterminant par
rapport à une ligne ou une colonne. Ce développement est en général intéressant pour des ma-
trices plutôt creuses (ou pour obtenir des relations de récurrence), mais dans la pratique ce sont
les déterminants de matrices triangulaires ou triangulaires par blocs qui sont les plus simples
à calculer, c’est pour cela qu’on essaye de s’y ramener via la méthode du pivot de GAUSS qui
transforme une matrice en matrice triangulaire. On peut citer des applications classiques de
ces méthodes (VANDERMONDE, circulant, CAUCHY).
Donc les méthodes de calculs sont nombreuses et variées, ce qui tombe bien parce qu’il y a plein
de domaines d’applications du déterminant, c’est l’objet de la suite de la leçon. Tout d’abord
en analyse, on remarque que l’application det est un polynôme et est donc C∞, l’expression
de sa di�érentielle permet par exemple l’étude du wronskien d’un système de solutions d’une
équation di�érentielle, ce qui constitute mon premier développement. En théorie de l’intégra-
tion, le déterminant joue un rôle fondamental dans la formule du changement de variables.
Ensuite en algèbre, on peut étudier le polynôme caractéristique d’une matriceA défini comme
det(XIn −A). Cette définition est possible puisque le déterminant est un polynôme et ne fait
pas intervenir d’inverses donc on peut le définir sur un anneau. Lorsque cet anneau est intègre,
on conserve les propriétés vues précédemment. Ce polynôme caractéristique contient notam-
ment des informations sur les valeurs propres deA. Toujours concernant l’étude d’une matrice,
on peut s’intéresser à la résolution d’un système de type AX = B. Les formules de CRAMER
donnent alors la solution explicite unique dans le cas où det(A) 6= 0. Enfin, on peut aussi souli-
gner le rôle du déterminant en géométrie. Le déterminant den vecteurs dans la base canonique
de Rn s’interprète en e�et comme le volume du parallélépipède engendré par ses n vecteurs.
Plus généralement, dans un espace pré-hilbertien E, on peut définir le déterminant de GRAM
qui va être relié à la distance d’un point à un sous-espace vectoriel de E. Ce déterminant per-
met de démontrer l’inégalité de HADAMARD, qui, dans le cas de Rn, s’interprète comme le fait
que le volume d’un parallélépipède de longueurs de côtés fixés est maximisé lorsqu’il est un
rectangle, ou un hyperrectangle. Cela fait l’object de mon deuxième développement.

QUESTIONS
Q Quelle est l’application principale du procédé d’orthogonalisation de GRAM-SCHMIDT?
R L’existence d’une base orthonormée.
Q Calculs de déterminants dansMn(Z). Liens entreMn(Z),Mn(Q) etMn(Z/nZ).
Q Calculer det((i ∧ j)i j).
Q Calculer le déterminant de l’applicationM 7−→M>.
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153 POLYNÔMES D’ENDOMORPHISME EN DIMENSION FINIE. RÉDUCTION D’UN ENDOMORPHISME EN
DIMENSION FINIE. APPLICATIONS.

Soit K un corps commutatif,E un K-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗.
Soit f ∈ L(E). Pour P =

∑p
k=0 akX

k ∈ K[X], on définit P (f) =
∑p
k=0 akf

k ∈ L(E).

I. Polynômes d’endomorphisme

I. A. L’algèbre K[f ] et polynôme minimal [MM16, ChI/IV]

DÉfiNITION 1. [POLYNÔME MINIMAL] L’application ϕf : K[X] −→ L(E), P 7−→ P (f)
est un morphisme d’algèbres. Son noyau, l’ensemble des polynômes annulateurs de f , est
un idéal de K[f ] principal donc est engendré par un unique polynôme unitaire πf appelé
polynôme minimal de f . Son image K[f ] est une sous-algèbre deL(E).

REMARQUE 2. Le noyau est non réduit à {0} puisque L(E) est de dimension infinie n2. En
dimension finie, c’est faux (considérer par exemple l’opérateur de dérivation).

PROPOSITION 3. On a dim(K[f ]) = deg(πf ).

EXEMPLE 4. Polynômes minimaux usuels [VOIR ANNEXE]

REMARQUE5. Se donnerf ∈ L(E) revient à se donner sa matriceM dans une base deE. On
a donc les mêmes résultats pour les matrices, et siM est une matrice de f dans une certaine
base, on a πf = πM (donc deux matrices semblables ont même polynôme minimal).

I. B. Polynôme caractéristique [MM16, ChV/VII] [Gou09, Ch4] [BMP05, §4.6, p217]

DÉfiNITION 6. [POLYNÔME CARACTÉRISTIQUE]
On définit le polynôme caractéristique deM ∈Mn(K) par χM (X) = det(XIn −M).

EXEMPLE 7. En dimension 2, on aχM = X2−Tr(M)X + det(M) etχM (M) = 0. En dimen-
sion quelconque, siχM =

∑n
k=0 akX

k, on a an = 1, an−1 = −Tr(M) et a0 = (−1)n det(M).

PROPOSITION 8. Deux matrices semblables ont même polynôme caractéristique. On peut
donc définir le polynôme caractéristique de f .

EXEMPLE 9. Polynômes caractéristiques usuels [VOIR ANNEXE]

PROPOSITION 10. PourA,B ∈Mn(C), on a χAB = χBA.

PROPOSITION 11. Pour K = R ou C,M 7−→ χM est continue.

APPLICATION 12. L’ensemble des matrices nilpotentes est fermé pour K = R ou C.

I. C. Polynômes d’endomorphisme et sous-espaces stables [MM16, ChI/IV]

PROPOSITION 13. Soient f, g ∈ L(E) tels que f et g commutent. Alors ker(f) et Im(f) sont
stables par g. En particulier ker(P (f)) et Im(P (f)) sont stables par f pour tout P ∈ K[X].

LEMME 14. [LEMME DES NOYAUX]
Soit (Pi)1≤i≤r une famille de polynômes deux à deux premiers entre eux. Alors en posantP =∏r
i=1 Pi, on a ker(P (f)) =

⊕r
i=1 ker(Pi(f)). De plus, le projecteur de ker(P (f)) sur l’un de

ces sous-espaces parallèlement à la somme des autres est un polynôme en f .

APPLICATION 15. SoitP annulateur de f . SiP =
∏r
i=1 P

αi
i où les (Pi)1≤i≤r sont deux à deux

premiers, alors on a la décomposition en sous-espaces f -stablesE =
⊕r

i=1 ker(Pαii (f)).
Exemple d’un projecteur, d’une symétrie

I. D. Liens entre polynômes et valeurs propres [MM16, ChV/VII]

PROPOSITION 16. SoitF un sous-espace f -stable deE. On pose fF l’endomorphisme induit
sur F par f . Alors :

πfF | πf et χfF | χf
SiE =

⊕r
i=1Ei est une décomposition en sous-espaces stables deE, alorsχf =

∏r
i=1 χfEi .

EXEMPLE 17. Ce dernier résultat n’est pas vrai pour le polynôme minimal! Si f = IdE et
(e1, . . . , en) est une base deE, alorsE =

⊕n
i=1 Vect(ei), πfVect(ei) = X − 1 mais πf = X − 1.

PROPOSITION 18. [LIENS ENTRE VALEURS PROPRES]
λ ∈ K est une valeur propre de f si et seulement si χf (λ) = 0 si et seulement si πf (λ) = 0.

EXEMPLE 19. Pour P = Xn +
∑n−1
k=0 akX

k, on définit C(P ) =



0 . . . . . . 0 −a0

1
. . .

...
...

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0 −an−2

0 . . . 0 1 −an−1


la matrice compagnon de P . On a alors χC(p) = πC(p) = P .
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THÉORÈME 20. [THÉORÈME DE CAYLEY-HAMILTON]
χf est un polynôme annulateur de f . Autrement dit, πf | χf .

II. Application à la réduction d’endomorphismes
II. A. Trigonalisation et diagonalisation [MM16, ChVIII/IX/X] [Gou09, §4.4, p193]

DÉfiNITION 21. [MULTIPLICITÉS]
Soit λ ∈ K une valeur propre de f . On appelle :
• multiplicité géométrique de λ la dimension deEλ = ker(f − λ Id), notéemg(λ),
• multiplicité algébrique de λ la multiplicité de λ en tant que racine deχf , notéema(λ),
• multiplicité minimale de λ la multiplicité de λ en tant que racine de πf , notéemm(λ).

PROPOSITION 22. On amm(λ) ≤ mg(λ) etma(λ) ≤ mg(λ).

DÉfiNITION 23. On dit que f est trigonalisable (resp. diagonalisable) s’l existe une base de
E telle que la matrice de f dans cette base soit triangulaire (resp. diagonale).

THÉORÈME 24. f est trigonalisable si et seulement si χf est scindé si et seulement si πf est
scindé si et seulement si f admet un polynôme annulateur scindé.

EXEMPLE 25. Un endomorphisme nilpotent est trigonalisable. Dans une base adéquate, la
matrice est même triangulaire supérieure puisque les valeurs propres d’un endomorphisme
trigonalisable sont les coe�icients diagonaux de sa matrice dans une base de trigonalisation.

THÉORÈME 26. f est diagonalisable si et seulement si πf est scindé à racines simples
(mm(λ) = 1 pour λ valeur propre de f ) si et seulement si f admet un polynôme annulateur
scindé à racines simples si et seulement sima(λ) = mg(λ) pour toute valeur propre λ.

EXEMPLE 27. Un endomorphisme trigonalisable ayant des valeurs propres deux à deux dis-
tinctes (mg(λ) = 1) est diagonalisable.

EXEMPLE 28. Si A est diagonalisable, la matrice
(
A 0
0 A

)
l’est aussi, mais la matrice(

A A
0 A

)
ne l’est que si de plusA est nulle.

THÉORÈME 29. [DÉCOMPOSITION DE DUNFORD]
Supposons f de polynôme caractéristique scindé. Alors il existe un unique couple (d, n) ∈
L(E)2 tel que d est diagonalisable, n est nilpotent, f = d+ n et d commute avec n.
De plus, d et n sont des polynômes en f .

APPLICATION 30. Soit M ∈ Mn(K) de polynôme caractéristique scindé. On note
µ1, . . . , µn les n racines de χM (par nécessairement distinctes). Soit (D,N) la décompo-
sition deDUNFORD deM . SoitP ∈ GLn(K) telle queP−1DP = ∆ = diag(µ1, . . . , µn) soit
diagonale. Alors on a :

exp(A) = P diag(eµ1 , . . . , eµn)P−1
n−1∑
k=0

Nk

k!

EXEMPLE 31.(
1 1 0
0 1 1
0 0 1

)
= I3 +

(
0 1 0
0 0 1
0 0 0

) (
1 1 1
0 2 1
0 0 3

)
=
(

1 1 1
0 2 1
0 0 3

)
+
(

0 0 0
0 0 0
0 0 0

)

exp
((

1 1 0
0 1 1
0 0 1

))
=
(

e e e /2
0 e e
0 0 e

)

APPLICATION 32. Résolution de l’équation di�érentielle Y ′ = AY pourA ∈Mn(C).

II. B. Décompositions en sous-espaces stables [MM16, ChX/XI]

THÉORÈME 33. [DÉCOMPOSITION DE JORDAN]
Supposons f de polynôme caractéristique scindé. Notons λ1, . . . , λr ses valeurs propres.
Il existe des entiers dj, 1 ≥ · · · ≥ dj, `j pour j ∈ J1, rK tels que dans une certaine baseB de
E,MB(f) soit diagonale par blocs avec les blocs (Bj, k) 1≤j≤r

1≤k≤`j
, oùBj, k = λjIdj, k+Jdj,k

avec Jd = C(Xd) ∈Md(K).

EXEMPLE 34. Dans le cas d’un endomorphisme nilpotent, la donnée de la décomposition de
JORDAN (c’est-à-dire d1 ≥ · · · ≥ d`) équivaut à la donnée du tableau de YOUNG de l’endomor-
phisme. Voir des exemples en annexe. Lecture de l’image, du noyau de l’endomorphisme, etc.

APPLICATION 35. Deux endomorphismes scindés sont semblables si et seulement si ils ont
même décomposition de JORDAN.
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DÉfiNITION 36. [POLYNÔME MINIMAL LOCAL, ENDOMORPHISME CYCLIQUE]
Soit x ∈ E. ϕf, x : K[X] −→ E,P 7−→ P (f)(x) est un morphisme d’espaces vectoriels.
Son noyau est un idéal de K[f ] engendré par un unique polynôme unitaire πf, x appelé po-
lynôme minimal local de f en x. On noteEf, x son image.
LorsqueE = Ef, x pour au moins un x ∈ E, on dit que f est cyclique.

PROPOSITION 37. Pour tout x ∈ E, Ef, x est un sous-espace f -stable et Bx =
(x, f(x), . . . , fp(x)) où p = dim(Ef, x) en est une base.

EXEMPLE 38. En dimension 2, un endomorphisme est soit cyclique soit une homothétie.

PROPOSITION 39. Il existe x ∈ E tel que µf, x = µf . Pour un tel x, Ef, x admet alors un
supplémentaire f -stable.

THÉORÈME 40. [DÉCOMPOSITION DE FROBENIUS]
Il existe une unique suite finie de polynômes unitaires P1, . . . , Pr, appelés invariants de simi-
litude et une décompositionE =

⊕r
i=1Ei en sous-espaces stables deE telles que :

• Pi+1 | Pi pour tout 1 ≤ i ≤ r − 1,
• fEi est cyclique de polynôme minimal Pi pour tout 1 ≤ i ≤ r.

REMARQUE 41. f est quelconque ici (contrairement à la décomposition de JORDAN). On a
P1 = πf et

∏r
i=1 Pi = χf .

APPLICATION 42. Deux endomorphismes sont semblables si et seulement si ils ont les mêmes
invariants de similitudes.

EXEMPLE 43. La réduite de


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0

 est


0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 −1
0 0 1 2

.

III. Calculs pratiques avec des polynômes d’endomorphismes

III. A. Calculs d’inverses, de puissances [MM16, §I.4, p5]

PROPOSITION 44. Si f admet un polynôme annulateur P =
∑p
k=0 akX

k tel que a0 =
P (0) 6= 0, alors f est inversible et f−1 = − 1

a0

∑p
k=0 akf

k−1 ∈ K[f ].

COROLLAIRE 45. f est inversible si et seulement si 0 n’est pas valeur propre de πf .

PROPOSITION 46. Pour P ∈ K[X], on a P (f) = R(f) si R est le reste dans la division
euclidienne de P par n’importe quel polynôme annulateur de f .

APPLICATION 47. Si p = deg(πf ), on a fm ∈ Vect((fk)0≤k<p).

EXEMPLE 48. Si P = (X − a)(X − b) annule f (avec a, b ∈ C distincts), alors :

∀m ∈ N, fm = am − bm

a− b
f + bam − abm

b− a
IdE

III. B. Application aux matrices stochatisques [MM16, ChXIV]

DÉfiNITION 49. On dit queQ ∈ Mm(R) est stochastique si ses coe�icients sont à valeurs
dans [0, 1] et si pour tout i ∈ J1,mK, on a

∑m
j=1 qi, j = 1.

APPLICATION 50. Soit (Xn)n∈N une chaîne de MARKOV sur E = J1,mK de mesure initiale ν0
et de noyau de transition la matrice stochatisque Q. Si νn est la loi de Xn, alors νn = ν0Q

n et
donc si l’on a un polynôme annulateur deQ, on peut simplifier le calcul de νn.

DÉfiNITION 51. On dit que (Xn)n∈N (ouQ) est irréductible si ∀i, j ∈ E,∃n ∈ N | qni, j > 0.

Rajouter quelques lemmes . . .

THÉORÈME 52. [THÉORÈME DE PERRON-FROBENIUS]
Soit A est une matrice positive irréductible, alors ρ(A) = maxλ∈Sp(A) |λ| est une valeur
propre deA, de sous-espace propre de dimension 1 admettant un vecteur propre positif.

APPLICATION 53. On a ρ(Q) = 1 donc si Q est irréductible, Q> admet un unique vecteur
propre ν associé à 1 qui est l’unique mesure invariante parQ, c’est-à-dire telle que νQ = ν.

APPLICATION 54. Si (Xn)n∈N est une chaîne deMARKOV surE = J1,mK de mesure initiale ν0
et de noyau de transition la matrice stochatisque Q irréductible, alors elle admet une unique
mesure invariante, c’est-à-dire une mesure ν telle que νn = ν si ν0 = ν.
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ANNEXE
Polynômes minimaux et caractéristiques usuels
Soit F un sous-espace vectoriel de dimension 1 ≤ p ≤ n− 1.

f πf χf

nilpotent d’indice k Xk Xn

homothétie de rapport λ X − λ (X − λ)n
projecteur sur F X2 −X (X − 1)pXn−p

symétrie par rapport à F X2 − 1 (X − 1)p(X + 1)n−p

Tableaux de YOUNG
Chaîne réductible/irréductible, périodique/apériodique

QUESTIONS
Q Que nous dit la décomposition de DUNFORD?
R À un nilpotent près, un endomorphisme trigonalisable est diagonalisable.
Q A-t-on existence et/ou unicité de la décomposition de DUNFORD pour un endomorphisme

non trigonalisable?
Q Montrer que deg(µA) ≤ 1 + rg(A).
Q SiAB −BA = B, que peut-on dire deB ?
R On montre queABk −BkA = kBk pour tout k. On en déduit que Tr(Bk) = 0 pour tout k,

et donc queB est nilpotent.

Q TrouverA telle que la matriceD =
(
A A
0 A

)
soit diagonalisable.

R S’il existe un polynôme scindé à racines simples annulateur deD, alors il annuleA et donc
A est diagonalisable. On vérifie qu’alors seule la matrice nulle convient . . .
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154 SOUS-ESPACES STABLES PAR UN ENDOMORPHISME OU UNE FAMILLE D’ENDOMORPHISMES D’UN ESPACE
VECTORIEL DE DIMENSION FINIE. APPLICATIONS.

Soit K un corps commutatif,E un K-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗.
Soit f ∈ L(E).

I. Sous-espaces stables par un endomorphisme

I. A. Définitions et premières propriétés [MM16, ChII]

DÉfiNITION 1. F sous-espace vectoriel de E est dit f -stable si f(F ) ⊂ F . On note alors
fF : F −→ F, x 7−→ f(x) l’induit de f sur F .

PROPOSITION 2. Soit g ∈ L(E) commutant avec f . Alors Im(f), ker(f) et ker(P (f)) pour
tout P ∈ K[X] sont g-stables.

EXEMPLE 3. En particulier Eλ = ker(f − λ idE) est f -stable pour tout λ ∈ K. Eλ est le
sous-espace propre associé à λ. S’il est non réduit à {0}, on dit que λ est valeur propre de f .

EXEMPLE 4. Soit p un projecteur de L(E) et F un sous-espace p-stable. Alors F est somme
directe d’un sous-espace de ker(p) et d’un sous-espace de Im(p).

EXEMPLE 5. Soit g ∈ Aut(E) et F f -stable. Alors g(F ) est stable pour g ◦ f ◦ g−1.

PROPOSITION 6. Si F est f -stable, alors πfF | πf et χfF | χf .

I. B. Sous-espaces cycliques [MM16, ChI/II]

Soit x ∈ E.

DÉfiNITION 7. [POLYNÔME MINIMAL LOCAL, SOUS-ESPACE CYCLIQUE]
L’application ϕf, x : K[X] −→ E,P 7−→ P (f)(x) est un morphisme d’espaces vectoriels.
Son noyau est un idéal deK[f ]. Il est engendré par un unique polynôme unitaireπf, x appelé
polynôme minimal local de f en x. On noteEf, x son image.

PROPOSITION 8. Ef, x est f -stable et Ef, x = K[f ](x) = Vect(Bx) où d = deg πf, x et
Bx =

{
x, f(x), . . . , fd−1(x)

}
est une base deEf, x.

DÉfiNITION 9. On dit que f est cyclique s’il existe x ∈ E tel queE = Ef, x.

EXEMPLE 10. Si n = 2, tout endomorphisme est soit cyclique, soit une homothétie.

PROPOSITION 11. Supposons f cyclique et soit x tel queE = Ef, x.

AlorsMBx(f) = C(πf, x) =



0 . . . . . . 0 −a0

1
. . .

...
...

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . . 0 −an−2

0 . . . 0 1 −an−1

 où πf, x = Xn +
∑n−1
k=0 akX

k.

C’est une matrice appelée matrice compagnon de πf, x. On a alors χf = πf = πf, x.

PROPOSITION 12. Si f est cyclique, l’ensemble des endomorphismes commutants avec f est
K[f ].

THÉORÈME 13. [THÉORÈME DE CAYLEY-HAMILTON]
χf est un polynôme annulateur de f . Autrement dit, πf | χf .

II. Détermination de sous-espaces stables et réduction

II. A. Lemme des noyaux et décomposition de DUNFORD [MM16, ChIV]

LEMME 14. [LEMME DES NOYAUX]
Soit (Pi)1≤i≤r une famille de polynômes deux à deux premiers entre eux. Alors en posantP =∏r
i=1 Pi, on a ker(P (f)) =

⊕r
i=1 ker(Pi(f)). De plus, le projecteur de ker(P (f)) sur l’un de

ces sous-espaces parallèlement à la somme des autres est un polynôme en f .

APPLICATION 15. Il existe x ∈ E tel que πf, x = πf . Donc si deg(πf ) = n, alors f est cyclique.

THÉORÈME 16. [DÉCOMPOSITION DE DUNFORD]
Soit f ∈ L(E) de polynôme caractéristique scindé. Alors il existe un unique couple (d, n) ∈
L(E)2 tel que d est diagonalisable, n est nilpotent, f = d+ n et d commute avec n.
De plus, d et n sont des polynômes en f .

APPLICATION 17. SoitM ∈ Mn(K) de polynôme caractéristique scindé. On note µ1, . . . , µn
les n racines de χM (comptées sans leur multiplicité). Soit (D,N) la décomposition de DUN-
FORD deM . SoitP ∈ GLn(K) telle queP−1DP = ∆ = diag(µ1, . . . , µn) soit diagonale. Alors
on a exp(A) = P diag(eµ1 , . . . , eµn)P−1∑n−1

k=0
Nk

k! .
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EXEMPLE 18.(
1 1 0
0 1 1
0 0 1

)
= I3 +

(
0 1 0
0 0 1
0 0 0

) (
1 1 1
0 1 1
0 0 3

)
=
(

1 1 1
0 1 1
0 0 3

)
+
(

0 0 0
0 0 0
0 0 0

)

exp
((

1 1 0
0 1 1
0 0 1

))
=
(

e e e /2
0 e e
0 0 e

)

EXEMPLE 19. Un endomorphisme nilpotent et diagonalisable est nul.

APPLICATION 20. Résolution de l’équation di�érentielle Y ′ = AY pourA ∈Mn(C).

II. B. Utilisation de la dualité dans la recherche de sous-espaces propres
[Rom17, Ch21, p672]

DÉfiNITION 21. Pour A ⊂ E on définit A⊥ = {ϕ ∈ E∗ | ∀x ∈ A,ϕ(x) = 0} et pour B ⊂
E∗, on définitB◦ = {x ∈ E | ∀ϕ ∈ B,ϕ(x) = 0}.

DÉfiNITION 22. On définit tf : E∗ −→ E∗, ϕ 7−→ ϕ ◦ f .

PROPOSITION 23. Si B∗ est la base duale de B, on aMB∗( tf) = MB(f)>.

PROPOSITION 24. F est f -stable si et seulement si F⊥ est tf -stable.

PROPOSITION 25. Soit x ∈ E tel que πf, x = πf . Alors Ef, x admet un supplémentaire
f -stable.

II. C. Sous-espaces stables et trigonalisabilité / diagonalisabilité
[MM16, ChVIII–IX]

THÉORÈME 26. f est trigonalisable si et seulement si χf est scindé si et seulement si πf est
scindé si et seulement si f admet un polynôme annulateur scindé.

EXEMPLE 27. [ENDOMORPHISME TRIGONALISABLE]
Si f est trigonalisable et (e1, . . . , en) est une base de trigonalisation (supérieure), alors Fk =
Vect(e1, . . . , ek) est f -stable.

THÉORÈME 28. f est diagonalisable si et seulement si πf est scindé à racines simples
si et seulement si f admet un polynôme annulateur scindé à racines simples.

PROPOSITION 29. Si f est diagonalisable, soit Sp(f) l’ensemble de ses valeurs propres. Alors
l’ensemble des sous-espaces stables de f sont les ⊕λ∈Sp(f)Fλ où Fλ est un sous-espace de
Eλ.

APPLICATION 30. Sous-espaces propres d’un projecteur, d’une symétrie.

II. D. Autour des nilpotents et de la décomposition de JORDAN
[MM16, ChX] [Rom17, Ch21, p672–675]

APPLICATION 31. [ENDOMORPHISME NILPOTENT]
Si f est nilpotent d’indice n alors les sous-espaces stables de f sont exactement les
(ker(fk))0≤k≤n.

LEMME 32. [DÉCOMPOSITION DE JORDAN D’UN ENDOMORPHISME NILPOTENT]
Supposons f nilpotent. Il existe des entiers d1 ≥ · · · ≥ d` tels que dans une certaine base
B deE,MB(f) soit diagonale par blocs avec les blocs (Jdk)1≤k≤` où Jd = C(Xd).

THÉORÈME 33. [DÉCOMPOSITION DE JORDAN]
Supposons f de polynôme caractéristique scindé (trigonalisable). Notons λ1, . . . , λr ses
valeurs propres distinctes. Il existe des entiers dj, 1 ≥ · · · ≥ dj, `j pour j ∈ J1, rK
tels que dans une certaine base B de E, MB(f) soit diagonale par blocs avec les blocs
(Bj, k) 1≤j≤r

1≤k≤`j
, oùBj, k = λjIdj,k + Jdj,k .

EXEMPLE 34.


−1 −1 0 0
0 −1 0 0
0 2 0 −1
0 2 2 3

 est semblable à


−1 1 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 2

.

THÉORÈME 35. Deux endomorphismes trigonalisables sont semblables si et seulement si ils
ont même réduction de JORDAN.

EXEMPLE 36. On déduit de la réduction de JORDAN tout un ensemble de sous-espaces stables.
Le cas d’un nilpotent est traité en annexe, en utilisant le tableau de YOUNG associé à l’endomor-
phisme. Le cas général s’en déduit.
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II. E. Décomposition de FROBENIUS [MM16, ChXI]

THÉORÈME 37. [DÉCOMPOSITION DE FROBENIUS]
Il existe une unique suite finie de polynômes unitaires P1, . . . , Ps, appelés invariants de simi-
litude et une décompositionE =

⊕s
i=1Ei en sous-espaces stables deE tels que :

• Pi+1 | Pi pour tout 1 ≤ i ≤ s− 1,
• fEi est cyclique de polynôme minimal Pi pour tout 1 ≤ i ≤ s.

COROLLAIRE 38. Dans des bases adéquates la matrice de f est diagonale par blocs avec
pour blocs les matrices compagnons (C(Pi))1≤i≤s. On dit que c’est la forme réduite de f .

EXEMPLE 39. La réduite de


0 −1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0

 est


0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 −1
0 0 1 2

.

III. Autres propriétés autour des sous-espaces stables

III. A. Co-trigonalisabilité et co-diagonalisabilité [MM16, CHVIII/IX]

RAPPEL 40. Les sous-espaces propres de f sont stables par tout endomorphisme commu-
tant avec f .

PROPOSITION 41. Soit (fk)1≤k≤N une famille d’endomorphismes trigonalisables com-
mutant deux à deux. Alors il existe une base commune de trigonalisation (on dit que les
(fk)1≤k≤N sont co-trigonalisables).

APPLICATION 42. Des endomorphismes trigonalisables commutant deux à deux possèdent
au moins n+ 1 sous-espaces stables en commun.

PROPOSITION 43. Soit K = C. Soient f, g ∈ L(E) trigonalisables tels que fg = 0. Alors f
et g sont co-trigonalisables.

PROPOSITION 44. Soit (fk)1≤k≤N une famille d’endomorphismes diagonalisables com-
mutant deux à deux. Alors il existe une base commune de diagonalisation (on dit que les
(fk)1≤k≤N sont co-diagonalisables).

APPLICATION 45. Soient A,B ∈ Mn(R) diagonalisables. Alors Θ ∈ L(Mn(R)) définit par
Θ(M) = AMB est diagonalisable.

EXEMPLE 46. Soit G un sous-groupe fini abélien de GLn(C). Alors les éléments de G sont
co-diagonalisables, et doncG est conjugué à un sous-groupe de matrices diagonales.

COROLLAIRE 47. Si de plus chaque endomorphisme possède n valeurs propres distinctes,
les sous-espaces stables sont les mêmes pour chaque endomorphisme.

EXEMPLE 48. Si les valeurs propres ne sont pas nécessairement distinctes, c’est faux : on peut
considérer pour f1 une homothétie et pour f2 un endomorphisme diagonalisable qui n’est pas
une homothétie.

III. B. Semi-simplicité [BMP05, §4.2.1, p158–161] [Gou09, §5.4, p224–226]

DÉfiNITION 49. [ENDOMORPHISME SEMI-SIMPLE]
f est dit semi-simple si tout sous-espace f -stable admet un supplémentaire f -stable.

THÉORÈME 50. f est semi-simple si et seulement si πf est sans facteur carré.

APPLICATION 51. Sur K = R ou C, f est semi-simple si et seulement si f est diagonalisable
sur C.

EXEMPLE 52. Si f est nilpotente, alors f est semi-simple si et seulement si f = 0.

EXEMPLE 53. Les rotations de R2 sont semi-simples.

APPLICATION 54. Supposons f semi-simple et soit F un sous-espace f -stable. Alors uF et
u : E/F −→ E/F sont aussi semi-simples.
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ANNEXE
Lecture de sous-espaces stables sur un tableau de YOUNG

SPEECH
On veut illustrer le rôle des sous-espaces stables dans la théorie des endomorphismes : trouver
des sous-espaces stables permet par exemple de simplifier l’étude en se restreignant à un sous-
espace stable, cela va amener vers la réduction des endomorphismes.
Dans chaque partie, on se demande à quoi servent les sous-espaces stables, et comment les
identifier.
D’abord, pour les endomorphismes cycliques, on a un vecteur dont le sous-espace stable mi-
nimal et l’espace tout entier, on va donc parcourir l’espace entièrement grâce à ce vecteur. Ces
sous-espaces sont importants car ils permettent de montrer le théorème de CAYLEY-HAMILTON
très important en théorie des endomorphismes.
Ensuite, l’idée de la réduction de JORDAN est d’obtenir des sous-espaces propres donnés par le
lemme des noyaux via le polynôme caractéristique. Pour la décomposition de FROBENIUS, on
s’intéresse aux sous-espaces cycliques associés aux x tel que πf = πf, x.
Enfin, on s’intéresse aux propriétés autour des sous-espaces propres et de la (co-
)trigonalisabilité/diagonabilité. La trigonalisation revient par exemple à trouver une famille
imbriquée de sous-espaces stables.

QUESTIONS
Q Soit f cyclique. Montrer qu’il y a un nombre fini de sous-espaces f -stables.
R Soit x ∈ E tel que E = Ef, x. Fixons F un sous-espace f -stable et considérons
{P ∈ K[X] | P (f)(x) ∈ F}. Comme F est f -stable, il est facile de vérifier qu’il s’agit d’un
idéal de K[X]. Il est donc engendré par un unique polynôme unitaire Q. Si y = Q(f)(x),
on a K[f ](y) ⊂ F par stabilité mais réciproquement, si z = P (f)(x) ∈ F , alors nécessai-
rement P = QR pour un R et donc z = R(f)(y). Ainsi F = Ef,y est cyclique. Comme
πf (f)(x) = 0 ∈ F , on remarque alors queQ | πf , et on a donc une injection de l’ensemble
des sous-espaces f -stables de E dans les polynômes unitaires diviseurs de πf . Ainsi il y a
un nombre fini de sous-espaces f -stables.

Q Qu’en est-il de la réciproque lorsque K est infini?
R Soit f ayant un nombre fini de sous-espaces stables. AlorsE ne peut être réunion de sous-

espaces stables stricts de E. En e�et, si E = ∪ki=1Ei avec E1 6⊂ ∪i>1Ei. Prenons donc
x ∈ E1 \ ∪i>1Ei et y ∈ ∪i>1Ei \ E1. Pour tout λ ∈ K, y + λx /∈ E1 donc il existe i tel
que y + λx ∈ Ei. Comme K est infini, il existe λ 6= µ tels que y + λx, y + µx ∈ Ei pour un
certain i. Alors (λ− µ)x = y + λx− (y + µx) ∈ Ei, donc x ∈ Ei, ce qui est absurde.
Notons maintenant (Fi)1≤i≤k les sous-espaces stricts de E f -stables. Choisis-
sons x /∈ ∪iFi. Alors G =

{
x, f(x), . . . , fn−1(x)

}
est une famille libre sinon

Vect(
{
x, f(x), . . . , fn−2(x)

}
) serait f stable et de dimension inférieure à n − 2, donc

strictement inclus dans E donc égal à l’un des Ei, ce qui est faux par définition de x. Ainsi
πf, x est de dimension n, et donc f est cyclique.

Q Soit f tel que tout sous-espace est f -stable. Que peut-on dire de f ?
R Les sous-espaces de dimension 1 sont f -stables donc chaque vecteur est vecteur propre.

Puis pourx, y ∈ E de valeur propreλx 6= λy , on aλx+y(x+y) = f(x+y) = f(x)+f(y) =
λxx + λyy, donc comme (x, y) est libre on a λx = λx+y = λy , ce qui est absurde. Ainsi f
est une homothétie.

Q Montrer la décroissance des sauts de dimension dans la suite des noyaux itérés.
R Plusieurs possibilités, on peut quotienter.
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155 ENDOMORPHISMES DIAGONALISABLES EN DIMENSION FINIE.

Soit K un corps commutatif,E un K-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗.
Soit f ∈ L(E).

I. Généralités
I. A. Eléments propres [MM16, ChI/IV]

DÉfiNITION 1. On dit queλ ∈ K est valeur propre de f siEλ = ker f−λ idE est non réduit
à {0}.Eλ est appelé sous-espace propre de f associé à λ et ses éléments non nuls sont les
vecteurs propres associés à λ. On note Sp(f) l’ensemble des valeurs propres de f .

PROPOSITION 2. Les sous-espaces propres de f sont f -stables et en somme directe.

EXEMPLE 3. Supposons que n = 3 et qu’il existe une base B = (e1, e2, e3) telle que :

MB(f) =

 α 0 0
0 β 0
0 0 β

 où α 6= β ∈ K2

Alors Sp(f) = {α, β},Eα = Vect(e1),Eβ = Vect(e2, e3) etE = Eα ⊕ Eβ .

I. B. Polynômes d’endomorphismes [MM16, ChI/IV]

Pour P =
∑p
k=0 akX

k ∈ K[X], on pose P (f) =
∑p
k=0 akf

k ∈ L(E).

DÉfiNITION 4. [POLYNÔME MINIMAL]
L’application ϕf : K[X] −→ L(E), P 7−→ P (f) est un morphisme d’algèbres. Son noyau,
l’ensemble des polynômes annulateurs de f , est un idéal de K[f ] donc est engendré par un
unique polynôme unitaire πf appelé polynôme minimal de f .

PROPOSITION 5. On a dim(K[f ]) = deg(πf ).

EXEMPLE 6. Polynômes minimaux usuels [VOIR ANNEXE]

REMARQUE 7. Se donner un endomorphisme f ∈ L(E) revient à se donner sa matrice M
dans une base deE. On a donc les mêmes résultats pour les matrices.

PROPOSITION 8. Soient f, g ∈ L(E) tels que f et g commutent. Alors ker(f) et Im(f) sont
stables par g. En particulier ker(P (f)) et Im(P (f)) sont stables par f pour tout P ∈ K[X].

LEMME 9. [LEMME DES NOYAUX]
Soit (Pi)1≤i≤r une famille de polynômes deux à deux premiers entre eux. Alors en posantP =∏r
i=1 Pi, on a ker(P (f)) =

⊕r
i=1 ker(Pi(f)). De plus, le projecteur de ker(P (f)) sur l’un de

ces sous-espaces parallèlement à la somme des autres est un polynôme en f .

APPLICATION 10. SoitP annulateur de f . SiP =
∏r
i=1 P

αi
i où les (Pi)1≤i≤r sont deux à deux

premiers, alors on a la décomposition en sous-espaces f -stablesE =
⊕r

i=1 ker(Pαii (f)).

I. C. Polynôme caractéristique [MM16, ChV/VII] [Gou09, Ch4]

DÉfiNITION 11. [POLYNÔME CARACTÉRISTIQUE]
On définit le polynôme caractéristique deM ∈Mn(K) par χM (X) = det(XIn −M).

PROPOSITION 12. Deux matrices semblables ont même polynôme caractéristique. On peut
donc définir le polynôme caractéristique de f .

EXEMPLE 13. En dimension 2, on a χM = X2 − Tr(M)X + det(M) et χM (M) = 0.
En dimension quelconque, si χM =

∑n
k=0 akX

k, on a an = 1, an−1 = −Tr(M) et a0 =
(−1)n det(M).
Polynômes caractéristiques usuels [VOIR ANNEXE]

I. D. Liens entre polynômes et valeurs propres [MM16, ChV/VII]

PROPOSITION 14. SoitF un sous-espace f -stable deE. On pose fF l’endomorphisme induit
sur F par f . Alors πfF | πf et χfF | χf .
SiE =

⊕r
i=1Ei est une décomposition en sous-espaces stables deE, alorsχf =

∏r
i=1 χfEi .

PROPOSITION 15. [LIENS ENTRE VALEURS PROPRES]
λ ∈ K est une valeur propre de f si et seulement si χf (λ) = 0 si et seulement si πf (λ) = 0.

THÉORÈME 16. [THÉORÈME DE CAYLEY-HAMILTON]
χf est un polynôme annulateur de f . Autrement dit, πf | χf .

DÉfiNITION 17. [MULTIPLICITÉS]
Soit λ ∈ Sp(f) une valeur propre de f . On appelle :
• multiplicité géométrique de λ la dimension deEλ, notéemg(λ),
• multiplicité algébrique de λ la multiplicité de λ en tant que racine deχf , notéema(λ),
• multiplicité minimale de λ la multiplicité de λ en tant que racine de πf , notéemm(λ).

On amm(λ) ≤ mg(λ) etma(λ) ≤ mg(λ).
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II. Diagonalisabilité [MM16, ChVIII]

II. A. Critères de diagonalisabilité

DÉfiNITION 18. f est diagonalisable s’il existe une base de E formée de vecteurs propres
de f (c’est-à-dire si la matrice dans une certaine base deE est diagonale).

APPLICATION 19. Les valeurs propres de f sont alors les coe�icients diagonaux d’une matrice
diagonale associée à f (voir Exemple 3).

THÉORÈME 20. On a équivalence :
• f est diagonalisable,
• E =

⊕
λ∈Sp(f)Eλ,

• πf est scindé à racines simples,
• il existe un polynôme annulateur de f scindé à racines simples,
• χf est scindé et pour tout λ ∈ Sp(f),mg(λ) = ma(λ).

APPLICATION 21.
• Si f admet n valeurs propres distinctes, f est diagonalisable.
• Si f n’a qu’une valeur propre, f est diagonalisable si et seulement si f est une homothétie.
• Un projecteur et une symétrie sont diagonalisables.
• Un endomorphisme nilpotent et diagonalisable est nul.

•
(

0 1
−1 0

)
est diagonalisable sur C mais pas sur R.

• Si rg(f) = 1, alors f est diagonalisable si et seulement si Tr(f) 6= 0.

COROLLAIRE 22. Si F est f -stable et f est diagonalisable, alors f|F est diagonalisable.

APPLICATION 23. [CARDINAL DEDn(Fq)] [Rom17, p148–151]
Soit n ∈ N, q = pr où p est premier et r ∈ N∗. SoitDn(Fq) l’ensemble des matrices diago-
nalisables de Fq . Alors en posant |GL0(Fq)| = 1, on a :

|Dn(Fq)| =
∑

n1+···+nq=n

|GLn(Fq)|∏q
i=1 |GLni(Fq)|

II. B. Co-diagonalisabilité

PROPOSITION 24. Soient f, g ∈ L(E) tels que f et g commutent. Alors Im(f) et les sous-
espaces propres de f sont stables par g.

PROPOSITION 25. Soit (fk)1≤k≤N une famille d’endomorphismes diagonalisables com-
mutant deux à deux. Alors il existe une base commune de diagonalisation (on dit que les
(fk)1≤k≤N sont co-diagonalisables).

APPLICATION 26. Soient A,B ∈ Mn(R) diagonalisables. Alors Θ ∈ L(Mn(R)) définit par
Θ(M) = AMB est diagonalisable.

EXEMPLE 27. Soit G un sous-groupe fini abélien de GLn(C). Alors les éléments de G sont
co-diagonalisables. DoncG est conjugué à un sous-groupe de matrices diagonales.

II. C. Topologie pour K = R ou C [BMP05, §4.3.3/4.6, p179/217]

PROPOSITION 28. Pour λ ∈ Sp(f), |λ| ≤ |||f ||| où |||.||| est la norme subordonnée à n’importe
quelle norme surE.

PROPOSITION 29. PourA,B ∈Mn(C), on a χAB = χBA.

PROPOSITION 30. M 7−→ χM est continue.

APPLICATION 31. L’ensemble des matrices nilpotentes est fermé.

PROPOSITION 32. Dn(K) = Tn(K). En particulierDn(C) est dense dansMn(C).

II. D. Liens avec les endomorphismes semi-simples [BMP05, §4.2.1, p158–161]

DÉfiNITION 33. [ENDOMORPHISME SEMI-SIMPLE]
f est dit semi-simple si tout sous-espace f -stable admet un supplémentaire f -stable.

THÉORÈME 34. f est semi-simple si et seulement si πf est sans facteur carré.

APPLICATION 35. Sur K = C, f est semi-simple si et seulement si f est diagonalisable. Sur
K = R, f est semi-simple si et seulement si f est diagonalisable sur C.

EXEMPLE 36. Si f est nilpotente, alors f est semi-simple si et seulement si f = 0.

EXEMPLE 37. Les rotations de R2 sont semi-simples.

APPLICATION 38. Supposons f semi-simple et soit F un sous-espace f -stable. Alors uF et
u : E/F −→ E/F sont aussi semi-simples.
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III. Décomposition de DUNFORD [MM16, Ch10] [Gou09, §4.4, p193]

THÉORÈME 39. [DÉCOMPOSITION DE DUNFORD]
Soitf ∈ L(E) de polynôme caractéristique scindé. Alors il existe un unique couple (d, n) ∈
L(E)2 tel que d est diagonalisable, n est nilpotent, f = d+ n et d commute avec n.
De plus, d et n sont des polynômes en f .

APPLICATION 40. Soit M ∈ Mn(K) de polynôme caractéristique scindé. On note
µ1, . . . , µn les n racines de χM (comptées sans leur multiplicité). Soit (D,N) la décompo-
sition deDUNFORD deM . SoitP ∈ GLn(K) telle queP−1DP = ∆ = diag(µ1, . . . , µn) soit
diagonale. Alors on a :

exp(A) = P diag(eµ1 , . . . , eµn)P−1
n−1∑
k=0

Nk

k!

EXEMPLE 41.(
1 1 0
0 1 1
0 0 1

)
= I3 +

(
0 1 0
0 0 1
0 0 0

) (
1 1 1
0 1 1
0 0 3

)
=
(

1 1 1
0 1 1
0 0 3

)
+
(

0 0 0
0 0 0
0 0 0

)

exp
((

1 1 0
0 1 1
0 0 1

))
=
(

e e e /2
0 e e
0 0 e

)

EXEMPLE 42. Un endomorphisme nilpotent et diagonalisable est nul.

APPLICATION 43. Résolution de l’équation di�érentielle Y ′ = AY pourA ∈Mn(C).

REMARQUE 44. Sur K = R ou C, on n’a pas continuité de f 7−→ (d, n) : considérer(
1 1
0 1

)
et
(

1 1
0 α

)
.

IV. Théorèmes spectraux [Rom17, Ch22, p697]

On se place sur K = R (resp. C) et on considère E euclidien (resp. hermitien) de dimension
finie. On noteM∗ = M

> la transconjuguée deM . On note f∗ l’adjoint de f ∈ L(E).

DÉfiNITION 45. On dit que f est une isométrie (resp. un endomorphisme unitaire) si f
préserve la norme (∀x ∈ E, ‖f(x)‖ = ‖x‖).

DÉfiNITION 46. On dit que f est auto-adjoint si f∗ = f . On dit que f est normal si f∗f =
ff∗.

EXEMPLE 47. On a les mêmes définitions pour les matrices. Une matrice symétrique ou ortho-
gonale (resp. hermitienne ou unitaire) est normale.

LEMME 48. Si F est f -stable et f est normal alors f⊥ est f -stable et f∗-stable.

APPLICATION 49. Les sous-espaces propres de f normal ont un orthogonal f -stable.

THÉORÈME 50. [RÉDUCTION DES ENDOMORPHISMES NORMAUX, CAS COMPLEXE]
Si E est hermitien, tout endomorphisme normal est diagonalisable dans une base orthonor-
mée.

LEMME 51. Toute matrice symétrique réelle admet une valeur propre réelle. De plus les sous-
espaces propres associés sont deux à deux orthogonaux.

THÉORÈME 52. [RÉDUCTION DES ENDOMORPHISMES AUTO-ADJOINTS]
Tout endomorphisme auto-adjoint admet une base orthonormale de diagonalisation.

APPLICATION 53. Pour déterminer les valeurs propres µ0 < µ1 < · · · < µr de f auto-adjoint,
on procède par récurrence en posant :

µi = min(
{
〈f(x) | x〉 | ‖x‖ = 1 et x ∈ (Eµ0 ⊕ · · · ⊕ Eµi−1)⊥

}
)
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ANNEXE
Polynômes minimaux et caractéristiques usuels
Soit F un sous-espace vectoriel de dimension 1 ≤ p ≤ n− 1.

f πf χf

nilpotent d’indice k Xk Xn

homothétie de rapport λ X − λ (X − λ)n
projecteur sur F X2 −X (X − 1)pXn−p

symétrie par rapport à F X2 − 1 (X − 1)p(X + 1)n−p

SPEECH
La diagonalisation permet de trouver une base de vecteurs propres, dans laquelle il est souvent
beaucoup plus aisé de faire des manipulations!

QUESTIONS
Q Que peut-on dire des sous-espaces stables de f diagonalisable?
R Ils admettent un supplémentaire stable, par le théorème de la base incomplète.
Q Comment montrer le Corollaire 22?
Q Le Théorème 52 est-il le même résultat que la propriété de réduction des formes quadra-

tiques? (l’un découle-t-il de l’autre? )
R Ils n’ont rien à voir, en revanche il y a un résultat sur les formes quadratiques équivalent à

ce résultat.
Q SoitD l’ensemble des matrices diagonales de GLn(C). Que dire deD ?
R C’est un groupe abélien. Il n’est pas distingué car il existe des matrices diagonalisables non

diagonales. Son commutateur est lui-même. Son normalisateur N vérifie N/D ' Sn. En
e�et, soit P ∈ N . Pour M = diag(µ1, . . . , µn) ∈ D avec tous les coe�icients distincts, on
a que M ′ = PMP−1 est diagonale. Notant (λi)1≤i≤n ses coe�icients diagonaux, il existe
σ ∈ Sn telle que λi = µσ(i) pour 1 ≤ i ≤ n, ou encore M ′ = PσM . On en déduit que
P ∈ PσE.

BIBLIOGRAPHIE
[BMP05] V. BECK, J.MALICK et G. PEYRÉ : Objectif Agrégation. H&K, 2ème édition, 2005.

[Gou09] X. GOURDON : Les maths en tête - Algèbre. Ellipses, 2ème édition, 2009.

[MM16] R.MANSUYet R.MNEIMNÉ : Algèbre linéaire : Réduction des endomorphismes. De Boeck,
2 ème édition, 2016.

[Rom17] J.-E. ROMBALDI : Mathématiques pour l’agrégation : Algèbre et géométrie. De Boeck,
2017.

ÉNS Paris-Saclay – 2018/2019 Antoine BARRIER – https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/ Page 82 sur 238

https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/


156 EXPONENTIELLE DE MATRICES. APPLICATIONS.

Soit K = R ou C. On munitMn(K) d’une norme d’algèbre ‖.‖.

I. Convergence et propriétés algébriques de l’exponentielle de
matrices [Rom17, Ch23, p745] [Ave97, Ch5, p47]

Définition de la série exponentielle
Convergence normale sur tout compact, donc convergence de exp(A)
Exemple : exp(0), exp(I)
Exponentielle de la somme de matrices qui commutent, contre-exemple. On en déduit que
exp(A) est inversible et l’expression de exp(A)−1

exp(PAP−1) = P exp(A)P−1, exp(A>) = exp(A)>, exp(A) = exp(A), det(exp(A)) =
exp(Tr(A))
exp(A) ∈ K[A] commute avecA

II. Calcul pratique de l’exponentielle
[Rom17, Ch23, p745] [Gou09, §4.4, p193]

Matrice diagonale, nilpotente, puis utilisation de la décomposition de DUNFORD ou de la dé-
composition de JORDAN

THÉORÈME 1. [DÉCOMPOSITION DE DUNFORD]
Soitf ∈ L(E) de polynôme caractéristique scindé. Alors il existe un unique couple (d, n) ∈
L(E)2 tel que d est diagonalisable, n est nilpotent, f = d+ n et d commute avec n.
De plus, d et n sont des polynômes en f .

APPLICATION 2. SoitM ∈Mn(K) de polynôme caractéristique scindé. On noteλ1, . . . , λr
de multiplicités α1, . . . , αr ou µ1, . . . , µn les racines de χM . Soit (D,N) la décomposition
de DUNFORD de M . Soit P ∈ GLn(K) telle que P−1DP = ∆ = diag(µ1, . . . , µn) soit
diagonale. Soit pi le projecteur sur ker(f −λi Id)αi parallèlement à

⊕
j 6=i ker(f −λj Id)αj .

Alors on a :

exp(M) = P diag(eµ1 , . . . , eµn)P−1∑n−1
k=0

Nk

k! =
∑r
i=1 eλi

[∑αi−1
p=0

(A−λi Id)k
k!

]
Pi

Si χA est scindé,A est diagonalisable si et seulement si son exponentielle l’est
Utilisation de la décomposition de JORDAN

III. Propriétés analytiques de l’exponentielle

III. A. Di�érentiabilité [Ave97, Ch5/7, p57/79] [Rom17, Ch23, p745]

exp est C∞ (admis), expression de la di�érentielle
exp est un C1-di�éo local de 0 sur In

III. B. Injectivité et surjectivité [Rom17, §23.4, p752] [CG13, §VI.2.5, p357–358]

Fonction log définie sur B(In, 1), qui vérifie exp ◦ log = Id
ln bien définie sur les matrices unipotentes
Homéomorphisme deNp surUp, d’inverse le logarithme
exp est surjective (sur GLn(C)) si K = C : il existe mêmeQ ∈ C[X] tel que exp(Q(A)) = A
Connexité par arcs de GLn(C)
exp est non injective, de noyau les matrices diagonalisables de spectre inclus dans 2iπZ
[FGN07, §4.25, p417]
SurR, on a injectivité, mais plus surjectivité : exp(A) = exp(A/2)2 donc exp est à valeurs dans
GL+

n (C)

THÉORÈME 3. exp : Sn(R) −→ S++
n (R) est un homéomorphisme.

PROPOSITION 4. exp : Hn(C) −→ H++
n (C) est un homéomorphisme.

Décomposition polaire : on déduit les homéomorphismes GLn(R) ' On × Rn(n+1)/2 et
GLn(C) ' Un × Rn2

IV. Application aux équations di�érentielles linéaires
[Ber17, Ch2/6, p46/233]

Remarque : la fonction t 7−→ etA est C∞ sur R et de dérivée t 7−→ A etA
Étude de Y ′ = AY [Dem96]
Remarque : on peut toujours se ramener à une équation di�érentielle matricielle d’ordre 1 !
Solutions sous forme intégrale
Théorèmes de stabilité selon les valeurs propres deA
Exemples
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QUESTIONS

Q A-t-on
(
−1 1
0 1

)
et
(
−1 1
−1 1

)
dans exp(M2(R))?

R La première matrice a pour déterminant −1, donc n’est pas un carré dans GL2(R). Or si
A = exp(B), on aA = exp(B/2)2 doncA est un carré.
Pour la deuxième, on regarde le spectre de la matrice et on aboutit à une contradiction.

Q Soit M ayant une seule valeur propre, qui est réelle et strictement positive. A-t-on M ∈
exp(Mn(R))?

R On aχM = (X−λ)n est scindé. Écrivons sa décomposition deDUNFORD : on aM = D+N ,
avecD = λIn et donc 1

λM = In + 1
λN . SiA = Log(In + 1

λN), on a exp(A) = M .
Q exp est-elle injective surD(R) l’ensemble des matrice diagonalisables de R?
R SoitA,B diagonalisables telles que exp(A) = exp(B). On vérifie queA,B commutent, et

donc sont co-diagonalisables, ce qui implique alors queA = B en regardant ce que donne
exp(A) = exp(B) dans une base de co-diagonalisation.
Pour montrer le commutativité, on montre queA est un polynôme enB.

Q Montrer que GLn(C) est connexe par arcs.
Q Montrer que exp de {A ∈ Mn(R) | eSp(A) ∩R = ∅} est à valeurs dans GLn(R).
R Penser à utiliser la réduction de JORDAN.

BIBLIOGRAPHIE
[Ave97] A. AVEZ : Calcul di�érentiel. Masson, 1997.

[Ber17] F. BERTHELIN : Equations di�érentielles. Cassini, 2017.

[CG13] P. CALDERO et J. GERMONI : Histoires hédonistes de groupes et de géométries - Tome 1.
Calvage et Mounet, 2013.

[Dem96] J.-P. DEMAILLY : Analyse numérique et équations di�érentielles. Collection Grenoble
Sciences, 1996.

[FGN07] S. FRANCINOU, H. GIANELLA et S. NICOLAS : Oraux X-ENS - Algèbre 2. Cassini, 2007.

[Gou09] X. GOURDON : Les maths en tête - Algèbre. Ellipses, 2ème édition, 2009.

[Rom17] J.-E. ROMBALDI : Mathématiques pour l’agrégation : Algèbre et géométrie. De Boeck,
2017.

ÉNS Paris-Saclay – 2018/2019 Antoine BARRIER – https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/ Page 84 sur 238

https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/


157 ENDOMORPHISMES TRIGONALISABLES. ENDOMORPHISMES NILPOTENTS.

Soit K un corps commutatif,E un K-espace vectoriel de dimension finie n ∈ N∗.

I. Généralités
I. A. Rappels sur l’étude d’endomorphismes [MM16]

Soit f ∈ L(E).

DÉfiNITION 1. [POLYNÔME MINIMAL]
ϕf : K[X] −→ K[f ], P 7−→ P (f) est un morphisme d’algèbres. Son noyau est un idéal de
K[f ] engendré par un unique polynôme unitaire πf appelé polynôme minimal de f .

PROPOSITION 2. On a dim(K[f ]) = deg(πf ).

EXEMPLE 3. Polynômes minimaux usuels [VOIR ANNEXE]

PROPOSITION 4. Soient f, g ∈ L(E) tels que f et g commutent. Alors ker(f) et Im(f) sont
stables par g. En particulier ker(P (f)) et Im(P (f)) sont stables par f pour tout P ∈ K[X].

LEMME 5. [LEMME DES NOYAUX]
Soit (Pi)1≤i≤r une famille de polynômes deux à deux premiers entre eux et f ∈ L(E). Alors
en posant P =

∏r
i=1 Pi, on a ker(P (f)) =

⊕r
i=1 ker(Pi(f)).

De plus, le projecteur de ker(P (f)) sur l’un de ces sous-espaces parallèlement à la somme des
autres est un polynôme en f .

APPLICATION 6. Soit P annulateur de f . Si P =
∏r
i=1 P

αi
i où les (Pi)1≤i≤r sont deux à deux

premiers, alors on a la décomposition en sous-espaces f -stablesE =
⊕r

i=1 ker(Pαii (f)).

DÉfiNITION 7. [POLYNÔME CARACTÉRISTIQUE]
On définit le polynôme caractéristique de M ∈ Mn(K) par χM (X) = det(XIn − M).
Deux matrices semblables ayant même polynôme caractéristique, on définit le polynôme
caractéristique de f .

EXEMPLE 8. Polynômes caractéristiques usuels [VOIR ANNEXE]

PROPOSITION 9. [LIENS ENTRE VALEURS PROPRES]
λ ∈ K est une valeur propre de f si et seulement si χf (λ) = 0 si et seulement si πf (λ) = 0.

THÉORÈME 10. [THÉORÈME DE CAYLEY-HAMILTON]
χf est un polynôme annulateur de f . Autrement dit, πf | χf .

I. B. Noyaux itérés [MM16, ChII/IV, p46]

PROPOSITION 11. La suite (ker(fk))k∈N est croissante stationnaire et on a :

∀k ∈ N,dim(ker(fk+1)) = dim(ker(fk)) + dim(ker(f) ∩ Im(fk))

COROLLAIRE 12. La suite (dim(ker(fk+1))− dim(ker(fk)))k∈N est décroissante.

DÉfiNITION 13. p = min(
{
q ∈ N | ∀k ∈ N, ker(fq+k) = ker(fq)

}
) est appelé indice de f .

PROPOSITION 14. p ≤ n et on aE = ker(fp)⊕ Im(fp).

II. Endomorphismes nilpotents [MM16, ChI/II/IX/X, p3/23/102/113]

DÉfiNITION 15. f ∈ L(E) est nilpotent si fp = 0, où p est l’indice (de nilpotence) de f .
Soit f nilpotent d’indice r.

APPLICATION 16. On a alors πf = Xp et χf = Xn.

PROPOSITION 17. On a p ≤ n et on a égalité si et seulement si dim(ker(f)) = 1.

APPLICATION 18. Si f est nilpotent d’incide n, il existe une base B deE telle que :

MB(f) = Jn =


0 . . . 0
1 0

0 1
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 . . . 0 1 0


En particulier, f est trigonalisable.
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EXEMPLE 19. Si n = 3 :
• soit p = 1, alors f = 0,
• soit p = 2, alors dim(ker(f)) = 2,
• soit p = 3, alors dim(ker(f)) = 1.

PROPOSITION 20. f est trigonalisable, avec une diagonale de 0.

PROPOSITION 21. Si K = R ou C, g ∈ L(E) est nilpotent si et seulement si
∀k ∈ N∗,Tr(gk) = 0.

EXEMPLE 22. Si K = Fp, le résultat est faux, prenant g = Id(Fp)p .

III. Trigonalisation [MM16, ChIX]

III. A. Caractérisation

DÉfiNITION 23. f ∈ L(E) est trigonalisable s’il existe une base deE dans laquelle la ma-
trice de f soit triangulaire.

PROPOSITION 24. Si f est trigonalisable, les coe�icients diagonaux de sa matrice dans une
base adaptée sont les valeurs propres de f . Notant (λi)1≤i≤r ses valeurs propres, chacune de
multiplicité algébriquema(λi), on a :

Tr(f) =
r∑
i=1

ma(λi)λi et det(f) =
r∏
i=1

λ
ma(λi)
i

THÉORÈME 25. f est trigonalisable si et seulement si χf est scindé si et seulement si πf est
scindé si et seulement si f admet un polynôme annulateur scindé.

COROLLAIRE 26. Si K = C ou est algébriquement clos, tout endomorphisme de L(E) est
trigonalisable.

EXEMPLE 27. La matrice
(

0 −1
1 0

)
est trigonalisable sur C mais par sur R.

APPLICATION 28. PourA ∈Mn(C), on a det(exp(A)) = exp(Tr(A)).

COROLLAIRE 29. Si f est trigonalisable et si F est un sous-espace f -stable de E, alors fF
est trigonalisable.

III. B. Co-trigonalisation

LEMME 30. Soient f, g ∈ L(E) tels que f et g commutent. Alors les sous-espaces propres de
f sont g-stables.

PROPOSITION 31. Soit (fk)1≤k≤N une famille d’endomorphismes trigonalisables com-
mutant deux à deux. Alors il existe une base commune de trigonalisation (on dit que les
(fk)1≤k≤N sont co-trigonalisables).

EXEMPLE 32. Soient (fk)1≤k≤n des endomorphismes nilpotents qui commutent deux à deux.
Alors f1 . . . fn = 0.

PROPOSITION 33. Soit K = C. Soient f, g ∈ L(E) trigonalisables tels que fg = 0. Alors f
et g sont co-trigonalisables.

PROPOSITION 34. Soit K = C. Soient f, g ∈ L(E) trigonalisables tels que fg − gf =
αf + βg pour un couple (α, β) ∈ K2. Alors f et g sont co-trigonalisables.

IV. Utilisations d’endomorphismes nilpotents/trigonalisables

IV. A. Décomposition de DUNFORD [MM16, Ch10] [Gou09, §4.4, p193]

THÉORÈME 35. [DÉCOMPOSITION DE DUNFORD]
Soitf ∈ L(E) de polynôme caractéristique scindé. Alors il existe un unique couple (d, n) ∈
L(E)2 tel que d est diagonalisable, n est nilpotent, f = d+ n et d commute avec n.
De plus, d et n sont des polynômes en f .

APPLICATION 36. Soit M ∈ Mn(K) de polynôme caractéristique scindé. On note
µ1, . . . , µn les n racines de χM (comptées sans leur multiplicité). Soit (D,N) la décompo-
sition deDUNFORD deM . SoitP ∈ GLn(K) telle queP−1DP = ∆ = diag(µ1, . . . , µn) soit
diagonale. Alors on a :

exp(A) = P diag(eµ1 , . . . , eµn)P−1
n−1∑
k=0

Nk

k!

EXEMPLE 37.(
1 1 0
0 1 1
0 0 1

)
= I3 +

(
0 1 0
0 0 1
0 0 0

) (
1 1 1
0 1 1
0 0 3

)
=
(

1 1 1
0 1 1
0 0 3

)
+
(

0 0 0
0 0 0
0 0 0

)

ÉNS Paris-Saclay – 2018/2019 Antoine BARRIER – https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/ Page 86 sur 238

https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/


Agrégation – Leçons 157 – Endomorphismes trigonalisables. Endomorphismes nilpotents.

exp
((

1 1 0
0 1 1
0 0 1

))
=
(

e e e /2
0 e e
0 0 e

)

EXEMPLE 38. Un endomorphisme nilpotent et diagonalisable est nul.

APPLICATION 39. Résolution de l’équation di�érentielle Y ′ = AY pourA ∈Mn(C).

IV. B. Réduction de JORDAN [MM16, ChX] [Rom17, Ch21, p672–675]

LEMME 40. Soit f nilpotent d’indice r. Soit x /∈ ker(fr−1). Posons Fx =
Vect(

{
x, f(x), . . . , fr−1(x)

}
).

• Fx est f -stable et Bx =
{
x, f(x), . . . , fr−1(x)

}
en est une base,

• Fx admet un supplémentaire f -stable.

PROPOSITION 41. [DÉCOMPOSITION DE JORDAN D’UN ENDOMORPHISME NILPOTENT]
Soit f ∈ L(E) nilpotent. Il existe des entiers d1 ≥ · · · ≥ d` tels que dans une certaine
base B deE,MB(f) soit diagonale par blocs avec les blocs (Jrk)1≤k≤`.

THÉORÈME 42. [DÉCOMPOSITION DE JORDAN]
Soit f ∈ L(E) de polynôme caractéristique scindé. Notonsλ1, . . . , λr ses valeurs propres.
Il existe des entiers dj, 1 ≥ · · · ≥ dj, `j pour j ∈ J1, rK tels que dans une certaine baseB de
E,MB(f) soit diagonale par blocs avec les blocs (Bj, k) 1≤j≤r

1≤k≤`j
, oùBj, k = λjIdj, k+Jdj,k

avec Jd = C(Xd) ∈Md(K).

EXEMPLE 43.


−1 −1 0 0
0 −1 0 0
0 2 0 −1
0 2 2 3

 est semblable à


−1 1 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 2

.

THÉORÈME 44. Deux endomorphismes trigonalisables sont semblables si et seulement si ils
ont même réduction de JORDAN.

DÉfiNITION 45. [TABLEAU DE YOUNG]
Le tableau de YOUNG associé à une suite d’entiers d1 ≥ · · · ≥ d` est un tableau à ` lignes
telles que chaque ligne i comporte di cases.
A un endomorphisme nilpotent f , on peut donc associer un unique tableau de YOUNG asso-
cié à cet endomorphisme via sa réduction de JORDAN.
Plus généralement, si f est trigonalisable, de valeurs propres λ1, . . . , λr, on lui associe
les r tableaux de YOUNG associés aux r valeurs propres comme le tableau de YOUNGde
fNi − λi IdNi oùNi = ker(f − λi id)ma(λi).

PROPOSITION 46. Deux endomorphismes nilpotents (resp. trigonalisables) sont semblables
si et seulement si ils ont même tableau deYOUNG (resp. ils ont même valeurs propres et mêmes
tableaux de YOUNG associés à chacune des valeurs propres).

EXEMPLE 47. [LECTURE D’UN TABLEAU DE YOUNG]
Soit f nilpotent. Regardons son tableau de YOUNG :
• les cases du tableau s’interprètent comme les éléments d’une base dans laquelle la ma-

trice de f est la forme réduite de JORDAN.
La i-ième ligne est associée au bloc de JORDAN de taille di. Si on prend x tel que Fx est le
sous-espace associé à ce bloc, alors les cases de la ligne i parcourues de gauche à droite
sont associées à la base fdi−1(x), . . . , f(x), x de Fx,

• pour trouver les sous-espaces associés à Im(fk), il su�it d’enlever les k dernières cases de
chaque ligne,

• pour trouver les sous-espaces associés à ker(fk), on garde les k premières cases de
chaque ligne,

• de ces deux dernières observations on déduit facilement dim(Im(fk)) et dim(ker(fk)),
• l’indice de nilpotence est le nombre maximal de cases sur une ligne.

APPLICATION 48. Soient f, g ∈ L(E) nilpotents ayant même polynôme minimal et même
rang. Alors sin ≤ 6,f etg sont semblables. En dimension 7, on a un contre-exemple : considérer
les tableaux (3, 2, 2) et (3, 3, 1).

APPLICATION 49. Il y a autant de classes de similitudes de matrices nilpotentes que de parti-
tions de n.
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ANNEXE
Polynômes minimaux et caractéristiques usuels
Soit F un sous-espace vectoriel de dimension 1 ≤ p ≤ n− 1.

f πf χf

nilpotent d’indice k Xk Xn

homothétie de rapport λ X − λ (X − λ)n
projecteur sur F X2 −X (X − 1)pXn−p

symétrie par rapport à F X2 − 1 (X − 1)p(X + 1)n−p

Tableaux de YOUNG

SPEECH
Les endomorphismes trigonalisables sont très intéressants à étudier car leur structure permet
une simplification des manipulations (le produit de matrices triangulaires supérieures reste
une matrice triangulaire supérieure, on a les valeurs propres sur la diagonales, . . .).
Leur étude nous amène d’abord à regarder le cas des endomorphismes nilpotents. Le lien entre
les deux arrive avec la décomposition de DUNFORD.

COMMENTAIRES
Cette leçon est sensée amener vers JORDAN.

QUESTIONS
Q Soient f, g ∈ L(E). Montrer que si [[f, g], f ] = 0, alors [f, g] est nilpotent.
R On a :

Tr([f, g]n) = Tr([f, g]n−1[f, g]) = Tr([f, g]n−1(fg − gf))
= Tr([f, g]n−1fg)− Tr([f, g]n−1gf)
= Tr(gf [f, g]n−1)− Tr([f, g]n−1gf) = 0

Il reste à appliquer la proposition 21.
Q À quoi correspond l’espace vectoriel engendré par les nilpotents?
R Cet espace ne contient pas d’élément inversible, car 0 est valeur propre de chacun de ses

éléments. Tous les éléments de l’ensemble ont une trace nulle, car Tr(n1 + n2) = 0. On va
montrer qu’en fait ce sont tous les éléments de trace nulle. En e�et, matriciellement, les ma-
trices de trace nulle sont de dimensionn2− 1, et la dimension de notre espace vectoriel est
au moinsn2−n car (Ei j)i 6=j est une famille libre de notre espace, tout comme les matrices

(diag(0, . . . , 0,
(

1 −1
1 −1

)
, 0, . . . , 0))1≤i≤n−1 où le bloc non nul est en position i, et les

deux familles considérées sont libres entre elles. On a donc une famille libre de dimension
n2 − 1, ce qui conclut.

Q Montrer que la décomposition de DUNFORD reste valable pour toute matrice réelle, et
qu’alorsD etN sont réelles.

R SoitM ∈Mn(R). Elle est trigonalisable surC, donc on écritM = D+N sa décomposition
de DUNFORD. On a alors D + N = M = M = D + N donc par unicité D et N sont bien
réelles.

Q TrigonaliserM =

 2 2 −3
5 1 −5
−3 4 0

.

R On calcule χM = (X − 1)3. On trouve e1 = (1, 1, 1)> ∈ ker(M − I3) et e2 = (1, 1, 0)> ∈
ker(M − I3)2. Complétant en une base (e1, e2, e3), la matrice dans cette base est triangu-
laire.
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Soit n ∈ N∗. PourM ∈Mn(K), on noteM∗ = M
>.

I. Généralités [Gou09, §5.1, p227]

I. A. Définitions et premières propriétés

DÉfiNITION 1. [MATRICE SYMÉTRIQUE RÉELLE, MATRICE HERMITIENNE]
SoitM ∈ Mn(R). On dit queM est symétrique (resp. anti-symétrique) siM = M> (resp.
M = −M>). On note Sn(R) (resp. An(R)) l’ensemble des matrices symétriques (resp.
anti-symétriques) réelles.
Soit M ∈ Mn(C). On dit que M est hermitienne si M = M

>. On noteHn(C) l’ensemble
des matrices hermitiennes.

EXEMPLE 2.

 1 2 3
2 4 5
3 5 6

 ∈ Sn(R) et

 1 −i 3 + 2i
i 1 1 + i

3− 2i 1− i 6

 ∈ Hn(C).

REMARQUE 3. Hn(C) est un R-espace vectoriel mais pas un C-espace vectoriel.

PROPOSITION 4. dim(Sn(R)) = n(n+1)
2 , dim(An(R)) = n(n−1)

2 et dimR(Hn(C)) = n2.

PROPOSITION 5. On aMn(R) = Sn(R)⊕An(R) etHn(C) = Sn(R)⊕ iAn(R).

EXEMPLE 6.

 1 2 3
4 5 6
7 8 9

 =

 1 3 5
3 5 7
5 7 9

+

 0 1 2
−1 0 1
−2 −1 0

.

PROPOSITION 7. PourA ∈ Sn(R) ouHn(R), on a Sp(A) ⊂ R.

DÉfiNITION 8. On définit :
• S+

n (R) l’ensemble des S ∈ Sn(R) telles queX>SX ≥ 0 pourX ∈ Rn,
• S++

n (R) l’ensemble des S ∈ S+
n (R) telles queX>SX = 0 =⇒ X = 0,

• H+
n (C) l’ensemble desH ∈ Hn(C) telles queX>HX ≥ 0 pourX ∈ Cn,

• H+
n (C) l’ensemble desH ∈ H+

n (C) telles queX>HX = 0 =⇒ X = 0.

I. B. Liens avec les formes bilinéaires symétriques / hermitiennes
SoitE un K-espace vectoriel de dimension finie n, avec K = R ou C selon le contexte.

DÉfiNITION 9. Soit K = R. Soit ϕ : E × E −→ R une forme bilinéaire.
• ϕ est dite symétrique si ϕ(x, y) = ϕ(y, x) pour x, y ∈ E,
• si ϕ est symétrique, l’application Φ : E −→ R, x 7−→ ϕ(x, x) est appelée forme qua-

dratique associée à ϕ. ϕ est appelée forme polaire associée à Φ (elle est unique).

DÉfiNITION 10. Soit K = C. Soit ϕ : E × E −→ C une forme sesquilinéaire (pour tout
x ∈ E, ϕ(x, .) est linéaire et ϕ(., x) est anti-linéaire).
• ϕ est dite hermitienne si ϕ(x, y) = ϕ(y, x) pour x, y ∈ E,
• si ϕ est hermitienne, l’application Φ : E −→ R, x 7−→ ϕ(x, x) est appelée forme

hermitienne associée à ϕ. ϕ est appelée forme polaire associée à Φ (elle est unique)

EXEMPLE 11. Dans C([0, 1],C), l’application ϕ : (f, g) 7−→
∫ 1

0 fg est hermitienne, et induit
sur C([0, 1],R) une forme bilinéaire symétrique.
Sur Kn, (X,Y ) 7−→ X

>
.Y est bilinéaire symétrique ou sesquilinéaire hermitienne.

PROPOSITION 12. Soit BE = (e1, . . . , en) une base de E et ϕ : E × E −→ K une forme
bilinéaire ou sesquilinéaire. Alors
• si K = R, ϕ est symétrique si et seulement siA = MBE (ϕ) = (ϕ(ei, ej))1≤i,j≤n ∈
Sn(R),

• si K = C, ϕ est hermitienne si et seulement siA ∈ Hn(R).
Pour x, y ∈ E, on note X et Y leurs coordonnées dans BE . Dans les deux cas on a alors
∀x, y ∈ E,ϕ(x, y) = X

>
AY .

PROPOSITION 13. SiB′E est une autre base deE, etP est la matrice de passage deBE vers
B′E , alorsMB′

E
(f) = P>AP .

II. Réduction et applications [Gou09, §5.1, p227]

II. A. Orthogonalité et théorème spectral [Rom17, Ch22, p697]

Soit Φ une forme quadratique (resp. hermitienne) de forme polaire ϕ.

DÉfiNITION 14. Une base B deE est dite Φ-orthogonale si ϕ(e, e′) = 0 pour e 6= e′ ∈ B.
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PROPOSITION 15. Il existe une base Φ-orthogonale deE.

THÉORÈME 16. [THÉORÈME SPECTRAL]
SoitM ∈ Sn(R) (resp.M ∈ Hn(C)). Alors il existe une matriceP orthogonale (resp. unitaire)
telle que P−1MP = P ∗MP est diagonale réelle.

APPLICATION 17. Soit S ∈ Sn(R). Alors S ∈ S+
n (R) (resp. S ∈ S++

n (R))
si et seulement si Sp(S) ⊂ R+ (resp. Sp(S) ⊂ R∗+).

PROPOSITION 18. Soit A ∈ Sc++
n (R) et B ∈ Sn(R), alors il existe P ∈ GLn(R) telle que

P>AP et P>BP soient diagonales.

II. B. Signature d’une forme quadratique/hermitienne et réduction de
GAUSS [Rom17, Ch15, p463]

THÉORÈME 19. [RÉDUCTION DE GAUSS]
Pour toute forme quadratique (resp. hermitienne) Φ surE, il existe r ∈ N, (λi)1≤i≤r ∈ (R∗)r
et (`i)1≤i≤r ∈ (E∗)r indépendantes telles que Φ =

∑r
i=1 λi`

2
i (resp. Φ =

∑r
i=1 λi |`i|

2).

EXEMPLE 20. Φ((x, y, z, t)) = xy + yz + zt+ tx = 1
4 [(x+ z + y + t)2 − (x+ z − y − t)2].

THÉORÈME 21. Il existe un unique couple (s, t) d’entiers naturels tels que pour toute base
B = (ei)1≤i≤n Φ-orthogonale, alors il y a exactement s vecteurs de B en lesquels Φ > 0, t
vecteurs deB en lesquels Φ < 0 etn−s−t vecteurs deB en lesquels Φ = 0. On as+t = rg(Φ).

DÉfiNITION 22. Le couple s, t est appelé signature de Φ.

EXEMPLE 23. Φ((x, y, z, t)) = xy + yz + zt+ tx a pour signature (1, 1) et pour rang 2.

COROLLAIRE 24. Si A ∈ Sn(R) (resp. A ∈ Hn(R)) est de rang r, il existe s, t ∈ N tels que
s + t = r et P ∈ GLn(R) (resp P ∈ GLn(C)) telle que P>AP (resp. P ∗AP ) est diagonale
par blocs avec pour blocs Is,−It et 0n−r.

III. Propriétés topologiques en lien avec les matrices symé-
triques réelles [CG13]

PROPOSITION 25. S++
n (R) = S+

n (R) ⊂ GLn(R) est un ouvert deMn(R).

LEMME 26. SoitA ∈ S+
n (R). Alors il existe S ∈ S+

n (R) unique telle queA = S2.

THÉORÈME 27. [DÉCOMPOSITION POLAIRE]

L’application On(R)× S++
n (R) −→ GLn(R)

(O,S) 7−→ OS
est un homéomorphisme.

APPLICATION 28. On(R) est le seul sous-groupe compact de GLn(R) contenantOn(R).

APPLICATION 29. PourA ∈Mn(R), on a |||A|||2 =
√
ρ(A>A).

DÉfiNITION 30. PourA ∈Mn(R), on pose exp(A) =
∑
n≥0

An

n! .

EXEMPLE 31. On a exp(diag(λ1, . . . , λn)) = diag(eλ1 , . . . , eλn).

THÉORÈME 32. exp : Sn(R) −→ S++
n (R) est un homéomorphisme.

COROLLAIRE 33. GLn(R) est homéomorphe àOn(R)× Rn(n+1)/2.

IV. Applications

IV. A. Di�érentielle seconde d’une fonction C2 [Rou99, p327] [Gou08, §5.2, p315]

THÉORÈME 34. [THÉORÈME DE SCHWARZ]
Soit f une fonction de classe C2 définie sur un ouvert U de Rn. Alors D2f ∈ Mn(R) est une
matrice symétrique.

LEMME 35. SoitA0 ∈ Sn(R)∩GLn(R). Alors il existe V ∈ V(A0) et g ∈ C1(V,GLn(R))
telle que ∀A ∈ V,A = g(A)>A0g(A).

THÉORÈME 36. [LEMME DE MORSE]
Soit f : U −→ R une fonction de classe C3 définie sur un ouvertU de Rn contenant 0. On
suppose que df(0) = 0 et d2f(0) est non dégénérée, de signature (p, n− p).
Alors il existe un C1-di�éomorphisme ϕ entre deux voisinages de l’origine de Rn tel que
ϕ(0) = 0 et f(x)− f(0) = ϕ(x)2

1 + · · ·+ ϕ(x)2
p − ϕ(x)2

p+1 − · · · − ϕ(x)2
n au voisinage

de 0.
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APPLICATION 37. Soit x0 un point critique de f tel que la hessienne de f est non dégénérée.
Alors c’est un minimum (resp. maximum) local si et seulement si la hessienne est de signature
(n, 0) (resp. (0, n)).
De plus, si la hessienne est de signature (p, n−p) pour 1 ≤ p ≤ n−1, alors on a des directions
v pour lesquellesx0 sera minimum local deh 7−→ f(x+hv) et d’autres pour lesquellesx0 sera
maximum local.

EXEMPLE 38. [CASn = 2] Soitx0 un point critique de f telle queD2f(x0) =
(
r s
s t

)
. Alors

• si rt− s2 > 0 et r + t > 0, x0 est un minimum local,
• si rt− s2 > 0 et r + t < 0, x0 est un maximum local,
• si rt− s2 < 0, x0 n’est pas un extremum,
• si rt− s2 = 0, on ne peut pas conclure.

EXEMPLE 39. Pour le dernier cas, on peut considérer :

f(x, y) = x4 f(x, y) = −x4 f(x, y) = x4 − y4

IV. B. Analyse matricielle numérique [AK02, PIII/Ch7, p105/135]

THÉORÈME 40. [FACTORISATION LU]
Soit A ∈ GLn(R) une matrice dont tous les mineurs principaux sont non nuls. Alors il existe
un unique couple (L,U) de matrices tel queL est triangulaire inférieure avec diagonale de 1,
U est triangulaire supérieure etA = LU .

EXEMPLE 41. =

 3 1 4
12 6 19
24 14 42

 =

 1 0 0
4 1 0
8 3 1

 3 1 4
0 2 3
0 0 1

.

COROLLAIRE 42. Si de plusA ∈ Sn(R), il existeL triangulaire inférieure à diagonale de 1 et
D diagonale telle queA = LDL>.

THÉORÈME 43. [FACTORISATION DE CHOLESKY]
Soit A ∈ S++

n (R). Alors il existe une unique matrice B triangulaire inférieure telle que tous
ses éléments diagonaux soient positifs etA = BB>.

APPLICATION 44. [MOINDRES CARRÉS]
Soientn, p ∈ N etA ∈Mn, p(R) et b ∈ Rn. On cherche un vecteurx ∈ Rp tel que‖b−Ax‖2 =
infy∈Rp ‖b−Ay‖2.

(i) Il existe toujours une solution au problème,
(ii) x est solution si et seulement siA>Ax = A>b,

(iii) Si n ≥ p et rg(A) = p,A>A est inversible et il existe une unique matrice réelleB triangu-
laire inférieure, à diagonale positive, telle que A>A = BB>, et alors x = (BB>)−1A>b
est une solution.

IV. C. Vecteurs gaussiens [BL07, §IV.4, p98]

Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé. Soit d ∈ N∗.

DÉfiNITION 45. [VECTEUR GAUSSIEN]
Une variable aléatoireX = (X1, . . . , Xd) à valeurs dans Rd est un vecteur gaussien si toute
combinaison linéaire des (Xi)1≤i≤d suit une loi gaussienne.

EXEMPLE 46. Si les (Xi)1≤i≤d sont indépendantes et identiquement distribuées de loi
N (0, 1), alorsX est un vecteur gaussien. On note alorsX ∼ N (0, Id).

PROPOSITION 47. La loi d’un vecteur gaussien X est entièrement déterminée par sa
moyenne m = E[X] et sa matrice de covariance Σ = (Cov(Xi, Xj))1≤i,j≤d ∈ S+

d (R).
On note alorsX ∼ N (m,Σ).

PROPOSITION 48. Soitm ∈ Rd,Σ ∈ S+
n (R). SoitX ∼ N (0, Id).

Il existeA ∈Md(R) telle que Σ = AA> et alorsm+AX ∼ N (m,Σ).

PROPOSITION 49. SoitX ∼ N (m,Σ). Alors Σ est inversible si et seulement si il n’existe pas
de relation a�ine entre les (Xi)1≤i≤d presque surement.
Dans ce cas,X admet pour densité f : x 7−→ 1

(2π)
d
2
√

det(Σ)
exp

(
− 1

2
t(x−m)Σ−1(x−m)

)
.
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COMMENTAIRES
On peut parler de probabilités avec la notion de covariance, les vecteurs gaussiens et le théo-
rème de COCHRAN (cf [Ouv09]).

QUESTIONS
Q Montrer que GL2(R) a exactement 2 composantes connexes.
R Il y en a au moins 2 en considérant le déterminant. Ensuite on utilise l’homéomorphisme
O2(R)× R3 lorsqueA ∈ SO2(R) et

Q Donner une réduction de GAUSS de f(x, y, z, t) = 2xy − y2 + z2 + t2.
R f(x, y, z, t) = −(y − 1/2(2x− 3t))2 + 1

4 (2x− 3t)2 + z2 + t2.
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159 FORMES LINÉAIRES ET DUALITÉ EN DIMENSION FINIE. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

SoitE un K-espace vectoriel de dimension finie n.

I. Formes linéaires et espace dual [Gou09, §3.4, p126] [Rom17, Ch14, p443]

I. A. Généralités sur les formes linéaires

DÉfiNITION 1. [FORME LINÉAIRE, ESPACE DUAL]
Une forme linéaire sur E est une application linéaire de E dans K. On note E∗ = L(E,K)
l’ensemble des formes linéaires, appelé espace dual deE.

EXEMPLE 2.
• Dans Kn, l’application (x1, . . . , xn) 7−→ xk pour un k ∈ J1, nK est une forme linéaire,
• SoitA ∈Mn(K). L’application fA : M 7−→ Tr(AM) est une forme linéaire surMn(K),
• Si K = R et f : E −→ R est di�érentiable en un point a, alors dfa est une forme linéaire.
• Le morphisme d’évaluation eva : P 7−→ P (a) en un point a ∈ K est une forme linéaire

sur Kn[X].

PROPOSITION 3. Le noyau d’une forme linéaire non nulle est un hyperplan de E, c’est-à-
dire un sous-espace vectoriel deE de dimension n− 1. Dans ce cas, elle est surjective.
Réciproquement, tout hyperplan deE est le noyau d’une forme linéaire non nulle.

EXEMPLE 4. SiA est non nulle, {M ∈Mn(K) | Tr(AM) = 0} est un hyperplan deMn(K).

I. B. Espace dual et base duale
[FGN07, §7.8/7.9, p239] [Gou08, An.B, p407–416] [Bre99, Ch5, p79–82]

Soit B = (e1, . . . , en) une base deE.

DÉfiNITION 5. [BASE DUALE]
On appelle base duale deB la baseB∗ = (e∗1, . . . , e∗n) où chaque e∗i , défini par e∗i (ej) = δi,j
pour tout j, est l’application i-ième coordonnée dans la base B.

EXEMPLE 6.
• B = ((1, 0), (0, 1)) est une base de K2. Sa base duale est composée de (x, y) 7−→ x et

(x, y) 7−→ y.
• Soit B = (Ei j)1≤i≤j≤n. La base duale de B est B∗ = (fEj i)1≤i≤j≤n.

PROPOSITION 7. Toute base duale est une base de E∗. En particulier dim(E) = dim(E∗)
et pour tout ϕ ∈ E∗, on a ϕ =

∑n
i=1 ϕ(ei)e∗i .

COROLLAIRE 8. x =
∑
i xiei 7−→ ϕ =

∑
i xie

∗
i est un isomorphisme deE dansE∗. Il n’est

cependant pas canonique car dépend de la base B choisie.

THÉORÈME 9. [THÉORÈME DE RIESZ-FRÉCHET]
Soit H un espace de HILBERT. Alors pour toute application φ ∈ H ′ = H∗, il existe un unique
f ∈ H tel que ∀v ∈ H,φ(v) = 〈f | v〉.
De plus φ 7−→ f est une isométrie (‖f‖H = ‖φ‖H′ ).

APPLICATION 10. SIE est l’espace euclidien (resp. hermitien) Rn (resp. Cn) muni de son pro-
duit scalaire usuel, on a l’isomorphisme canonique deE dansE∗ : x 7−→ 〈x | .〉.

PROPOSITION 11. [ISOMORPHISME CANONIQUE SURMn(K)]
L’application f : A 7−→ fA est un isomorphisme deMn(K) dans son dual. De plus toute
forme linéaire f surMn(K) vérifiant f(XY ) = f(Y X) est colinéaire à la trace.

APPLICATION 12. Si n ≥ 2, tout hyperplan deMn(K) coupe GLn(K).

I. C. Espace bidual et base antéduale

DÉfiNITION 13. E∗∗ = (E∗)∗ est appelé espace bidual deE∗.

PROPOSITION 14. On a un isomorphisme deE dansE∗∗ donné par

Θ : E −→ E∗∗

x 7−→ f 7→ f(x)

PROPOSITION 15. [BASE ANTÉDUALE]
SoitB∗ = (f1, . . . , fn) une base deE∗. Alors il existe une unique baseB = (e1, . . . , en) deE
dont B∗ est la base duale. B est alors appelée base antéduale.

EXEMPLE 16. Soient (ai)0≤i≤n une famille de points de K deux à deux distincts. Notons `i =∏
j 6=i

X−xj
xi−xj ∈ Kn[X] et B∗ = (`0, . . . , `n) la base (de Kn[X]∗) des polynômes de LAGRANGE.

Alors la base antéduale de B est (eva0 , . . . , evan).
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II. Autour de l’orthogonalité [Gou09, §3.4, p126] [Rom17, Ch14, p443]

II. A. Notion d’orthogonalité

DÉfiNITION 17. [ORTHOGONALITÉ]
• On dit que ϕ ∈ E∗ et x ∈ E sont orthogonaux si ϕ(x) = 0.
• PourA ⊂ E on définitA⊥ = {ϕ ∈ E∗ | ∀x ∈ A,ϕ(x) = 0} l’orthogonal deA.
• PourB ⊂ E∗, on définit l’orthogonal deB parB◦ = {x ∈ E | ∀ϕ ∈ B,ϕ(x) = 0}.

PROPOSITION 18.
• SiA1 ⊂ A2 ⊂ E, on aA⊥2 ⊂ A⊥1 .
• SiB1 ⊂ B2 ⊂ E∗, on aB◦2 ⊂ B◦1 .
• SiA ⊂ E, on aA⊥ = Vect(A)⊥ et siB ⊂ E∗, on aB◦ = Vect(B)⊥.

THÉORÈME 19. Soit F (resp.G) un sous-espace vectoriel deE (resp.E∗).
• On a dim(F ) + dim(F⊥) = dim(E) et (F⊥)◦ = F .
• On a dim(G) + dim(G◦) = dim(E) et (G◦)⊥ = G.

APPLICATION 20.
• Soient (fi)1≤i≤k ∈ (E∗)k de rang r. Alors F = ∩1≤i≤k ker(fi) est de dimension n− r.
• Réciproquement, siG est un sous-espace vectoriel de dimension n − r, il existe r formes

linéaires indépendantes dontG est l’intersection des noyaux.

EXEMPLE 21. L’ensemble des applications linéaires qui s’annulent sur un hyperplan de E
forme une droite deE∗.

EXEMPLE 22. SoitE = R4 et (ei)1≤i≤4 les vecteurs de la base canonique. SoitF = Vect(e1 +
e2 + e3, e2 − e4). Alors F = ker(ϕ1) ∩ ker(ϕ2), où

ϕ1(a, b, c, d) = a− c et ϕ2(a, b, c, d) = b+ d− a

II. B. Transposée d’une application linéaire
[Rom17, §14.5, p453]

Soit F un autre K-espace vectoriel de dimension finie p et u ∈ L(E,F ).

DÉfiNITION 23. On définit l’application transposée de u par

tu : F ∗ −→ E∗

f 7−→ f ◦ u

PROPOSITION 24.
• u 7−→ tu est linéaire et injective deL(E,F ) dansL(F ∗, E∗),
• Im( tu) = ker(u)⊥,
• Im(u⊥) = ker( tu),
• Si v ∈ L(F,G) oùG est un K-espace vectoriel, alors tv ◦ u = tu ◦ tv.

PROPOSITION 25. Soient B et B′ deux bases de E et F , de bases duales B∗ et B′∗. Alors
MB′∗,B∗(u) = MB,B′( tu)>.
En particulier rg( tu) = rg(u).

PROPOSITION 26. Si P est la matrice de passage d’une baseB deE vers une baseB′, alors
la matrice de passage de B∗ vers B′∗ est (P−1)>.

III. Applications

III. A. Utilisation de la dualité dans la recherche de sous-espaces propres
[Rom17, Ch21, p672]

Soit f ∈ L(E). On suppose connues les notions de polynôme minimal (noté πf ) et de poly-
nôme minimal local (noté πf, x en un point x).

PROPOSITION 27. F est f -stable si et seulement si F⊥ est tf -stable.

PROPOSITION 28. Soit x ∈ E tel que πf, x = πf . Alors Ef, x = K[f ](x) admet un supplé-
mentaire f -stable.

APPLICATION 29. [DÉCOMPOSITION DE JORDAN]
Supposons f de polynôme caractéristique scindé (trigonalisable). Notonsλ1, . . . , λr ses va-
leurs propres distinctes. Il existe des entiers dj, 1 ≥ · · · ≥ dj, `j pour j ∈ J1, rK tels que dans
une certaine base B de E, MB(f) soit diagonale par blocs avec les blocs (Bj, k) 1≤j≤r

1≤k≤`j
, où

Bj, k =



λj 0 . . . . . . 0

1 λj
. . .

...

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . λj 0

0 . . . 0 1 λj

 ∈Mdj, k(K).
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III. B. Calcul di�érentiel
[BMP05, §1, p20] [Gou09, §5.2/3, p317/327] [Rou99, Ch7, p380]

On se place sur K = R et on considère (E, 〈. | .〉) un espace euclidien.

PROPOSITION 30. Si f : E −→ R est di�érentiable ena ∈ E alors il existe un unique vecteur
appelé gradient de f en a et noté∇f(a) tel que :

∀h ∈ E, dfa(h) = 〈∇f(a) | h〉

APPLICATION 31. Géométriquement, le gradient s’interprète comme la direction de plus
grande pente de f autour de a. C’est l’idée utilisée dans de nombreux algorithmes d’optimi-
sation.

THÉORÈME 32. [THÉORÈME DES EXTREMA LIÉS]
Soit f, g1, . . . , gr : U ⊂ Rn −→ R des fonctions de classe C1 définies surU ouvert.
Notons Γ = {x ∈ U | g1(x) = · · · = gr(x) = 0}. Si f|Γ admet un extremum local en a ∈ Γ
et si les formes linéaires (dg1(a), . . . , dgr(a)) sont libres, alors il existe des réels (uniques)
λ1, . . . , λr, appelés multiplicateurs de LAGRANGE, tels que

df(a) =
r∑
i=1

λidgi(a)

APPLICATION 33. Tout endomorphisme symétrique deE admet une valeur propre réelle.

APPLICATION 34. [INÉGALITÉ DE HADAMARD]
(i) Soient x1, . . . , xn des vecteurs de (E, 〈. | .〉) un espace préhilbertien (réel ou complexe). .

Alors |det((〈xi | xj〉)1≤i,j≤n)| ≤
∏n
i=1 ‖xi‖

2.
(ii) Soient x1, . . . , xn des vecteurs de Cn. Alors |det(x1, . . . , xn)| ≤

∏n
i=1 ‖xi‖2, où ‖.‖2 dé-

signe la norme hermitienne standard sur Cn.
Dans les deux points, on a égalité si et seulement si la famille{xi}1≤i≤n est orthogonale ou l’un
des vecteurs est nul.

ANNEXE
Interprétation géométrique du gradient, interprétation géométrique de l’inégalité de HADA-
MARD.

QUESTIONS
Q Montrer que tout endomorphisme d’un C-espace vectoriel de dimension finie admet un

hyperplan stable.
R Soitu un endomorphisme d’unC-evE. Si f ∈ E∗, ker(f) est un hyperplan. On veut trouver
f tel que u(ker(f)) ⊂ ker f .
Si x est tel que f(x) = 0 alors f ◦ u(x) = 0. On a f(x) = 0 =⇒ tu(f)(x) = 0.
Si tu est diagonale dans une base (f1, . . . , fn), on a tu(f) = tu(

∑
aifi) = 0. Ce qui donne

f = 0 ...
Q Posons a = (1, 2, 3)>, b = (3, 2, 1)>, c = (4, 5, 6)> et d` = (6, 5, 4 + `)> pour un h quel-

conque. Trouver une base deE ∩ F oùE = Vect(a, b) et F = Vect(c, d`)
R Distinguer selon les valeurs de h ...
Q Peut-on trouver deux formes linéaires non nulles surE dont le produit est nul?
R Soit Hi = ker(ϕi). Si H1 ∪H2 6= E, on prend x1 ∈ H1 \H2 et x2 ∈ H2 \H1, x1 + x2 /∈
H1 ∪H2 et (ϕ1ϕ2)(x1 + x2) = 0.

Q Calculer la dimension deE = {M ∈Mn(K) | ∀i,
∑
j xij = 0}.

R On pose ϕi : M 7−→
∑n
j=1mij . On aE = ∩ni=1 ker(ϕi).

Soient (λi)i tels que
∑
i λiϕi = 0. PrenonsMi = Eii, ce qui donne λi = 0.

Donc dim(E) = n2 − n.
Q Soit F = {M ∈Mn(K) | ∀j,

∑
i xij = 0}. Calculer la dimension deE ∩ F .

R E = ∩ni=1 ker(ϕi) et F = ∩nj=1 ker(ψj).
Q SoitE =Mn(K). Montrer F = Vect({MN −NM |M,N ∈ E}) = ker Tr.
R Si M ∈ F , Alors Tr(M) = 0. Montrons qu’on a égalité des dimensions. La trace est une

forme linéaire non nulle, il faut donc montrer que F est un hyperplan. Regardons F⊥ =
{f ∈ E∗ | ∀M ∈ F, f(M) = 0}. On a Tr ∈ F⊥ et si f ∈ F⊥, on a ∀X,Y, f(XY −Y X) = 0
donc f(XY ) = f(Y X) puis on conclut par la proposition 11 : F⊥ est de dimension 1.
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160 ENDOMORPHISMES REMARQUABLES D’UN ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN (DE DIMENSION FINIE).

Soit (E, 〈. | .〉) un espace euclidien de dimension finie n ∈ N∗. On note ‖.‖ la norme issue du
produit scalaire. Soit u ∈ L(E).

I. Endomorphismes d’un espace euclidien [Rom17, Ch22, p697]

I. A. Adjoint d’un endomorphisme

THÉORÈME 1. [ADJOINT D’UN ENDOMORPHISME]
Il existe un unique endomorphisme u∗ ∈ L(E) tel que :

∀x, y ∈ E, 〈u(x) | y〉 = 〈x | u∗(y)〉

u∗ est appelé adjoint de u.

PROPOSITION 2. Soit B = (ei)1≤i≤n une base deE et S = (〈ei | ej〉)1≤i,j≤n la matrice du
produit scalaire dans la base B. SiA = MB(u), alorsMB(u∗) = S−1A>S.
En particulier si B est orthonormée,MB(u∗) = A>.

PROPOSITION 3. [PROPRIÉTÉS DE L’ADJOINT]
Pour v, w ∈ L(E) et λ ∈ R, on a :

(i) (v∗)∗ = v,
(ii) (v ◦ w)∗ = w∗ ◦ v∗,

(iii) ker(v∗) = Im(v)⊥ et Im(v∗) = ker(v)⊥,
(iv) rg(v) = rg(v∗),
(v) Si F est un sous-espace vectoriel stable par v, alors F⊥ est stable par v∗,

(vi) |||u∗||| = |||u|||.

I. B. Exemples d’endomorphismes remarquables

DÉfiNITION 4. [ENDOMORPHISME ORTHOGONAL]
u est un endomorphisme orthogonal (ou isométrie) de E si u∗ = u−1, autrement dit si u
conserve le produit scalaire :

∀x, y ∈ E, 〈u(x) | u(y)〉 = 〈x | y〉

On noteO(E) l’ensemble des isométries deE.

PROPOSITION 5. v : E −→ E est orthogonale si et seulement si v est linéaire et conserve la
norme.

EXEMPLE 6.
• IdE et− IdE sont des endomorphismes orthogonaux. Ce sont les seuls en dimension 1,
• les rotations et les symétries orthogonales sont des isométries,
• les valeurs propres d’une isométrie ne peuvent être que±1.

PROPOSITION 7. u est une isométrie de E si et seulement si u est inversible et u∗ = u−1.
Dans une base B orthonormée deE, siA = MB(u), on aA> = A−1.

DÉfiNITION 8.
• On dit que u est symétrique (ou auto-adjoint) si u∗ = u, ou encore si

∀x, y ∈ E, 〈u(x) | y〉 = 〈x | u(y)〉

On note S(E) l’ensemble des endomorphismes symétriques deE.
• On dit que u est anti-symétrique si u∗ = −u. On noteA(E) l’ensemble des endomor-

phismes symétriques deE.

EXEMPLE 9. u+ u∗ ∈ S(E). Un projecteur orthogonal est symétrique.

DÉfiNITION 10. u est dit normal si u∗u = uu∗.

EXEMPLE 11. Un endomorphisme auto-adjoint, antisymétrique ou orthogonal est normal.

PROPOSITION 12. Soit B une base orthonormée de E et A = MB(u). On a les caractérisa-
tions matricielles des endomorphismes remarquables vus précédemment :

u définition MB(u∗)
symétrique u∗ = u A> = A

anti-symétrique u∗ = −u A> = −A
orthogonal u∗ = u−1 A>A = I

normal u∗u = uu∗ A>A = AA>

II. Endomorphismes normaux [Rom17, Ch22, p697] [Gou09, §5.3, p258]

Dans cette partie u désigne un endomorphisme normal (u∗u = uu∗).

PROPOSITION 13. On a ‖u(x)‖ = ‖u∗(x)‖ pour tout x ∈ E.
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APPLICATION 14. Les valeurs propres (complexes) de u sont des racines de module 1.

LEMME 15. Si F est un sous-espace vectoriel stable par u, alors F⊥ est stable par u.

LEMME 16. Il existe un sous-espace vectoriel stable par u de dimension 1 ou 2.

PROPOSITION 17. Supposons n = dim(E) = 2. Alors :
• soit u a une valeur propre réelle, et alors u est diagonalisable dans une b.o.n.,

• soit la matrice de u dans une b.o.n. est de la forme
(
a −b
b a

)
.

THÉORÈME 18. [RÉDUCTION DES ENDOMORPHISMES NORMAUX]
Il existe une base orthonormée B deE telle que

MB(u) =



λ1
. . .

λp
R1

. . .
Rr


où p+ 2r = n, (λi)1≤i≤p ∈ Rp et pour 1 ≤ k ≤ r,Rk =

(
ak −bk
bk ak

)
avec bk 6= 0.

APPLICATION 19. [RÉDUCTION D’UN ENDOMORPHISME ANTISYMÉTRIQUE]
Supposons u antisymétrique. Alors il existe une base orthonormée B deE telle que

MB(u) =



0
. . .

0
R1

. . .
Rr

 où 2r ≤ n et Rk =
(

0 −bk
bk 0

)

III. Endomorphismes auto-adjoints

III. A. Premières propriétés [Rom17, Ch22, p697] [AK02, Ch7, p135]

PROPOSITION 20. S(E) est un sous-espace vectoriel de dimension n(n+ 1)/2.

DÉfiNITION 21. u est dit symétrique positif (resp. défini positif) s’il est symétrique avec
〈x | u(x)〉 ≥ 0 pour toutx ∈ E (resp. 〈x | u(x)〉 > 0 pourx ∈ E\{0}). On noteS+(E) (resp.
S++(E)) l’ensemble des endomorphismes symétriques positifs (resp. définis positifs).

EXEMPLE 22. La matrice du produit scalaire dans une base deE est définie positive.

PROPOSITION 23. On a Sp(u) ⊂ R pour u ∈ S(E), Sp(u) ⊂ R+ pour u ∈ S+(E) et
Sp(u) ⊂ R∗+ pour u ∈ S++(E).

LEMME 24. Si λ 6= µ, les sous-espaces propres associés Eλ = ker(u − λ idE) et Eµ =
ker(u− µ idE) sont orthogonaux.

PROPOSITION 25. SoitA ∈Mn, p(R) avec n ≥ p telle que rg(A) = p (ou encore ker(A) =
{0}). AlorsA>A ∈ S++

p (R).

APPLICATION 26. [MOINDRES CARRÉS]
Soientn, p ∈ N etA ∈Mn, p(R) et b ∈ Rn. On cherche un vecteurx ∈ Rp tel que‖b−Ax‖2 =
infy∈Rp ‖b−Ay‖2.

(i) Il existe toujours une solution au problème,
(ii) x est solution si et seulement siA>Ax = A>b,

(iii) Si n ≥ p et rg(A) = p,A>A est inversible et il existe une unique matrice réelleB triangu-
laire inférieure, à diagonale positive, telle que A>A = BB>, et alors x = (BB>)−1A>b
est une solution.

III. B. Autour du théorème spectral [Rom17, Ch22, p697]

THÉORÈME 27. [THÉORÈME SPECTRAL]
Tout endomorphisme de S(E) est diagonalisable dans une b.o.n.

COROLLAIRE 28. SoitA ∈ Sn(R). Alors il existeP ∈ On(R) telle queP>AP soit diagonale.

COROLLAIRE 29. Soit u ∈ S(E). Alors u ∈ S+(E) si et seulement si Sp(u) ⊂ R+ et u ∈
S++(E) si et seulement si Sp(u) ⊂ R∗+.

APPLICATION 30. PourA ∈ Sn(R), on a |||A|||2 = ρ(A).

APPLICATION 31. PourA ∈ S+
n (R), il existe une unique matriceB ∈ S+

n (R) telle queA = B2.
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THÉORÈME 32. exp : Sn(R) −→ S++
n (R) est un homéomorphisme.

IV. Endomorphismes orthogonaux

IV. A. Propriétés et réductions [Rom17, Ch22, p697]

PROPOSITION 33. Soit u ∈ O(E).
• Sp(u) ⊂ U = {z ∈ C | |z| = 1},
• det(u) = ±1. En particulier u est inversible.

PROPOSITION 34. Soit u ∈ L(E).
(i) Si u ∈ O(E), u transforme toute b.o.n. en une b.o.n.,

(ii) u ∈ O(E) si et seulement si u transforme une b.o.n. en une b.o.n..

THÉORÈME 35. [RÉDUCTION DES ENDOMORPHISMES ORTHOGONAUX]
Soit u ∈ O(E). Il existe une base orthonormée B telle que

MB(u) =


Ip1

−Ip2
R1

. . .
Rr


où p1 + p2 + 2r = n et pour 1 ≤ k ≤ r,Rk =

(
cos(θk) − sin(θk)
sin(θk) cos(θk)

)
pour un θk /∈ πZ.

IV. B. Structure de groupe deOn(R) [Per96, §V.4/ChVI, p125/141]

PROPOSITION 36. On(R) est un sous-groupe de GLn(R) et O+
n (R) =

{A ∈ On(R) | det(A) = 1} est un sous-groupe distingué deOn(R).

DÉfiNITION 37. Soit u une symétrie orthogonale. On note E+ = ker(u − IdE) et E− =
ker(u− IdE) qui vérifientE = E+ ⊕ E−. Si dimE− = 1, on dit que u est une réflexion. Si
dimE− = 2, on dit que u est un renversement.

THÉORÈME 38. [GÉNÉRATEURS DEOn(R) ETO+
n (R)]

• On(R) est engendré par les réflexions orthogonales. Plus précisément, siA ∈ On(R),A
est produit d’au plus n réflexions.

• Pour n ≥ 3, O+
n (R) est engendré par les réflexions orthogonales. Plus précisément, si

A ∈ O+
n (R),A est produit d’au plus n renversements.

IV. C. Etude en dimensions 2 et 3 [Gri15, §7.10, p241] [Per96, §V.5, p148]

PROPOSITION 39. [ÉTUDE EN DIMENSION 2]
Soit u ∈ O(R2) etA la matrice de u dans la base canonique de R2. On a deux cas :

• soit u ∈ O+(R2) et alors il existe θ ∈ [0, 2π[ tel que A =
(

cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
. u est

alors la rotation d’angle θ centrée en l’origine,

• soit u /∈ O+(R2) et alors il existe θ ∈ [0, 2π[ tel que A =
(

cos(θ) sin(θ)
sin(θ) − cos(θ)

)
. u est

alors la symétrie par rapport à la droite d’angle polaire θ/2.

PROPOSITION 40. [ÉTUDE EN DIMENSION 3]
Soit u ∈ O(R3). Il existe une base B de R3 telle que la matrice de u dans la base B soit : cos(θ) − sin(θ) 0

sin(θ) cos(θ) 0
0 0 ε


pour un θ ∈ [0, 2π[ et où ε = ±1 vaut :
• 1 si u ∈ O+(R3) (u est alors une rotation d’angle θ autour d’une droite),
• −1 si u /∈ O+(R3) (u est alors la composée d’une rotation d’angle θ autour d’une droite
D puis d’une symétrie orthogonale par rapport àD⊥).

IV. D. Topologie du groupe orthogonal [CG13, CHVI, p201] [Rom17, Ch22.3, p697]

PROPOSITION 41. O(E) est une partie compacte deL(E).

PROPOSITION 42. Les composantes connexes deO(E) sont les fermésO+(E) etO−(E).

THÉORÈME 43. [DÉCOMPOSITION POLAIRE]

L’application On(R)× S++
n (R) −→ GLn(R)

(O,S) 7−→ OS
est un homéomorphisme.

APPLICATION 44. On(R) est le seul sous-groupe compact de GLn(R) contenantOn(R).

APPLICATION 45. PourA ∈Mn(R), on a |||A|||2 =
√
ρ(A>A).
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ANNEXE QUESTIONS
Q Montrer que |||u|||2 = |||u∗|||2.
R On a ‖u∗(x)‖22 = 〈u∗(x) | u∗(x)〉 = 〈x | uu∗(x)〉 ≤ ‖x‖ ‖uu∗‖, donc |||u∗|||2 ≤ |||uu∗||| ≤
|||u∗||| |||u|||. Puis on procède de même pour montrer que |||u|||2 ≤ |||u∗||| |||u|||.

Q Quelle sont les utilisations des moindres carrés?
R Enlever des dimensions à notre système (système surdéterminé). Faire une régression li-

néaire. On peut aussi évoquer le théorème de COCHRAN en probabilités (modèle de régres-
sion linéaire gaussien).

Q Un endomorphismes orthogonal conserve-t-il l’angle orienté?
R Non, regarder les symétries.
Q Que font les projecteurs orthogonaux concernant les angles?
R Ils annulent les angles.
Q Montrer par récurrence sur n que si M est nilpotente est non nulle, alors ϕM (Rn) = R où
ϕM : X 7−→ X>MX .

R Pour n = 1, il n’y a rien à montrer, car toute matrice nilpotente est nulle.

Si M ∈ Mn+1(R) est nilpotente, elle est semblable à
(
A C
0 0

)
où A ∈ Mn(R) est

nilpotente. Si elle est non nulle, par hypothèse de récurrenceϕA est surjective, et doncϕM
aussi (àX on associe (X 0), leur image parA etM sont identiques. Sinon,A est nulle, et par
réduction de JORDAN on peut supposerC = (0, . . . , 0, 1)⊥. PrenantX = λ(0, . . . , α, β), on
a ϕM (X) = X>(0, . . . , 0, β, 0) = αβ : c’est dont bien surjectif.
Sinon, on prend l’endomorphisme canoniquement associé àM , . . .
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161 DISTANCES ET ISOMÉTRIES D’UN ESPACE AFFINE EUCLIDIEN.

SoitE un R-espace vectoriel de dimension finie n, et E un espace a�ine dirigé parE.

I. Distances d’un espace a�ine euclidien

I. A. Définitions et premières propriétés [Aud06, ChII, p51]

On munit E d’un produit scalaire : E est un espace vectoriel euclidien, E est un espace a�ine
euclidien
Distance entre deux points de E , c’est bien une distance (inégalité triangulaire . . .)
Distance à un sous-espace a�ine, lien avec le projeté orthogonal

I. B. Matrice et déterminant de GRAM [Gou09, §5.4, p262] [Rom17, §17.4.7, p560]

DÉfiNITION 1. [MATRICE ET DÉTERMINANT DE GRAM]
Soient x1, . . . , xn des vecteurs de E. On appelle matrice de GRAM de x1, . . . , xn la matrice
MG(x1, . . . , xn) = (〈xi | xj〉)1≤i,j≤n et déterminant deGRAM de x1, . . . , xn le déterminant
de la matrice de GRAM, notéG(x1, . . . , xn).

LEMME 2. G(x1, . . . , xn) ≥ 0 etG(x1, . . . , xn) = 0 si et seulement si (xi)1≤i≤n est liée.

THÉORÈME 3. [DISTANCE À UN SOUS-ESPACE VECTORIEL]
Soit F un sous-espace vectoriel de dimension finie n de E, muni d’une base (e1, . . . , en).
Alors pour tout x ∈ E, on a d(x, F )2 = G(e1,...,en,x)

G(e1,...,en) .

THÉORÈME 4. [INÉGALITÉS DE HADAMARD] [voir annexe]
(i) Soient x1, . . . , xn des vecteurs deE. AlorsG(x1, . . . , xn) ≤

∏n
i=1 ‖xi‖

2.
(ii) Soient x1, . . . , xn des vecteurs de Rn. Alors |det(x1, . . . , xn)| ≤

∏n
i=1 ‖xi‖2, où ‖.‖2

désigne la norme euclidienne standard sur Rn.
Dans les deux points, on a égalité si et seulement si la famille {xi}1≤i≤n est orthogonale
ou l’un des vecteurs est nul.

APPLICATION 5. Interprétation géométrique de l’inégalité de HADAMARD dans Rn.

COROLLAIRE 6. Expression de la projection de x sur F à l’aide de matrices de GRAM.

II. Isométries d’un espace a�ine euclidien [Aud06, ChII, p51]

II. A. Définitions et premières propriétés [Tau06, Ch6, p91]

Isométrie vectorielle, isométrie a�ine, example des translations, des symétries orthogonales
(par rapport à un sous-espace vectoriel F deE ou un sous-espace a�ineF de E)→ réflexion
GroupeO(E)/ Isom(E) des isométries vectorielles/a�ines
F sous-espace vectoriel f -stable implique F⊥ sous-espace vectoriel f -stable

II. B. Structure des isométries
Cas où E = P : selon le nombre de points fixes de l’isométrie, on l’écrit comme composée
d’une, deux ou trois réflexions.
Les réflexions engendrentO(E), Isom(E)
Déplacement, anti-déplacement
Les isométries sont des bijections, Isom+(E) est un sous-groupe distingué, déplacements pré-
servent les orientations de l’espace
Forme réduite des isométries a�ines
Réduction des isométries a�ines, écriture matricielle
Connexité par arcs deO+

n (R).On(R) a deux composantes connexes par arcs homéomorphes
Isom+(E) est connexe par arcs

III. Isométries en dimension 2 et 3
III. A. Classification des isométries [Gri15, §7.10, p241] [Per96, §V.5, p148]

En dimension 2, les isométries vectorielles sont les rotations et les réflexions

PROPOSITION 7. [ÉTUDE EN DIMENSION 2]
Soit u ∈ O(R2) etA la matrice de u dans la base canonique de R2. On a deux cas :

• soit u ∈ O+(R2) et alors il existe θ ∈ [0, 2π[ tel que A =
(

cos(θ) − sin(θ)
sin(θ) cos(θ)

)
. u est

alors la rotation d’angle θ centrée en l’origine,

• soit u /∈ O+(R2) et alors il existe θ ∈ [0, 2π[ tel que A =
(

cos(θ) sin(θ)
sin(θ) − cos(θ)

)
. u est

alors la symétrie par rapport à la droite d’angle polaire θ/2.

Les isométries a�ines sont les translations, les rotations, les réflexions et les symétries glissées.
En dimension 3, les isométries vectorielles sont les réflexions, les rotations autour d’un axe et
les antirotations :
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PROPOSITION 8. [ÉTUDE EN DIMENSION 3]
Soit u ∈ O(R3). Il existe une base B de R3 telle que la matrice de u dans la base B soit : cos(θ) − sin(θ) 0

sin(θ) cos(θ) 0
0 0 ε


pour un θ ∈ [0, 2π[ et où ε = ±1 vaut :
• 1 si u ∈ O+(R3) (u est alors une rotation d’angle θ autour d’une droite),
• −1 si u /∈ O+(R3) (u est alors la composée d’une rotation d’angle θ autour d’une droite
D puis d’une symétrie orthogonale par rapport àD⊥).

Classification des isométries a�ines selon la partie linéaire et l’existence de point fixe : réflexion,
symétrie glissée, rotation, vissage, anti-rotation

III. B. Similitudes et figures stables en dimension 2 [Aud06, §III.3, p89]

Similitudes, exemples des isométries, des homothéties
Point invariant d’une similitude
Les similitudes directes conservent les angles, envoient droites et cercles sur droites et cercles

III. C. Isométries préservant des parties de E
[Rom17, §3.4, p84] [Aud06, ChIII/V, p360] [Szp09, §8.II.6/8.III.3, p410/421]

Dans le plan : on définit le sous-groupe D2n deO2(R) des isométries préservant un polygone
régulier à n sommets
D2n est engendré par la symétrie et la rotation d’angle 2π

n , d’ordre 2 et 4, ce qui donne la liste
des éléments deD2n

APPLICATION 9. D2n s’injecte naturellement dansGL2(C), envoyant la rotation d’angle 2π/n
et la symétrie sur

R =
(

cos(2π/n) − sin(2π/n)
sin(2π/n) cos(2π/n)

)
et S =

(
1 0
0 −1

)
Enumérations des isométries positives, des isométries négatives du groupe diédral
Dans l’espace, regardons les isométries préservant certaines figures
Définition d’un polyèdre.
L’isobarycentre est conservé par une isométrie (en particulier un potentiel centre de symétrie)
Bijection isométries positives/négatives
Isométries préservant le tétraèdre régulier

THÉORÈME 10. Isom(C) ' S4 × Z/2Z et Isom+(C) ' S4.

Lien entre les isométries du tétraèdre et du cube

ANNEXE
interprétation du déterminant de GRAM comme volume
rotations, vissage, anti-rotations, etc
similitudes,
groupes diédraux, cube, tétraèdre

QUESTIONS

Q Que dire deM =

 0 0 1
1 0 0
0 1 0

 ∈ O3(R)?

R La matrice permutte les vecteurs de la base. C’est une isométrie positive, donc une rotation.
On remarque que (1, 1, 1) est invariant donc on connaît l’axe de la droite. Puis en prenant
la trace, on a 1 + 2 cos(θ) = Tr(M) = 0 donc θ = 2π

3 .
Q Soitϕθ,b : z 7−→ eiθ z + b etψθ,b : z 7−→ eiθ z + b. Ce sont des similitudes (directes pourϕ,

indirectes pour ψ). Parmi celles-ci, lesquelles sont des symétries? Des symétries glissées?
R On regarde les conditions sur θ, b pour que ψ soit une réflexion.

On doit tomber sur eiθ b+ b = 0.
Q Soit a1, . . . , an ∈ Rp. A quelle condition sur ces points existe-t-il M1, . . .Mn tels que Ai =

Mi+Mi+1
2 pour tout i.

R On aMi+1 = 2Ai −Mi = fi(Mi) où fi est la symétrie de centreAi fixe. Donc si l’on aM1,
on a tous les autres points et il faut queM1 = fn(fn−1(. . . (M1))) = f(M1).
Or ~fi = − id donc si n est impair, f est une symétrie centrale de centreM1.
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162 SYSTÈMES D’ÉQUATIONS LINÉAIRES; OPÉRATIONS ÉLÉMENTAIRES, ASPECTS ALGORITHMIQUES ET
CONSÉQUENCES THÉORIQUES.

Soit K un corps et n, p des entiers non nuls.
On considère le système de n équations à p inconnues à coe�icients dans K défini par :

(SB)


a1 1 x1 + · · ·+ a1 p xp = b1

...
an 1 x1 + · · ·+ an p xp = bn

où les (ai j)1≤i≤n, 1≤j≤p et les (bi)1≤i≤n sont des éléments de K.

I. Généralités [CG13, ChIV, p127]

I. A. Conditions d’existence et d’unicité de solutions

DÉfiNITION 1. On appelle solution de (SB) tout vecteur x = (x1, . . . , xp) ∈ Kp satisfai-
sant les n équations. On dira que (SB) est compatible s’il admet au moins une solution. On
notera alors SB l’ensemble des solutions.
Lorsque b1 = · · · = bn = 0, on dit que (SB) est homogène.

EXEMPLE 2. Le système

 x+ y = 2
x− y = 0
2x+ y = 0

n’est pas compatible.

En notant A = (ai j)1≤i≤n, 1≤j≤p ∈ Mn p(K), B = (b1 . . . bn)> ∈ Mn 1(K) et X =
(x1, . . . , xp)> ∈Mp 1(K), le système (SB) se réécritAX = B.

THÉORÈME 3. Le système est compatible si et seulement siB ∈ Im(A). Dans ce cas, SB est
un espace a�ine dirigé par ker(A) et de dimension p− rg(A).

DÉfiNITION 4. [SYSTÈME DE CRAMER]
Lorsque n = p etA ∈ GLn(K), on dit que (SB) est un système de CRAMER.

THÉORÈME 5. [SYSTÈME DE CRAMER]
Si (SB) est un système deCRAMER, il admet une unique solution, égale àX = A−1B. De plus,
on a les formules de CRAMER :

∀i ∈ J1, pK, xi = det(C1, . . . , Ci−1, B, Ci+1, . . . , Cn)
det(A)

où les (Cj)1≤j≤n sont les colonnes deA.

I. B. Cas de matrices triangulaires

APPLICATION 6. [MÉTHODE DES REMONTÉES]
Si A ∈ GLn(K) ∩ T Sn(K), le système se résout en résolvant chacune des équations de la
dernière à la première : on calcule xn solution de xn = 1

an n
bn, puis xn−1 = 1

an−1 n−1
(bn−1 −

an−1 nxn), . . ., jusqu’à x1 = 1
a1 1

(b1 −
∑n
j=2 a1 jxj).

REMARQUE 7. Lorsque A n’est plus inversible, on peut toujours e�ectuer la méthode des
remontées : les étapes i telles que ai i = 0 constituent alors des équations de compatibilité.

EXEMPLE 8. Résolution de

 2x− z = 0
my + 3z = 12
2z = 8

oùm ∈ R est un paramètre.

II. Résolution pratique d’un système linéaire [CG13, ChI, p2]

II. A. Algorithme du pivot de GAUSS

PROPOSITION 9. L’ensemble des solutions de (SB) ne change pas si l’on e�ectue les opéra-
tions élémentaires suivantes :
• si l’on ajoute à une équation une combinaison linéaire des autres,
• si l’on multiplie une équation par un scalaire non nul,
• si l’on change l’ordre des équations.

DÉfiNITION 10. [MATRICES DE DILATATION, TRANSVECTION, PERMUTATION ÉLÉMENTAIRE]
Une matrice de dilatation est une matriceDi,α ∈ GLn(K) pour un α ∈ K∗. Une matrice de
transvection est une matrice Ti,j,β = In + βEi,j ∈ GLn(K) pour un β ∈ K∗ et i 6= j. Une
matrice de permutation élémentaire est une matrice Pi,j ∈ GLn(K) pour un i < j.

Di,α =

 Ii−1
α

In−i

 Pi,j =


Ii−1

0 1
Ij−i−1

1 0
In−j
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PROPOSITION 11. Soit M ∈ Mn,p(K). Les opérations élémentaires sur les lignes (resp.
colonnes) de M sont obtenues par multiplication à gauche (resp. à droite) par les matrices
précédemment introduites :

Matrice Di,αM Ti,jβM Pi,jM MDi,α . . .
Opération Li ← αLi Li ← Li + βLj Li ↔ αLj Ci ← αCi . . .

DÉfiNITION 12. On appelle :
• pivot d’une ligne son coe�icient non nul le plus à gauche.
• matrice échelonnée en lignes une matrice telle que dès qu’une ligne est nulle, les sui-

vantes sont nulles, et pour les lignes non nulles le pivot d’une ligne est strictement à
droite du pivot de la ligne précédente. On dit qu’une matrice échelonnée est réduite si
ses pivots valent 1.

On a la définition similaire de matrice échelonnée (resp. réduite) en colonnes.

EXEMPLE 13.

 1 2 5
0 0 1
0 0 0

est réduite en lignes,

 2 0 0
1 3 0
2 4 0

est échelonnée en colonnes.

DÉfiNITION 14. [ACTION PAR TRANSLATION]
On définit les actions par translation/multiplication à gauche et à droite :

GLn(K)×Mn,p(K) −→ Mn,p(K)
(P,M) 7−→ PM

et GLp(K)×Mn,p(K) −→ Mn,p(K)
(P,M) 7−→ MP−1

THÉORÈME 15. [ORBITES DE L’ACTION PAR MULTIPLICATION À GAUCHE]
Pour l’action par multiplication à gauche :
• deux matricesA etA′ sont dans la même orbite si et seulement si ker(A) = ker(A′),
• toute matrice est dans l’orbite d’une unique matrice réduite en lignes.

THÉORÈME 16. [ORBITES DE L’ACTION PAR MULTIPLICATION À DROITE]
Pour l’action par multiplication à droite :
• deux matricesA etA′ sont dans la même orbite si et seulement si Im(A) = Im(A′),
• toute matrice est dans l’orbite d’une unique matrice réduite en colonnes.

APPLICATION 17. [ALGORITHME DU PIVOT DE GAUSS]
L’algorithme du pivot de GAUSS permet de se ramener à la matrice réduite associée à une ma-
trice via des opérations élémentaires sur les lignes.

EXEMPLE 18.

 2 4 1
1 3 0
0 5 2

 a pour matrice réduite associée

 1 2 1/2
0 1 −1/2
0 0 1

.

REMARQUE 19.
• Il y a rg(A) pivots. Les n − r dernières lignes de la forme réduite donnent alors des

équations de compatibilité du système sur le second membre.
• Lorsque n = p et A est inversible, la forme réduite est triangulaire supérieure avec

coe�icients non nuls et on peut via des opérations élémentaires sur les colonnes se
ramener à la matrice identité, ce qui permet un calcul pratique de l’inverse deA.

• Lorsque p ≥ n et la matrice est de rangn, on peut définir des inconnues principales as-
sociées aux colonnes des pivots, les autres inconnues devenant alors des paramètres.

EXEMPLE 20. On cherche à résoudre le système (SB), de paramètre a ∈ R, 1 2 3
3 6 10
−1 −2 −2

X =

 4
17

1 + a

, équivalent au système

 1 2 3
0 0 1
0 0 0

X =

 4
5
a

.

On a donc une condition de compatibilité pour avoir existence d’une solution : il faut que
a = 0. Si c’est le cas, on peut par exemple paramétrer les solutions selon x2 en résolvant(

1 3
0 1

)(
x1
x3

)
=
(

4− 2x2
5

)
qui admet bien une unique solution (à x2 fixé).

II. B. Applications [AK02, PIII/Ch7, p105/135]

THÉORÈME 21. SLn(K) est engendré par les transvections, GLn(K) est engendré par les
transvections et les dilatations.

THÉORÈME 22. [FACTORISATION LU]
SoitA ∈Mn(K) une matrice dont tous les mineurs principaux sont non nuls. Alors il existe
un unique couple (L,U) de matrices tel que L est triangulaire inférieure avec diagonale
de 1,U est triangulaire supérieure etA = LU .

THÉORÈME 23. [FACTORISATION DE CHOLESKY]
Soit A une matrice symétrique réelle définie positive. Alors il existe une unique matrice B
triangulaire inférieure telle que tous ses éléments diagonaux soient positifs etA = BB∗.

EXEMPLE 24.

 1 2 1
0 −1 0
3 6 5

 =

 1 0 0
0 1 0
3 0 1

 1 2 1
0 −1 0
0 0 2
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 16 8 20
8 13 10
20 10 26

 =

 4 0 0
2 3 0
5 0 1

 4 2 5
0 3 0
0 0 1

.

APPLICATION 25. [RÉSOLUTION DE (SB)]
Si A ∈ GLn(K) admet une décomposition A = LU , on résout (SB) en résolvant LY = B
puisUX = Y . Ces deux systèmes étant triangulaires, ils ont un coût moins important.
De même dans le cas de la factorisation de CHOLESKY.

EXEMPLE 26.

 16 8 20
8 13 10
20 10 26

X =

 0
27
−2

 donne Y =

 0
9
−2

 puisX =

 1
3
−2

.

III. Résolution numérique
III. A. Minimisation de fonctionnelle [FGN12, §1.21, p39–41]

On suppose dans cette section que n = p et A ∈ S++
n (R) est une matrice symétrique définie

positive. On pose 〈. | .〉 le produit scalaire usuel sur Rn.

PROPOSITION 27. La résolution de (SB) est équivalente au problème de minimisation de
f : x 7−→ 1

2 〈AX | X〉 − 〈B | X〉 : f admet en e�et un unique minimumX0, caractérisé par
AX0 = B.

THÉORÈME 28. [MÉTHODE DE GRADIENT À PAS OPTIMAL]
Soit f : Rp −→ R elliptique, c’est-à-dire f est C1 et telle qu’il existe α > 0 satisfaisant

∀x, y ∈ Rp, 〈∇f(x)−∇f(y) | x− y〉 ≥ α ‖x− y‖2

Alors la suite (xn)n∈N définie par x0 ∈ Rp et xn+1 = xn − ρn∇f(xn) où ρn =
argminρ>0 f(xn − ρ∇f(xn)) converge vers l’unique minimum global de f .

APPLICATION 29. Prenant f la fonctionnelle quadratique définie précédemment, on obtient
la convergence de toute suite (xn)n∈N définie par x0 ∈ Rp et xn+1 = xn − ρn∇f(x)

III. B. Méthode des moindres carrés [AK02, Ch7, p135]

PROPOSITION 30. SoitA ∈Mn, p(R) avec n ≥ p telle que rg(A) = p (ou encore ker(A) =
{0}). AlorsA>A ∈ S++

p (R).

APPLICATION 31. [MOINDRES CARRÉS]
Soientn, p ∈ N etA ∈Mn, p(R) et b ∈ Rn. On cherche un vecteurx ∈ Rp tel que‖b−Ax‖2 =
infy∈Rp ‖b−Ay‖2.

(i) Il existe toujours une solution au problème,
(ii) x est solution si et seulement siA>Ax = A>b,

(iii) Si n ≥ p et rg(A) = p,A>A est inversible et il existe une unique matrice réelleB triangu-
laire inférieure, à diagonale positive, telle que A>A = BB>, et alors x = (BB>)−1A>b
est une solution.

APPLICATION 32. [RÉGRESSION LINÉAIRE EN STATISTIQUES]
Etant donnés des points (xi, yi)1≤i≤n, on souhaite tester si les points sont plus ou moins ali-
gnés. Pour cela, on cherche la droite y = ax + b de meilleure approximation, c’est-à-dire on
cherche a et bminimisant

∑
1≤i≤n |yi − axi − b|

2. On se ramène donc au problème précédent

en posantA =

 1 x1
...

...
1 xn

 etX =
(
b
a

)
.
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ANNEXE
Moindres carrés

SPEECH
La formule de CRAMER permet la résolution de systèmes linéaires mais est beaucoup trop com-
plexe en pratique, on envisage d’autres méthodes de résolution. Dans le cas d’une matrice tri-
angulaire, par exemple, on a une complexité en n2 avec la méthode des remontées.

QUESTIONS
Q Soit n ≥ 2 et a1, . . . , an ∈ K. Soient P1, . . . , Pn ∈ R[X] tels que degPk = k − 1. Calculer

det(Pi(aj))i,j .
R Notons M la matrice en question. On suppose les polynômes unitaires pour simplifier. La

famille est une base car est échelonnée en degrés.
On se ramène à la base canonique par transvections (ou par procédé d’orthogonalisation
de GRAM-SCHMIDT), ce qui donne le déterminant de VANDERMONDE, soit

∏
i<j(aj − ai).

Q Calculer le déterminant de


α1 a . . . a

b
. . . . . . ...

... . . . . . . a
b . . . b αn

.

R Regardons le polynôme x 7−→ det((mij + x)) de degré au plus n. Par des opérations sur
les lignes, on enlève les x de chaque ligne sauf la première, ce qui montre en fait que le po-
lynôme est de degré 1.
Appliquons ceci à la matrice. En évaluant en−a et en−b, on obtient deux points d’annula-
tion si a 6= b, et donc le déterminant est nul.
Si a = b, on utilise la continuité du déterminant par rapport aux coe�icients. On pose
f(x) = u(a, b)x+ v(a, b) où u, v ∈ C∞.

Q Montrer que SLn(R) est connexe par arcs.
R Utiliser le fait que SLn(R) est engendré par les transvections.
Q Montrer que GLn(R) est engendré par les inversibles diagonalisables.
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170 FORMES QUADRATIQUES SUR UN ESPACE VECTORIEL DE DIMENSION FINIE. ORTHOGONALITÉ, ISOTROPIE.
APPLICATIONS.

E est unK-espace vectoriel de dimension finien, oùKest un corps de caractéristique di�érente
de 2.

I. Généralités sur les formes quadratiques
[Rom17, Ch15, p463] [De 11, ChI–IV, p6]

I. A. Formes bilinéaires et formes quadratiques
Forme bilinéaire (symétrique), matrice d’une forme bilinéaire dans une base, expression en pro-
duit matriciel
Forme quadratique, forme polaire associée. Matrice d’une forme quadratique, expression en
produit matriciel
Exemples : polynômes homogènes de degré 2, exemple deM 7−→ Tr(M2) surMn(R).
En fait si on fixe une base, q est un polynôme homogène de degré 2 explicité par la matrice de
q dans la base
Exemples

PROPOSITION 1. Soit q une forme quadratique. L’ensemble des matrices représentant q dans
des bases deE est exactement l’une des orbites de l’action par congruence sur Sn(K) :

GLn(K)× Sn(K) −→ Sn(K)
(P, S) 7−→ PSP>

DÉfiNITION 2. [DISCRIMINANT]
On définit le discriminant deS ∈ Sn(K) par det(S) ∈ K∗/(K∗)2 si S est inversible, 0 sinon.

PROPOSITION 3. Deux matrices congruentes ont même discriminant. Ainsi on peut donc
définir le discriminant d’une forme quadratique.

I. B. Objets associés aux formes quadratiques
Vecteurs orthogonaux, propriétés, noyau d’une forme quadratique, lien avec le noyau de la ma-
trice de la forme quadratique, rang, forme dégénérée
Vecteurs isotropes, cône isotrope, orthogonal
Exemples
Théorème d’existence d’une base formée de vecteurs isotropes sous conditions

II. Réduction des formes quadratiques
[Rom17, Ch15, p463] [De 11, ChV.3, p93] [CG13, ChV.D, p97]

THÉORÈME 4. [RÉDUCTION DE GAUSS]
Pour toute forme quadratique réelle q surE, il existe un entier r,λ1, . . . , λr ∈ R∗ et `1, . . . , `r
des formes linéaires indépendantes tels que q(x) =

∑r
i=1 λi`i.

COROLLAIRE 5. La forme polaire associée à q est alors ϕ(x, y) =
∑r
i=1 λi`i(x)`i(y).

EXEMPLE 6. q(x, y, z) = −x2−y2−z2 +2(xy+xz+yz) = −(x−y−z)2 +(y+z)2 +(y−z)2

COROLLAIRE 7. Il existe une base orthogonale pour q. La matrice de q dans cette base est
alors diag(λ1, . . . , λn) où λi = 0 pour i > r. En particulier r = rg(q) et ker(q) = ∩ri=1 ker `i.

Regardons maintenant plus en détail le cas K = R.

COROLLAIRE 8. Notons s = card({i | λi > 0}) et t = card({i | λi < 0}). Alors la matrice de
q dans une certaine base est diag(Is,−It, 0n−(s+t))).

Forme (définie) positive, inégalité de CAUCHY-SCHWARZ pour une forme quadratique positive

PROPOSITION 9. [LOI D’INERTIE DE SYLVESTER]
• s et t sont uniques (ne dépendent par de la décomposition de GAUSS choisie) et détermi-

nés par :

s = max {dim(F ) | F ∈ P} t = max {dim(F ) | F ∈ N}

où P (resp.N ) désigne l’ensemble des sous-espaces de Rn sur lesquels la restriction de
q est définie positive (resp. définie négative). De plus r = s+ t.

• Soit (ei)1≤i≤n une base de Rn orthogonale pour q. Alors s est le nombre de vecteurs
(ei)1≤i≤n tels que q(ei) > 0 et t est le nombre de vecteurs (ei)1≤i≤n tels que q(ei) < 0.

DÉfiNITION 10. (s, t) s’appelle la signature de q.

EXEMPLE 11. La signature deM 7−→ Tr(M2) est (n(n+ 1)/2, n(n− 1)/2).
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APPLICATION 12. [FORME DE HANKEL]
Soit P ∈ R[X] de degré n et x1, . . . , xt ses racines distinctes, de multiplicité m1, . . . ,mt.
On définit sk =

∑t
`=1m`x

k
` pour k ∈ N puis on pose

∀(X0, . . . , Xn−1) ∈ Cn, s(X1, . . . , Xn) =
∑

0≤i,j≤n−1
si+jXiXj

Alors sR (la restriction de s à Rn) est une forme quadratique sur Rn, de signature (p, q) où
p+ q = t et p− q est le nombre de racines réelles de P .

III. Classification des formes quadratiques
[Rom17, Ch15, p463] [CG13, ChV.B, p179] [De 11, ChV/VI, p87/100]

REMARQUE 13. Classifier les formes quadratiques revient à chercher les orbites l’action par
congruence l’action.

Soit q une forme quadratique surE de rang r.

III. A. Sur C

THÉORÈME 14. [CLASSIfiCATION SUR K = C (OU K ALGÉBRIQUEMENT CLOS)]
La matrice de q dans une certaine base est Jr = diag(Ir, 0n−r). Dans cette base on a donc
q(x1, . . . , xn) = x2

1 + · · ·+ x2
r .

COROLLAIRE 15. Deux formes quadratiques sur un C-espace vectoriel sont congruentes
si et seulement si elles ont même rang.

APPLICATION 16. Il y a n+ 1 classes de congruences de formes quadratiques surE.

III. B. Sur R
Notons (s, t) la signature de q.

THÉORÈME 17. [CLASSIfiCATION SUR K = R]

La matrice de q dans une certaine base est

(
Is

−It
0n−r

)
. Dans cette base on a donc

q(x1, . . . , xn) = x2
1 + · · ·+ x2

s − x2
s+1 − · · · − x2

r .

COROLLAIRE 18. Deux formes quadratiques sur un R-espace vectoriel sont congruentes
si et seulement si elles ont même signature.

APPLICATION 19. Il y a r+ 1 classes de congruences de formes quadratiques de rang r surE.

III. C. Sur Fq
On suppose K = Fq où q = p` pour un p premier impair et ` ∈ N∗.
On note F2

q =
{
x2 | x ∈ Fq

}
et F∗q2 = F2

q ∩ F∗q .

PROPOSITION 20. F∗q
2 est un sous-groupe d’indice 2 de F∗q .

THÉORÈME 21. [CLASSIfiCATION SUR K = Fq]
Soit α ∈ F∗q \ F∗q

2.

La matrice de q dans une certaine base est

 Ir−1
δ

0n−r

 où δ ∈ {1, α}.

APPLICATION 22. Il y a 2n+ 1 classes de congruences de formes quadratiques surE.

THÉORÈME 23. [LOI DE RÉCIPROCITÉ QUADRATIQUE]
Soient p 6= q des nombres premiers impairs. Alors :

(
p

q

)(
q

p

)
= (−1)

(p−1)(q−1)
4 où

(
x

p

)
=


1 si x est un carré dans F∗p
0 si x = 0
−1 sinon

EXEMPLE 24.
(

26
307

)
=
(

2
307

) (
13

307

)
= −(−1)

13−1
2

307−1
2
(

307
13

)
= −

(
8

13

)
= −

(
2

13

) (
4

13

)
= −1

Ainsi 26 n’est pas un carré modulo 307.
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COMMENTAIRES
Autres références : [Gou09, Per96].
Attention à la caractéristique 2 qui est un cas particulier, pour lequel les résultats sont rapide-
ment faux

QUESTIONS
Q À quoi servent les formes de HANKEL?
R Cela permet de calculer la forme de GAUSS sans connaître les racines.
Q SoitA ∈Mn(K) et q(x) = X>AX . Trouver la forme polaire associée.
R Soitϕ(X,Y ) = X>AY . On aA = A+A>

2 + A−A>
2 . On vérifie queφ(X,Y ) = X>(A+A>

2 )Y
fonctionne.

Q La matrice d’une forme quadratique correspond-elle à la matrice d’une autre application?
R On introduit les fonctions ϕg : E −→ E∗, x 7−→ ϕ(x, .) et ϕd : E −→ E∗, x 7−→ ϕ(., x).A

est alors la matrice de ces applications dans la base duale de la base associée à la matrice
A.

Q det :M2(K) −→ K est-elle une forme quadratique? Quel est son rang? Son discriminant?
Quelle est la signature si K = R? Sur un corps fini, à quelle matrice est-elle congruente?

R C’est un polynôme homogène de degré 2 en les coordonnées des matrices, donc c’est une
forme quadratique.
Pour trouver son rang, soit on utilise la forme bilinéaire associée, soit on calcule sa réduction
de GAUSS. On a :

det = E1E4 − E2E3 = 1
4((E1 + E4)2 − (E1 − E4)2 − (E2 + E3)2 + (E2 − E3)2)

Donc rg(det) = 4.
Par ailleurs, la matrice associée dans une bonne base est :

0 0 0 1/2
0 0 −1/2 0
0 −1/2 0 0

1/2 0 0 0


On obtient le (un) discriminant 1/16, donc 1. Une autre manière de l’obtenir est d’utiliser la
base de la réduction de GAUSS.
Si K = R, on aurait pour signature (2, 2). Sur Fq , elle est congruente à l’identité.

Q Questions sur le plan hyperbolique.
Q Exemple concret de hessienne.
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I. Formes quadratiques réelles [Rom17, Ch15, p463] [De 11, §X.2, p181]

I. A. Définitions générales
Forme quadratique, forme polaire associée
Exemple deM 7−→ Tr(M2) surMn(R)
Vecteurs orthogonaux, noyau d’une forme quadratique, lien avec le noyau de la matrice de la
forme quadratique, rang, forme dégénérée
Exemples

I. B. Propriétés de réduction

THÉORÈME 1. [RÉDUCTION DE GAUSS]
Pour toute forme quadratique réelle q sur Rn, il existe, si r = rg(q), λ1, . . . , λr ∈ R∗ et
`1, . . . , `r des formes linéaires indépendantes tels que q(x) =

∑r
i=1 λi`i.

COROLLAIRE 2. La forme polaire associée à q est alors ϕ(x, y) =
∑r
i=1 λi`i(x)`i(y).

EXEMPLE 3. q(x, y, z) = −x2−y2−z2 +2(xy+xz+yz) = −(x−y−z)2 +(y+z)2 +(y−z)2

COROLLAIRE 4. Il existe une base orthogonale pour q. La matrice de q dans cette base est
alors diag(λ1, . . . , λn) où λi = 0 pour i > r.

COROLLAIRE 5. Notons s = card({i | λi > 0}) et t = card({i | λi < 0}). Alors la matrice de
q dans une certaine base est diag(Is,−It, 0n−(s+t))).

Forme (définie) positive, inégalité de CAUCHY-SCHWARZ pour une forme quadratique positive

PROPOSITION 6. [LOI D’INERTIE DE SYLVESTER]
• s et t sont uniques (ne dépendent par de la décomposition de GAUSS choisie) et détermi-

nés par :

s = max {dim(F ) | F ∈ P} t = max {dim(F ) | F ∈ N}

où P (resp.N ) désigne l’ensemble des sous-espaces de Rn sur lesquels la restriction de
q est définie positive (resp. définie négative). De plus r = s+ t.

• Soit (ei)1≤i≤n une base de Rn orthogonale pour q. Alors s est le nombre de vecteurs
(ei)1≤i≤n tels que q(ei) > 0 et t est le nombre de vecteurs (ei)1≤i≤n tels que q(ei) < 0.

DÉfiNITION 7. (s, t) s’appelle la signature de q.

EXEMPLE 8. La signature deM 7−→ Tr(M2) est (n(n+ 1)/2, n(n− 1)/2).

COROLLAIRE 9. [RÉDUCTION D’UNE FORME QUADRATIQUE RÉELLE]
Il existe des formes linéaires (`i)1≤i≤r indépendantes telles que q =

∑s
i=1 `

2
i −

∑r
i=s+1 `

2
i .

Pour A ∈ Mn(R), il existe s, t uniques et P ∈ GLn(R) tels que PAP> =
diag(Is,−It, 0n−(s+t)).

THÉORÈME 10. [THÉORÈME SPECTRAL] [Aud06, §VII.7.8]
Soient q, q′ des formes quadratiques avec q définie positive. Alors il existe une base orthonor-
mée pour q et orthogonale pour q′.

I. C. Applications [Rou99, §5.5, p327] [CG13, §V.D, p197]

EXEMPLE 11. La di�érentielle seconde est une forme quadratique sur Rn.

LEMME 12. SoitA0 ∈ Sn(R)∩GLn(R). Alors il existe V ∈ V(A0) et g ∈ C1(V,GLn(R))
telle que ∀A ∈ V,A = g(A)>A0g(A).

THÉORÈME 13. [LEMME DE MORSE]
Soit f : U −→ R une fonction de classe C3 définie sur un ouvertU de Rn contenant 0. On
suppose que df(0) = 0 et d2f(0) est non dégénérée, de signature (p, n− p).
Alors il existe un C1-di�éomorphisme ϕ entre deux voisinages de l’origine de Rn tel que
ϕ(0) = 0 et f(x)− f(0) = ϕ(x)2

1 + · · ·+ ϕ(x)2
p − ϕ(x)2

p+1 − · · · − ϕ(x)2
n au voisinage

de 0.

REMARQUE 14. Un polynôme homogène de degré 2 est une forme quadratique.

PROPOSITION 15. [FORME DE HANKEL]
Soit P ∈ R[X] de degré n et x1, . . . , xt ses racines distinctes, de multiplicitém1, . . . ,mt.
On définit sk =

∑t
`=1m`x

k
` pour k ∈ N puis on pose

∀(X0, . . . , Xn−1) ∈ Cn, s(X1, . . . , Xn) =
∑

0≤i,j≤n−1
si+jXiXj

Alors sR (la restriction de s à Rn) est une forme quadratique sur Rn, de signature (p, q) où
p+ q = t et p− q est le nombre de racines réelles de P .
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II. Application à l’étude des coniques
II. A. Vocabulaire [Aud06, §VII.1, p221]

On se place dans un plan a�ine euclidienP , muni d’un repère orthonormé (O,~i,~j).

DÉfiNITION 16. Une coniqueC est l’ensemble des points (x, y) deP satisfaisant l’équation :

(E) ax2 + 2bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0

où a, b, c, d, e, f ∈ R sont des paramètres, avec (a, b, c) 6= (0, 0, 0).
q(x, y) = ax2 + bxy + cy2 est la forme quadratique associée à E , supposée non nulle, et
`(x, y) = dx+ ey est la forme linéaire associée à E .

REMARQUE 17. q ne dépend pas du point d’origineO choisi.

DÉfiNITION 18. Un point Ω est centre de symétrie de C si dans le repère (Ω,~i,~j), la partie
linéaire de l’équation définissant C est nulle.
C est dite à centre si elle admet un unique centre de symétrie.

PROPOSITION 19. C est à centre si et seulement si q est non dégénérée.

EXEMPLE 20. Ω = (a, b) est l’unique centre de la conique définie par (x− a)2 + (y − b)2 = c
dans (O,~i,~j).
Une conique de type ax2 + dx+ ey + f = 0 n’est pas à centre.

PROPOSITION 21. Si C est à centre, il existe un repère orthonormé de P , d’origine Ω, dans
lequel l’équation de C est du type αx2 + βy2 = γ avec α, β 6= 0.

DÉfiNITION 22. On définitQ(x, y, z) = q(x, y) + `(x, y)z + fz2 la forme quadratique sur
R3 appelée forme homogénéisée de q. C est dite propre siQ est non dégénérée.

EXEMPLE 23. Les coniques propres sont de « vraies » coniques : ce ne sont pas des droites.

II. B. Classification [Aud06, §VII.2, p228]

THÉORÈME 24. [CLASSIfiCATION DES CONIQUES PROPRES]
On peut classifier les coniques propres en fonction des signatures deQ et de q :

sgn(Q) sgn(q) Classe Exemple
(3, 0)/(0, 3) (2, 0)/(0, 2) ∅ x2 + y2 = −1
(2, 1)/(1, 2) (2, 0)/(0, 2) ellipse x2 + y2 = 1
(2, 1)/(1, 2) (1, 1) hyperbole x2 − y2 = 1
(2, 1)/(1, 2) (1, 0)/(0, 1) parabole x2 + y = 0

THÉORÈME 25. [CLASSIfiCATION DES CONIQUES IMPROPRES]

sgn(Q) sgn(q) Classe Exemple
(2, 0)/(0, 2) (2, 0)/(0, 2) point x2 + y2 = 0
(2, 0)/(0, 2) (1, 0)/(0, 1) ∅ x2 = −1

(1, 1) (1, 1) droites sécantes x2 − y2 = 0
(1, 1) (1, 0)/(0, 1) droites parallèles x2 = 1

(1, 0)/(0, 1) (1, 0)/(0, 1) droite double x2 = 0

II. C. Point de vue géométrique [Rom17, Ch16, p497] [Aud06, §VII.2, p232]

THÉORÈME 26. Soit C une conique propre non vide qui n’est pas un cercle. Alors il existe un
pointF ∈ P appelé foyer, une droiteD ne contenant pasF , appelée directrice et un réel e > 0
appelé excentricité tels que C = {M ∈ P | d(M,F ) = ed(M,D)}.
Si e < 1, C est une ellipse. Si e = 1, C est une parabole. Enfin si e > 1, C est une parabole.

DÉfiNITION 27. La perpendiculaire à D passant par F est appelée axe focal. C’est un axe
de symétrie de C.

THÉORÈME 28. Dans le repère (F,~i,~j) où~i unitaire dirige l’axe focal et~j unitaire dirige D,
l’équation de C est, en notant p l’abscisse deD :

(1− e2)x2 + y2 + 2pe2x− p2e2 = 0

PROPOSITION 29. Si C est à centre (e 6= 1), le centre a pour coordonnées (− pe2

1−e2 /, 0) dans
le repère (F,~i,~j).
Par symétrie, C est aussi la conique caractérisée par le foyerF ′ et la directriceD′, symétriques
de F etD par rapport au centre.
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PROPOSITION 30. [DÉfiNITION BIFOCALE DES CONIQUES PROPRES À CENTRE]
• SiC est une ellipse (qui n’est pas un cercle), alorsC = {M ∈ P |MF +MF ′ = 2a}pour

un réel 2a appelé grand axe de C,
• Si C est une hyperbole, alors C = {M ∈ P | |MF −MF ′| = 2a} pour un réel 2a appelé

grand axe de C.

ANNEXE
Di�érentes coniques et leurs éléments associés : foyers, directrices ...

QUESTIONS
Q Quelles sont les orbites fermées de Sn(R) pour l’action de congruence? (voir [CG13]).
R Montrons que 0 est toujours dans l’adhérence d’une orbite (et alors seule {0} est une orbite

fermée). On prend pour cela une suite de matrices qui tend vers 0 ...
Q Réduire q(x, y, z, t) = xy + yz + zt.

R Par exemple q(x, y, z, t) = 1
4

[
(x+ y)2− (x− y)2 + (y+ z− t)2− (z− y− t)2

]
. Ainsi q est

de signature (2, 2).
Q Montrer queM 7−→ Tr(M2) est une forme quadratique. Quelle est sa signature?
Q Que se passe-t-il dans le cas d’une forme quadratique définie positive avec la réduction de
GAUSS?

R On obtient la signature (n, 0).
Q Montrer que les mineurs principaux d’une matrice définie positive sont tous non nuls (ques-

tion similaire à la précédente).
Q Montrer que det(S++

n (R)) = R∗+.
Q Par quelles opérations le cône isotrope est-il stable? Contient-il des sous-espaces vecto-

riels? Calculer la dimension maximale d’un sous-espace contenu dans le cône.
R Par multiplication par un scalaire (surtout pas par somme! ). Il contient des droites (multi-

plication par un scalaire), il contient kerE.
Si q est non dégénérée, prenons F ⊂ Cq le cône isotrope. On a dimF + dimF⊥ = dimE,
d’où F ⊂ F⊥ puisque si x ∈ F , alors ∀y ∈ F , ϕ(x, y) = 0 en développant 0 = q(x+ y) =
q(x) + 2ϕ(x, y) + q(y) = 2ϕ(x, y). Ainsi dim(F ) ≤ n/2.
Dans le cas où q n’est pas dégénérée, écrivonsE = ker q ⊕G. qG est non dégénérée, donc
on applique ce qui précède et dim(F ∩G) ≤ dim(G)/2 si F ⊂ Cq . Puis dim(F ∩ ker q) ≤
dim(ker(q)) donc dim(F ) ≤ dim(G)/2 + dim(ker q) ≤ n−dim(ker q)

2 .
Q Soit E un espace vectoriel de dimension 2n, et F un sous-espace vectoriel de dimension

n, q une forme quadratique non dégénérée sur E. On suppose q nulle sur F . Quelle est la
signature de q ?

R La signature est (n, n). En prenant une base de F , on peut compléter en une base telle que
la matrice à une forme par blocs 2× 2 particulière, et on peut alors la réduire . . .
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181 BARYCENTRES DANS UN ESPACE AFFINE RÉEL DE DIMENSION FINIE, CONVEXITÉ. APPLICATIONS.

Soit (E , E) un R-espace a�ine.

I. Définitions, coordonnées barycentriques

I. A. Premières propriétés [Aud06, §I.5, p29]

Définition barycentre, isobarycentre : exemple du milieu d’un segment, de la paramétrisation
d’un segment comme barycentres
Associativité du barycentre, application au centre de gravité

PROPOSITION 1. [CONVERGENCE D’UNE SUITE DE POLYGONES VERS L’ISOBARYCENTRE]
On définit par récurrence une suite (P (k))k∈N par P (0) = (z(0)

1 , . . . , z
(0)
n ) ∈ Cn et

P (k+1) =
( z(k)

1 +z(k)
2

2 , . . . ,
z

(k)
n−1+z(k)

n

2 ,
z(k)
n +z(k)

1
2

)
pour k ∈ N.

Alors P (k) −→
k→+∞

(g, g, . . . , g) où g = Isobar(z(0)
1 , . . . , z

(0)
n ).

I. B. Barycentres et structure a�ine [Tau00, Ch3, p27]

Une fonction est a�ine si et seulement si elle conserve les barycentres
Un sous-espace est a�ine si et seulement si il contient tous les barycentres
Description de l’espace a�ine défini par une partie de E

I. C. Coordonnées barycentriques [Aud06, ChI/V, p42/150]

Repère a�ine, coordonnées barycentriques, uniques à renormalisation près
Lien entre repère a�ine et base vectorielle de Ea où a est le premier point du repère a�ine
Exemples du centre de gravité d’un triangle
Application : la seule application a�ine qui fixe n+ 1 points indépendants de E est l’identité

PROPOSITION 2. SoitA,B,C trois points non alignés. Les coordonnées barycentriques d’un
point M dans le repère a�ine (A,B,C) sont proportionnelles aux aires orientées des triangles
MBC,MCA,MAB. Plus précisément

A(MBC)−−→MA+A(MCA)−−→MB +A(MAB)−−→MC = ~0

Théorèmes deMÉNÉLAÜS et de CEVA

PROPOSITION 3. Soient k + 1 points A0, . . . , Ak a�inement libres, de coordonnées
dans un repère a�ine (aij)0≤i≤n,0≤j≤k. Alors M = (x0, . . . , xn) ∈ Aff(A0, . . . , Ak)
si et seulement si det(A|M) = 0.

EXEMPLE 4. Dans un repère a�ine du plan, A,B,C sont alignés

si et seulement si det

 a1 b1 c1
a2 b2 c2
a3 b3 c3

 = 0.

II. Convexité
On supposeE euclidien.

II. A. Définitions et enveloppe convexe [Aud06, §I.6, p31] [Gou08, §1.5, p54]

Partie convexe
Exemples des intervalles, d’une boule convexe, intersection de convexe
Conservation des convexes par une application a�ine ou par l’image réciproque
Exemples : hyperplans comme noyaux d’une application a�ine, hyperplans d’appuis, demis-
espaces
Enveloppe convexe d’une partie
Exemples : intersection de semis-plans→ polytopes
Un convexe est stable par barycentres à coe�icients positifs. Description de l’enveloppe
convexe par barycentres à coe�icients positifs
Application : l’enveloppe convexe d’une partie finie deX est compacte

THÉORÈME 5. [THÉORÈME DE CARATHÉODORY]
Soit X un espace a�ine de dimension finie n. Alors pour tout S ⊂ X , conv(S) est l’en-
semble des barycentres à coe�icients positifs d’au plus n+ 1 points de S. Autrement dit :

conv(S) =
{∑n+1

i=1 λixi | (xi, λi)1≤i≤n+1 ∈ (S × R+)n+1
}

COROLLAIRE 6. Soit S un compact deX euclidien. Alors conv(S) est compact.

APPLICATION 7. Soit M ∈ Mn(Z). Notons (Cj)1≤j≤n ses colonnes. L’équation dio-
phantienne MX = 0 admet une solution non nulle dans Nn si et seulement si 0 ∈
conv({C1, . . . , Cn}).

II. B. Topologie des convexes [Tau00, §5.4, p78]

S convexe implique S et S◦ convexes
S d’intérieur non vide si et seulement si Aff(S) = E .
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S convexe compact implique S = conv(∂S)

II. C. Points extrémaux d’un convexe, sommets
[Tau00, §5.8, p86] [Gou09, §4.2, p180]

Points extrémaux, définition équivalente : la partie privée du point reste convexe
Exemples des points extrémaux de la boule fermée : la frontière
Polygones/polyèdres ... les sommets sont les points extrémaux
Théorème de KREIN-MILMAN

ANNEXE
Tout un tas de dessins . . .

QUESTIONS
Q Quel est le lien, s’il y en a, entre les polytopes et les polyèdres?
R Le polyèdre a un intérieur non vide en général. C’est juste une question de convention.
Q Qu’est-ce qu’une forme a�ine?
R C’est la donnée d’une forme linéaire et de coordonnées barycentriques.
Q Soit C un convexe de X a�ine, avec dim(X) < +∞. Soit f : X −→ X a�ine telle que
f(C) = C. Montrer que f permute les points extrémaux.

Q Soit A,B,C un triangle et M un point du triangle ABC, de coordonnées (α, β, γ) dans
(A,B,C). Exprimer α, β, γ en fonction d’aires de certains triangles.

R On a α ~AM + β ~BM + γ ~CM = ~0. On aA(AMC) = 1
2 det( ~MA, ~MC) et

0 = det(α ~AM + β ~BM + γ ~CM, ~CM) = αA(AMC)− βA(BMC)
= −αA(AMB) + γA(BMC) = βA(AMB)− γA(AMC)

DoncA(AMB) = γ,A(BMC) = α,A(AMC) = β.
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182 APPLICATIONS DES NOMBRES COMPLEXES À LA GÉOMÉTRIE.

I. Géométrie euclidienne du plan [Rom17, Ch4, p101]

I. A. Généralités [Rom17, Ch4, p101]

Représentation du plan euclidienP par les complexes
Identifications points, a�ixe, produit scalaire, déterminant, condition d’alignement des points,
équation d’une droite
Lien entre argument et angle orienté
Exemples : équations de droites / de cercles
Équivalence entre la distance et du module

I. B. Applications [Aud06, §I.5, p29]

Barycentres :
Définition barycentre, isobarycentre : exemple du milieu d’un segment, de la paramétrisation
d’un segment comme barycentres
Associativité du barycentre, application au centre de gravité
Théorème de GAUSS-LUCAS

PROPOSITION 1. [CONVERGENCE D’UNE SUITE DE POLYGONES VERS L’ISOBARYCENTRE]
On définit par récurrence une suite (P (k))k∈N par P (0) = (z(0)

1 , . . . , z
(0)
n ) ∈ Cn et

P (k+1) =
( z(k)

1 +z(k)
2

2 , . . . ,
z

(k)
n−1+z(k)

n

2 ,
z(k)
n +z(k)

1
2

)
pour k ∈ N.

Alors P (k) −→
k→+∞

(g, g, . . . , g) où g = Isobar(z(0)
1 , . . . , z

(0)
n ).

Critère de cocyclicité : théorème de PTOLÉMÉE, de l’angle moitié
Aire maximale d’un triangle, caractérisation des triangles équilatéraux

II. Transformations du plan
II. A. Autour des similitudes [Tau00, §7.2, p108] [Aud06, §II.3, p89]

Isométries : isomorphismeO+
2 (R) ' U. Forme analytique des isométries

Translations, homothéties→ similitude = composée
Similitudes directes, indirectes
Application : définition d’un polygone convexe

II. B. Inversions [Rom17, §4.8, p120]

Définition, expression en terme de nombre complexes, involution du plan privé d’un point,
cercle des points fixes

II. C. Autour des homographies [Aud06, ChVI.5, p194]

Isomorphisme entre C ∪ {+∞} et la sphère de RIEMANN S
Définitions, groupe des bijections de S
Birapport, propriété de conservation par une homographie

III. Applications des nombres complexes à la géométrie de
l’espace : les quaternions [CG13, ChVII, p232]

Groupe des quaternions sous forme matricielle, conjugué, norme d’un quaternion, produit sca-
laire associé, la base (1, i, j, k) est orthonormée, H = I⊕⊥ R
On définit SU2(C) = {h ∈ H |N(h) = 1}

THÉORÈME 2. On a SU2(C)/ {±I2} ' SO3(R).
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ANNEXE
Transformations de base, sphère de RIEMANN

SPEECH
Utiliser les nombres complexes pour faire de la géométrie permet notamment d’utiliser une
structure de corps qui enrichit la structure d’espace vectoriel.

QUESTIONS
Q Montrer queZ(H) = R.1.
R On prendh ∈ Z(H), disonsh = w.1+x.i+y.j+z.k. On ahi = ih, ce qui donne y = z = 0,

puis en utilisant jh = hj, on obtient de mêmew = 0.
Q Pourquoi R.1 et les quaternions imaginaires purs sont-ils orthogonaux?
R Le produit scalaire est lié à la trace (1, i, j, k forme une base orthonormée).

Ou : on a 〈1 | i〉 = 1i+ i1 = 0, . . .
Q Montrer que les deux définitions données du biraport coïncident.
R Soient a, b, c, d ∈ C. On a :

[a, b, c, d] = a− c
b− c

b− d
a− d

= ab− ad− bc+ cd

ab− bd− ac+ cd
= (c− a)d+ ab− bc)

(c− b)d+ ab− ac

Soit doncM =
(
c− a ab− bc
c− b ab− ac

)
. On a det(M) = ... = (c− a)(a(b− c) + b(c− b)).

On regarde hM : z 7−→ a−c
b−c

b−z
a−z l’homographie associée.
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183 UTILISATION DES GROUPES EN GÉOMÉTRIE.

Soit E espace a�ine dirigé parE (action transitive de (E,+) sur E).

I. Transformations d’un espace a�ine
[Rom17, Ch3, p75] [Aud06, §I.3/4, p16/26]

I. A. Espace et applications a�ines
Définition espace a�ine, exemple du plan, de l’espace
Application a�ine. Préservation de l’alignement, du parallélisme, des barycentres
Exemple d’une translation
Ensemble des points fixes. Exemple de l’homothétie a�ine

I. B. Le groupe a�ine
Définition de GA(E). C’est un groupe
Bijection entre GL(E) et GAP (E) le sous-ensemble de GA(E) fixant P
Écriture sous la forme f = tu ◦ g = h ◦ tv
Action transitive du groupe a�ine sur les repères a�ines de E
GroupeD(E) = L−1(Z(GL(E))) formé des dilatations : sous-groupe distingué
Relations de conjugaison pour les homothéties

I. C. Utilisation du groupe a�ine
Théorèmes de THALÈS et de DESARGUES

II. Géométrie euclidienne, groupe d’isométries
[Aud06, ChII/III/V, p51/73/143]

II. A. Groupe des isométries a�ines [Rom17]

Isométrie a�ine, exemple : homothétie de rapport±1
Réflexion a�ine : σ telle que ~σ est une réflexion vectorielle et σ a un point fixe→ isométrie
Isom(E) sous-groupe de GA(E).Lmorphisme surjectif de noyau T (E)
Déplacements, anti-déplacements
Engendrement deO(E) (resp. Isom(E)) par les réflexions vectorielles (resp. a�ines). Toute iso-
métrie est produit d’au plus n (resp. n+ 1) réflexions.

II. B. Angles orientés en dimension 2 et similitudes [Aud06, §III.1, p73]

Définition de l’angle par une action de groupes. Groupe des similitudes : une application li-
néaire est une similitude directe si et seulement si elle préserve les angles orientés

II. C. Isométries planes, isométries de l’espace [Aud06, §III.2, p85]

Décomposition d’une isométrie a�ine

Classification des isométries du plan et de l’espace

II. D. Quaternions et géométrie de l’espace [CG13, ChVII, p232]

Groupe des quaternions sous forme matricielle, conjugué, norme d’un quaternion, produit sca-
laire associé, la base (1, i, j, k) est orthonormée, H = I⊕⊥ R
On définit SU2(C) = {h ∈ H |N(h) = 1}

THÉORÈME 1. On a SU2(C)/ {±I2} ' SO3(R).

III. Groupes des isométries fixant une partie

III. A. Généralités [Rom17, §3.4, p84]

Groupe des isométries préservant une partie de E . Isométries positives/négatives . . .
L’isobarycentre est conservé par une isométrie (en particulier un potentiel centre de symétrie)
Bijection isométries positives/négatives

III. B. Polygones et polyèdres convexes [Rom17, §3.4, p88], [CG13, §XII.3, p365]

On se place dans le plan a�ine.
Définition d’un polygone.

EXEMPLE 2. Le groupe des isométries du plan préservant un polygone régulier à n côtés de
centreO contient :

i) n rotations de centreO et d’angle k2π
n pour k ∈ J0, n− 1K,

ii) n symétries d’axe 2 sommets opposés ou 2 milieux de côtés opposés sinest pair, 1 sommet
et le milieu du côté opposé si n est impair.

C’est le groupe diédralD2n.

On se place maintenant dans un espace a�ine de dimension 3.
Définition d’un polyèdre.
Isométries préservant le tétraèdre régulier.

THÉORÈME 3. Isom(C) ' S4 × Z/2Z et Isom+(C) ' S4.

APPLICATION 4. La formule deBURNSIDE (siG groupe fini agit lui-même par conjugaison alors
|O| = 1

|G|
∑
g∈G |Fix(g)|) permet de montrer que l’on peut colorier les 6 faces du cube avec 3

couleurs de 57 manières di�érentes.
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IV. Applications des groupes à la classification de coniques
réelles [Aud06, §VII.2, p228]

Définition des coniques, exemples
Par l’action de GA(E) sur l’ensemble des coniques par g.f = f ◦ g−1, les orbites permettent
de classifier les coniques

ANNEXE
Translations, homothéties, théorèmes de THALÈS et deDESARGUES, rotations, réflexions, symé-
trie glissée, isométries de l’espace, groupe diédral, isoméries du tétraèdre, types de coniques

QUESTIONS
Q Est-ce une coïncidence de retrouver le groupe des isométries du tétraèdre dans celui du

cube modulo 2 en quelque sorte?
R Pour le tétraèdre, on ne peut que agir sur les sommets.

On peut inscrire deux tétraèdres réguliers dans le cube : partant d’un sommet on prend les
sommets diamétralement opposés sur chaque face adjacente. Alors une isométrie du cube
envoie tous les points d’un des tétraèdre soit sur lui même, soit sur l’autre tétraèdre. Dans
les deux cas (Z/2Z), on retrouve les permutations S4.

Q Montrer que Isom(C) = Isom(conv(C)).
R Dans un sens, utiliser la conservation des barycentres.
Q Autre définition de l’ellipse de STEINER?
R Ellipse de rayon maximal parmi les ellipses inscrites dans le triangle?
Q Soit h = h(O, λ) et h′ = h(O, λ′). Que vaut hh′ ?

R Si λλ′ = 1, hh′ = t~u où ~u =
−−−−→
At~u(A) pour tout A. Prenant A = O, on obtient ~u = (1 −

λ′) ~OO′.
Sinon, ~h ◦ h′ = λ′λ Id donc hh′ = h(O′′, λλ′). Montrons que O,O′, O′′ sont colinéaires.
Pour cela, on part de ~O′O′′, et on obtient (1− λλ′) ~O′O′′ = (1− λ) ~OO′.
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I. Notion de dénombrement et de combinatoire [Tau07, ChII, p5]

I. A. Bijections entre cardinaux
Ensemble fini, exemples, cardinal, card(F ) ≤ card(E) si F ⊂ E, deux ensembles de même
cardinal sont en bijection
Union d’ensembles disjoints finis, ensemble privé d’une partie.
Exemple : pour n ∈ N∗, on appelle dérangement de n une permutation de J1, nK sans point
fixe. On note dn le nombre de dérangements de n. On a n! =

∑n
k=0

(
n
k

)
dk

Cardinal deA ∪B dans le cas général, deA×B, lemme des bergers
Cardinal de l’ensemble des fonctions (injectives, surjectives) deE dans F
Parties deE

I. B. Coe�icients binomiaux et combinatoire
Définition, formules classiques (somme des coe�icients binomiaux, formule dePASCAL, de VAN-
DERMONDE)

II. Dénombrement en algèbre

II. A. Dénombrement sur un corps fini
[Rom17, §13.6–7, p429–435] [Per96, §III.2/IV.5, p72/105]

Soit p ∈ P et q = pn où n ∈ N∗. On note Fq le corps à q éléments.
Cardinaux de GLn(Fq), SLn(Fq),PGLn(Fq),PSLn(Fq)
On note F2

q =
{
x2 | x ∈ Fq

}
et F∗q2 = F2

q ∩ F∗q .

PROPOSITION 1. Si p = 2, alors F2
q = Fq . Sinon, on a

∣∣F2
q

∣∣ = q+1
2 .

APPLICATION 2. Pour a, b ∈ F∗p et c ∈ Fp, ax2 + by2 = c admet des solutions dans F2
p.

On aimerait savoir rapidement si un entier adonné est un carré modulo p, donc savoir six2 ≡ a
mod p admet ou non une solution entière.

DÉfiNITION 3. [SYMBOLE DE LEGENDRE]
Soit a ∈ Z, on appelle symbole de LEGENDRE (de amodulo p) l’entier :

(
a

p

)
=

 1 si x2 ≡ a mod p est résoluble et p - a
0 si p | a
−1 sinon

On suppose dans la suite p impair.

PROPOSITION 4. On a
(
a
p

)
≡ a

p−1
2 mod p pour tout a ∈ Z.

EXEMPLE 5. −1 est un carré modulo q si et seulement si q | 1 mod 4.

THÉORÈME 6. [LOI DE RÉCIPROCITÉ QUADRATIQUE]
Soient p 6= q des nombres premiers impairs. Alors

(
p
q

)(
q
p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .

PROPOSITION 7. Pour p premier impair, on a
(

2
p

)
= (−1)

p2−1
8 . Ainsi 2 est un carré modulo

p si et seulement si p ≡ ±1 mod 8.

EXEMPLE 8.
(

26
307

)
=
(

2
307

) (
13

307

)
= −(−1)

13−1
2

307−1
2
(

307
13

)
= −

(
8

13

)
= −

(
2

13

) (
4

13

)
= −1

Ainsi 26 n’est pas un carré modulo 307.

II. B. Actions de groupes [Rom17, §1.6–10/5.6, p19/148]

Soit (G, .) un groupe etX un ensemble.

DÉfiNITION 9. [ACTION D’UN GROUPE SUR UN ENSEMBLE]
On dit que G opère à gauche sur X si on a une application G × X −→ X, (g, x) 7−→ g.x
telle que ∀g, h ∈ G,∀x ∈ X, g.(h.x) = (gh).x et ∀x ∈ X, 1.x = x.

On considère . une action deG surX .

EXEMPLE 10.
• Gopère sur lui-même par translation à gauche (g.h = gh), par conjugaison (g.h = ghg−1),
• S(X) opère naturellement surX : σ.x = σ(x).

DÉfiNITION 11. [ORBITES, TRANSITIVITÉ, fiDÉLITÉ]
• Pour x ∈ X , on appelle orbite de x et on note O(x) l’ensemble G.x = {g.x | x ∈ X}.

On noteO l’ensemble des orbites deX . C’est une partition deX .
• On dit que l’action est transitive s’il n’y a qu’une seule orbite pour l’action deG surX ,

c’est-à-dire si ∀x ∈ X,O(x) = X .

DÉfiNITION 12. [STABILISATEUR, ACTION LIBRE]
On appelle stabilisateur de x ∈ X le groupe Stab(x) = {g ∈ G | g.x = x}.
On dit queG opère librement surX si Stab(x) = {e} pour tout x ∈ X .
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PROPOSITION 13. Soit x ∈ X . L’application g ∈ G 7−→ g.x ∈ O(x) a pour noyau Stab(x).
L’application quotient est alors une bijection deG/Stab(x) dansO(x).
En particulier, si |G| < +∞, on a ∀x ∈ X, |O(x)| = [G : Stab(x)] = |G|

|Stab(x)| .

APPLICATION 14. [CLASSES DE CONJUGAISONS DE Sn]
Deux permutations de Sn sont conjuguées si et seulement si elles ont même type.
Le nombre de classes de conjugaison est le nombre de partitions de n.
Calcul du cardinal de la classe de conjugaison associée au type (`1, . . . , `m). Deux calculs pro-
posés, où l’on note pk = card({i | `i = k}) :(

m∏
i=1

(
n−

∑
j<i `j

`i

)
(`i − 1)!

)
×

(
n∏
k=1

1
pk!

)
= n!∏n

k=1 k
pkpk!

Dans la suite de cette partie on supposeG etX finis.

COROLLAIRE 15. [ÉQUATION AUX CLASSES]
Si |G| < +∞, choisissons pour chaque orbiteO un représentant xO. Alors on a :

|X| =
∑
O∈O
|O| =

∑
O∈O

|G|
|Stab(xO)|

APPLICATION 16. [CARDINAL DEDn(Fq)]
Soitn ∈ N, q = pr oùppremier, r 6= 0. SoitDn(Fq) l’ensemble des matrices diagonalisables
de Fq . Alors en posant |GL0(Fq)| = 1, on a :

|Dn(Fq)| =
∑

n1+···+nq=n

|GLn(Fq)|∏q
i=1 |GLni(Fq)|

COROLLAIRE 17. [FORMULE DE BURNSIDE]

|O| = 1
|G|

∑
g∈G
|Fix(g)|

APPLICATION 18. On peut colorier les 6 faces (toutes identiques) d’un cube avec 3 couleurs de
57 manières di�érentes.

III. Dénombrement en analyse

III. A. Utilisation des probabilités [Ouv08]

Lien entre probabilité uniforme sur un ensemble fini et cardinal d’une partie
Application à la probabilité de retour en 0 au bout de 2n pas de la marche aléatoire simple→
application à la récurrence/transience
Formule du crible, nombre de dérangements

APPLICATION 19. On a dn = n!
∑n
k=0

(−1)k
k! .

III. B. Séries génératrices [FGN07, §I.2–6, p6] [Rom17, Ch2, p53–55/73]

Série génératrice ordinaire, exponentielle
Équivalent du nombre de solutions Sn de

∑
αini = n [Gou08, §4.4, p249]

Idée : relation de récurrence lors d’un dénombrement→ introduction de la série génératrice
ordinaire ou exponentielle pour obtenir une équation fonctionnelle, di�érentielle, et détermi-
ner la fonction associée. On vérifie que le rayon de convergence est positif, puis on identifie les
coe�icients

COROLLAIRE 20. Le nombre de permutations de Sn ayant exactement r points fixes est(
r
n

)
dn−r = n!

r!
∑n−r
k=0

(−1)k
k! .

APPLICATION 21. En utilisant un déterminant circulant, on montre qu’il y a plus (resp. moins)
de dérangements impairs que de dérangements pairs dans Sn lorsque n est pair (resp n > 1
impair).

Nombres de CATALAN, nombres de BELL
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COMMENTAIRES
Il faut aller piocher dans plusieurs références pour cette leçon. Voir aussi [FGN07, BMP05].

QUESTIONS
Q Questions autour de la loi de réciprocité quadratique : où intervient l’hypothèse p et q im-

pairs? Caractérisation des carrés, à la fin comment passer de l’inégalité modulo p à celle
dansZ, réduction des formes quadratiques en caractéristique di�érente de 2. Que se passe-
t-il si p = 2? À quoi sert la loi de réciprocité quadratique? À quoi ça sert de savoir si un
élément est un carré dans Fq ?

Q Quelle est la probabilité que deux entiers soient premiers entre eux?
R 6/π2.
Q SoitHd,n l’ensemble des polynômes homogènes de degré d à n variables. Quelle est sa di-

mension?
R Une base deHd,n est (Xi1 . . . Xid)i1,...,id∈ J1,nK, ou encore (Xα1

1 . . . Xαn
n )∑

i
αi=d.

On cherche donc le nombre de (αi)i tels que
∑
i αi = d.

Prenons d points alignés, que l’on veut séparer en n morceaux. Pour cela on rajoute n − 1
points à ces points aux endroits de séparation. Finalement la dimension est :(

d+ n− 1
n− 1

)
Q Montrer que ϕ(n) =

∑
d|n

µ(d)
d . Ou plutôt montrer que si g(n) =

∑
d|n f(d) alors f(n) =∑

d|n g(d)µ(n/d).
Q Dénombrer les polynômes de degré 3 à 3 variables.
Q Dénombrer les permutations de Sn sans point fixe (voir aussi la formule de PASCAL dans

le [Rom17]).
Q Sur Sn, on dit qu’une permutation σ est un zig-zag si pour i ∈ J1, n − 1K, σ(i) /∈ Jσ(i −

1), σ(i + 1)K. Montrer qu’il y a autant de zig-zag descendants qu’ascendants (faire une ré-
flexion ...). Donner une relation de récurrence sur le cardinal des zig-zags (on regarde les
ascendants ... ).

Q Interpréter de manière combinatoire la formule du triangle de PASCAL.
Q Dénombrer le nombre de mots bien parenthèsés de longueur 2n?
R On trouve les nombres de CATALAN. On peut par exemple utiliser les chemins sous-

diagonaux pour trouver la relation de récurrence cn+1 =
∑n
d=0 cdcn−d.

Q Combien y a-t-il de droites / de plans dans Fnq ?
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201 ESPACES DE FONCTIONS. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Espaces de fonctions continues
I. A. Fonctions continues et norme uniforme
Fonctions continues, norme uniforme, une limite simple de fonctions continues est continue,
interversion de limites, exemples et contre-exemples
L’espace des fonctions bornées est un BANACH

I. B. Fonctions continues sur un compact
[Gou08, §1.3/4.3, p31/228] [HL09, Ch1, p37]

L’image d’un compact par une application continue est un compact. Les fonctions continues
sont donc bornées, C(K) est un espace de de BANACH.
Minimisation sur un compact, application : si f est coercive continue et minorée alors elle ad-
met un minimum qui est atteint.
Théorème de HEINE. Application aux fonctions 2π-périodiques, théorème de DINI. Contre-
exemple si l’on n’est plus sur un compact
Autre application : une limite simple continue de fonctions continues sur un compact est une
limite uniforme
X compact. Définition de l’(uniforme) équicontinuité d’une partie de C(X), exemple des fonc-
tions lipschitziennes
Théorème d’ARZELA-ASCOLI, application aux opérateurs à noyaux→ opérateurs compacts

I. C. Densités de familles de fonctions [HL09, Ch1, p26–30]

Soit (X, d) un compact non vide.

THÉORÈME 1. [THÉORÈME DE STONE-WEIERSTRASS]
SoitH une sous-algèbre deC(X,R) séparante et unitaire. AlorsH est dense dansC(X,R).

Application : théorème de WEIERSTRASS (dans le cas où l’on est sur R, la limite est nécessaire-
ment un polynôme), base de FOURIER des fonctions 2π-périodiques
Application : une fonction continue f telle que

∫ b
a
f(x)xndx = 0 pour tout n est nulle

II. Espaces de LEBESGUE [BP15, Ch9, p157–194] [Bre99, ChIV, p54]

Soit (E,A, µ) un espace mesuré. Soit K = R ou C. Soit Ω un ouvert de Rd, muni de sa tribu
borélienne et de la restriction à Ω de la mesure de LEBESGUE, dont on suppose la construction
connue. Soit p ∈ [1,+∞] et q son exposant conjugué ( 1

p + 1
q = 1).

II. A. Construction

DÉfiNITION 2. [APPLICATION ‖.‖p, ESPACELp]

Pour f : E −→ K mesurable, on définit ‖f‖p =
(∫
E
|f |p dµ

) 1
p lorsque p est fini, et ‖f‖∞ =

inf {M > 0 | |f | ≤M µ-p.p.}. On définit l’espace vectoriel :

Lp(E,A, µ) = {f : E −→ K mesurable | ‖f‖p < +∞}

THÉORÈME 3. [INÉGALITÉ DE HÖLDER]
Pour toutes fonctions f, g : E −→ K mesurables, on a ‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

COROLLAIRE 4. [INÉGALITÉ DE MINKOWSKI]
Pour toutes fonctions f, g : E −→ K mesurables, on a ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

DÉfiNITION 5. On note Lp(E,A, µ) = Lp(E,A, µ)/{‖.‖p = 0} (ou Lp(E), ou Lp) l’en-
semble des fonctions deLp(E,A, µ) quotienté par la relation d’égalité µ-p.p.. L’application
‖.‖p passe au quotient et définit ainsi une application surLp(E,A, µ) notée également‖.‖p.

COROLLAIRE 6. ‖.‖p est une norme et l’espace (Lp(E), ‖.‖p) est un espace vectoriel normé.

APPLICATION 7. [INCLUSION ENTRE ESPACESLp] Soient p, p′ ∈ [1,+∞].
• lorsque µ(E) < +∞, on a p < p′ =⇒ Lp

′ ⊂ Lp,
• contre-exemple dans le cas où µ(E) = +∞ : f : x −→ (1 + x)−11R∗+(x) ∈ L2 \ L1.
• on a p′ < p =⇒ `p

′ ⊂ `p.
Dans le cas général il n’y a pas d’inclusion (contre-exemple).

II. B. Propriétés des espaces Lp

THÉORÈME 8. [THÉORÈME DE RIESZ-FICHER]
L’espace (Lp(E,A, µ), ‖.‖p) est un espace de BANACH.

COROLLAIRE 9. Toute suite convergente dans Lp admet une sous-suite qui converge µ-
p.p..

EXEMPLE 10. Contre-exemple de non-convergence de la suite µ-p.p. : les bosses roulantes.
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THÉORÈME 11. Lorsque p <∞ :
(i) l’ensemble des fonctions en escalier à support compact est dense dansLp,

(ii) l’ensemble des fonctions continues à support compact est dense dansLp,
(iii) Lp est séparable.

APPLICATION 12. Uniforme continuité de l’opérateur par translation : pour tout f ∈ Lp, a 7−→
τaf est uniformément continue sur R.

II. C. Approximation de l’unité et régularisation par convolution
[BP15, Ch14, p291–314] [QZ13, ChIX.III, p318]

On se place surE = Rd où d est un entier quelconque.

DÉfiNITION 13. On appelle convolution de f et g la fonction f ? g : x 7−→
∫
Rd f(y)g(x −

y)dy, lorsque celle-ci est bien définie.

DÉfiNITION 14. [APPROXIMATION DE L’UNITÉ ET SUITE RÉGULARISANTE]
Une suite (αn)n≥1 de fonctions positives deL1 est une approximation de l’unité si :
• pour tout n ∈ N, on a

∫
Rd αndλd = 1,

• pour tout ε > 0, on a limn→+∞
∫
{x≥ε} αndλd = 0.

Si de plus les (αn)n≥1 sont de classe C∞c , alors on dit que c’est une suite régularisante.

EXEMPLE 15. [EXISTENCE D’UNE SUITE RÉGULARISANTE]
On considère φ : x 7−→ exp( 1

‖x‖2−1 )1]0,1](‖x‖) puis α : x 7−→ φ(x)∫
Rd
φdλd

.

Alors la suite αn : x 7−→ ndα(nx) est une suite régularisante.

THÉORÈME 16.
(i) Si f ∈ L1 et g ∈ Lp, alors f ? g existe µ-p.p. et ‖f ? g‖p ≤ ‖f‖1 ‖g‖p.

(ii) Si p < +∞, soient f ∈ Lp et (αn)n∈N une approximation de l’unité. Alors f ∗
αn

Lp−→
n→+∞

f .

APPLICATION 17. [CONSTRUCTION DE FONCTIONS PLATEAUX]
Soit K un compact de Rd et Ω un ouvert contenant K. Alors il existe θ ∈ C∞(Rd) telle que
θ = 1 surK, θ = 0 sur Rd \ Ω et 0 ≤ θ ≤ 1.

THÉORÈME 18. C∞c (Rd) est dense dansLp pour 1 ≤ p < +∞.

III. Fonctions holomorphes [Tau06]

SoitU un ouvert de C

Fonction holomorphe, stabilité, exemple, une série entière est holomorphe C∞
Formule de CAUCHY, contre-exemple avec le lemme de l’indice
Fonction holomorphe si et seulement si analytique, principe du maximum, théorème des zéros
isolés
Limite d’une suite uniforme de fonctions holomorphes

QUESTIONS
Q SoitK un compact. Montrer que (C(K,R), ‖.‖∞) est séparable.
R Il s’agit du théorème de STONE-WEIERSTRASS ! Si K est un compact de R, les polynômes

sont en e�et denses dans (C(K,R), ‖.‖∞).

Sinon, K est séparable, considérons (Un)n une base dénombrable d’ouverts et soit fn :
x 7−→ d(x, U c

n). On pose alors X = {P ((fn)n) | P ∈ Q[(Xn)n]} qui est un ensemble dé-
nombrable et dense par le théorème de STONE-WEIERSTRASS.
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202 EXEMPLES DE PARTIES DENSES ET APPLICATIONS.

Soit (E, d) un espace métrique,A une partie deE
Adhérence deA, définition deA dense

I. En dimension finie
I. A. Densité sur R [Gou08, §1.1, p10] [FGN07, §1.13, p29]

A est dense si et seulement siA∩]a, b[ 6= ∅ pour tout a < b
Exemples de Q et R \Q, application : le seul morphisme d’anneaux de R dans R est l’identité
Un sous-groupe de R est soit dense soit de la forme aZ
aZ + bZest dense si et seulement si a et b sont commensurables, (einθ)n est dense dans U
si et seulement si θ /∈ 2πQ
Densité dans C, dans Rn

I. B. Densité dans les espaces de matrices
[BMP05, §4.3.3/4.6, p179/217] [MM16, §VII.3, p76]

Densité de GLn(K), application : χAB = χBA, di�érentielle du déterminant
Densité des matrices diagonalisables dans les trigonalisables, donc dansMn(C) en particulier
Application au théorème de CAYLEY-HAMILTON, non continuité du polynôme minimal, de la dé-
composition de DUNFORD

II. Densités dans les fonctions continues sur un compact

II. A. Généralités [HL09, Ch1, p26–30]

Soit (X, d) un compact non vide. Espace des fonctions continues sur un compact, muni de la
norme uniforme

THÉORÈME 1. [THÉORÈME DE STONE-WEIERSTRASS]
SoitH une sous-algèbre deC(X,R) séparante et unitaire. AlorsH est dense dansC(X,R).

Application : théorème de WEIERSTRASS (dans le cas où l’on est sur R, la limite est nécessaire-
ment un polynôme), polynôme de BERNSTEIN, densité des fonctions lipschitziennes
Application : une fonction continue f telle que

∫ b
a
f(x)xndx = 0 pour tout n est nulle

II. B. Fonctions périodiques
[Gou08, Ch4.5, p256–270] [QZ13, ChIV, p68–135] [BMP05, §3.3.3/3.3.4, p127]

Densité des polynômes trigonométriques dans les fonctions 2π-périodiques continues→ base
de FOURIER des fonctions 2π-périodiques
On note T = R/2πZ, en = ein. pour n ∈ Z. On définit lorsque cela a un sens 〈f | g〉 =
1

2π
∫ 2π

0 f(t)g(t)dt et ‖f‖1 =
√
〈f | f〉.

DÉfiNITION 2. [COEFfiCIENT DE FOURIER]
Pour f ∈ L1(T), on définit cn(f) = 1

2π
∫ π
−π f(t) e−int dt = 〈f | en〉 le n-ième coe�icient de

FOURIER de f , où n ∈ Z.

DÉfiNITION 3. [SOMME PARTIELLES DE FOURIER, DE FEJÉR]
On appelle somme partielle de FOURIER d’ordre N ∈ N la quantité SN (f) =∑N
n=−N cn(f)en.

On appelle somme partielle de FEJÉR d’ordreN ∈ N la quantité σN (f) = 1
N

∑N−1
n=0 SN (f).

DÉfiNITION 4. [NOYAUX DE DIRICHLET, DE FEJÉR]
On appelle noyau de DIRICHLET à l’ordreN ∈ N la fonctionDN =

∑N
n=−N en.

On appelle noyau de FEJÉR à l’ordre N ∈ N la fonction KN = 1
N

∑N−1
n=0 Dn =∑N

n=−N (1− |n| /N)en.

THÉORÈME 5. [THÉORÈME DE FEJÉR]
Soit f ∈ C(T). Alors ‖σN (f)‖∞ ≤ ‖f‖∞ pour toutN ≥ 1 et σN (f) = f ∗KN

u−→
N→+∞

f .

REMARQUE 6. On peut retrouver le théorème deWEIERSTRASS à partir de ce résultat.

APPLICATION 7. F : C(T) −→ c0(Z), f 7−→ (cn(f))n∈Z est injective.

THÉORÈME 8. (en)n∈Z est une base hilbertienne deL2(T). En particulier, pour f ∈ L2(T) :

f =
∑
n∈Z cn(f)en et ‖f‖2L2 =

∑
n∈Z |cn(f)|2

APPLICATION 9. [CALCULS DE SÉRIES]
On peut reprendre l’Exemple 41 pour calculer les normes des applications dans L2 : pour a ∈
J0, 2πK :

∑
n∈N∗

sin(na)
n = π−a

2 (première fonction) et
∑
n∈N∗

1
n4 = π4

90 (deuxième fonction).
On peut aussi calculer classiquement

∑
n∈N∗

1
n2 = π2

6 et
∑
n∈N∗

1
(2n−1)2 = π2

8 .

THÉORÈME 10. Si f ∈ C(T) ∩ C1
pm(T), alors (SN (f))N∈N converge normalement vers f .

EXEMPLE 11. Contre-exemple sans l’hypothèse C1
pm : il existe une fonction f ∈ C(T) telle que

(SN (f)(0))N∈N ne converge pas (c’est un corollaire du théorème de BANACH-STEINHAUS).
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Agrégation – Leçons 202 – Exemples de parties denses et applications.

III. Espaces Lp [BP15, Ch9, p157–194] [Bre99, ChIV, p54] [QZ13, ChIX.III, p318]

Soit (E,A, µ) un espace mesuré. Soit K = R ou C. On se place sur Rd muni de la mesure
de LEBESGUE, dont on suppose la construction connue. Soit p ∈ [1,+∞] et q son exposant
conjugué ( 1

p + 1
q = 1).

On suppose connue la construction des espacesLp, des normes‖.‖p, la complétude deLp pour
p < +∞.

THÉORÈME 12. Lorsque p <∞ :
(i) l’ensemble des fonctions en escalier à support compact est dense dansLp,

(ii) l’ensemble des fonctions continues à support compact est dense dansLp,
(iii) Lp est séparable.

APPLICATION 13. Uniforme continuité de l’opérateur par translation : pour tout f ∈ Lp, a 7−→
τaf est uniformément continue sur R.

DÉfiNITION 14. On appelle convolution de f et g la fonction f ? g : x 7−→
∫
Rd f(y)g(x −

y)dy, lorsque celle-ci est bien définie.

DÉfiNITION 15. [APPROXIMATION DE L’UNITÉ ET SUITE RÉGULARISANTE]
Une suite (αn)n≥1 de fonctions positives deL1 est une approximation de l’unité si :
• pour tout n ∈ N, on a

∫
Rd αndλd = 1,

• pour tout ε > 0, on a limn→+∞
∫
{x≥ε} αndλd = 0.

Si de plus les (αn)n≥1 sont de classe C∞c , alors on dit que c’est une suite régularisante.

EXEMPLE 16. [EXISTENCE D’UNE SUITE RÉGULARISANTE]
On considère φ : x 7−→ exp( 1

‖x‖2−1 )1]0,1](‖x‖) puis α : x 7−→ φ(x)∫
Rd
φdλd

.

Alors la suite αn : x 7−→ ndα(nx) est une suite régularisante.

THÉORÈME 17.
(i) Si f ∈ L1 et g ∈ Lp, alors f ? g existe µ-p.p. et ‖f ? g‖p ≤ ‖f‖1 ‖g‖p.

(ii) Si p < +∞, soient f ∈ Lp et (αn)n∈N une approximation de l’unité. Alors f ∗
αn

Lp−→
n→+∞

f .

APPLICATION 18. [CONSTRUCTION DE FONCTIONS PLATEAUX]
Soit K un compact de Rd et Ω un ouvert contenant K. Alors il existe θ ∈ C∞(Rd) telle que
θ = 1 surK, θ = 0 sur Rd \ Ω et 0 ≤ θ ≤ 1.

THÉORÈME 19. C∞c (Rd) est dense dansLp pour 1 ≤ p < +∞.

IV. Densité dans les espaces de HILBERT
[BMP05, §3.1.5, p110] [Dem96, §II.5, p51]

SoitH un espace de HILBERT.
Critères de densité dans un espace de HILBERT. Théorème d’existence d’une base hilbertienne
Formules de PARSEVAL, exemple
Cas deL2 : c’est un espace de HILBERT avec le produit scalair associé ...
Soit I un intervalle de R.

DÉfiNITION 20. Soit ρ : I −→ R une fonction mesurable, strictement positive et telle que
pour tout n ∈ N,

∫
I
|x|n ρ(x)dx < +∞. On dit alors que ρ est une fonction de poids.

DÉfiNITION 21. On définitL2(I, ρ) =
{
f : I −→ C mesurable |

∫
I
|f(x)|2 ρ(x)dx < +∞

}
.

PROPOSITION 22. L2(I, ρ) est un espace de HILBERT pour le produit du scalaire 〈f | g〉ρ =∫
I
f(x)g(x)ρ(x)dx.

PROPOSITION 23. Il existe une unique famille (Pn)n∈ N de polynômes unitaires deux à deux
orthogonaux pour 〈. | .〉ρ et tels que deg(Pn) = n pour tout n.

EXEMPLE 24. Voir les dessins en annexe :
• Pour I = R et ρ : x 7−→ e−x2 , les (Pn)n∈ N sont les polynômes de HERMITE,
• Pour I = [−1, 1] et ρ : x 7−→ 1, les (Pn)n∈ N sont les polynômes de LEGENDRE.

THÉORÈME 25. [BASE HILBERTIENNE DE POLYNÔMES ORTHOGONAUX]
Soitρune fonction de poids. S’il existeα > 0 tel que

∫
I

eα|x| ρ(x)dx < +∞, alors la famille
(Pn)n∈N est une base hilbertienne deL2(I, ρ).

EXEMPLE 26. Sans l’hypothèse on a le contre-exemple suivant : soit la fonction de poids
w : x 7−→ x− ln(x) sur I = R+. Alors (Pn)n∈N ne forme pas une base deL2(I, w).

APPLICATION 27. Si I est borné, on a donc nécessairement une base hilbertienne.
La famille (Pn exp(−.2/2))n, pour (Pn)n∈ N les polynômes de HERMITE, est une base hilber-
tienne deL2(R).
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Agrégation – Leçons 202 – Exemples de parties denses et applications.

QUESTIONS
Q Soit f ∈ C0(R,R) telle que f|Q = 0. Montrer que f = 0.
Q SoitH un hyperplan d’un espace vectoriel normé. Que dire de ses propriétés topologiques?
R SoitH est dense, soitH est fermé. En e�et,H ⊂ H ⊂ E, donc soitH = H , soitH = E.
Q Donner des exemples d’hyperplans denses/fermés.
R Soit ϕ1 : f 7−→

∫
f et ϕ2 : f 7−→ f(0) sur (C([0, 1],R), ‖.‖1). ϕ1 est continue tandis que

ϕ2 ne l’est pas. Leur noyau respectif est donc fermé et dense.
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203 UTILISATION DE LA NOTION DE COMPACITÉ.

Soit (X, d) un espace métrique (donc séparé).

I. Caractérisations de la compacité, premières utilisations
[Gou08, §1.3, p27]

I. A. Propriété de BOREL-LEBESGUE
Définition par la propriété deBOREL-LEBESGUE, exemples d’un espace fini, contre exemple deR,
caractérisation par les fermés, fermés dans un compact, intersection (union finie) de compacts,
théorème de TYCHONOV, théorème des fermés emboités,
Premier théorème de DINI. Contre-exemple si la fonction limite n’est pas continue : x 7−→ xn.
Remarque : un espace compact est par définition séparé! à ne pas oublier dans la définition

I. B. Théorème de BOLZANO-WEIERSTRASS et conséquences
[Gou08, §1.4, p46] [FGN07, §2.19, p86]

X est compact si et seulement si il satisfait la propriété de BOLZANO-WEIERSTRASS.
X est précompact et complet si et seulement siX compact. Exemples des compacts d’un es-
pace de dimension finie.X compact implique (C(X,R), ‖.‖∞) complet.
Procédé d’extraction diagonale

PROPOSITION 1. Soit (E, d) un espace métrique compact et (un)n∈N ∈ EN telle que
d(un, un+1) −→n→+∞ 0.
Alors l’ensemble Γ des valeurs d’adhérence de (un)n∈N ∈ EN est connexe.

APPLICATION 2. [LEMME DE LA GRENOUILLE]
Soit f : [0, 1] −→ [0, 1] une fonction continue et (xn)n∈N ∈ [0, 1]N définie par x0 ∈ [0, 1] et
xn+1 = f(xn) pour n ∈ N.
Alors (xn)n∈N converge si et seulement si limn→+∞ xn+1 − xn = 0.

II. Fonctions continues sur un compact
II. A. Extrema [Gou08, §2.1, p71]

L’image d’un compact par une application continue est un compact. Pas forcément l’image ré-
ciproque. Une application continue définie sur un compact et à valeurs dans R est bornée et
atteint ses bornes.
Si f est coercive continue et minorée alors elle admet un minimum qui est atteint.
La distance à un compact est atteinte.
Théorème de ROLLE, inégalité des accroissements finis

Équivalence des normes en dimension finie, application à la continuité des applications li-
néaires

II. B. Théorème de HEINE [Gou08, §1.3, p31]

Théorème deHEINE. Exemples : fonctions continues périodiques, ou continues avec une limite
finie en±∞, deuxième théorème de DINI

II. C. Théorème de point fixe [Gou08, §1, p21/32]

Point fixe dans un compact, exemple de cos.
Application : si X est compact, f : X −→ X est telle que d(f(a), f(b)) ≥ d(a, b) pour tout
a, b ∈ X , alors f est une isométrie bijective surX . [FGN14, §2.3, p68]
Application : si K est compact convexe et f est 1-lipschitzienne, alors f admet au moins un
point fixe.
Théorèmes du point fixe de BROUWER, de SCHAUDER

II. D. Théorème de STONE-WEIERSTRASS [HL09, Ch1, p26]

Soit (X, d) un compact non vide.

THÉORÈME 3. [THÉORÈME DE STONE-WEIERSTRASS]
SoitH une sous-algèbre deC(X,R) séparante et unitaire. AlorsH est dense dansC(X,R).

Application : théorème de WEIERSTRASS (dans le cas où l’on est sur R, la limite est nécessaire-
ment un polynôme), base de FOURIER des fonctions 2π-périodiques

III. Compacité en dimension finie

III. A. Espaces vectoriels normés [HL09, Ch2, p43] [FG97, §2.32, p77–78]

Théorème de RIESZ
En dimension infinie : la boule unité de (C([0, 1]), ‖.‖∞) n’est pas compacte : fn : x 7−→ xn

converge vers une fonction non continue!

PROPOSITION 4. Soit K un espace métrique compact. Les morphismes d’anneaux de
C(K,R) dans R sont les morphismes d’évaluation (evt : f 7−→ f(t))t∈K .

III. B. Le théorème d’ARZELA-ASCOLI [HL09, Ch1, p37]

Soit X un compact. Définition de l’(uniforme) équicontinuité d’une partie de C(X), exemple
des fonctions lipschitziennes
Théorème d’ASCOLI, application aux opérateurs à noyaux→ opérateurs compacts
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Agrégation – Leçons 203 – Utilisation de la notion de compacité.

QUESTIONS
Q Peut-on trouver une fonction continue de R dans R non limite uniforme de polynômes?
R Oui, toute fonction continue qui n’est pas un polynôme!
Q Soit f : [a, b] −→ R continue telle que

∫ b
a
f(t)tndt = 0 pour toutn ∈ N. Montrer que f = 0.

R On approxime f uniformément par une suite (Pn)n de polynômes. On a pour tout n,∫ b
a
f(t)Pn(t)dt = 0, et donc

∫ b
a
f(t)2dt = limn→+∞

∫ b
a
f(t)Pn(t)dt = 0.

Q Soient X,Y métriques compacts. Montrer que toute f ∈ C(X × Y,R) est limite uniforme
de combinaisons linéaires de fonctions produits.

Q Montrer sans le théorème de RIESZ que la boule unité des polynômes n’est pas compacte.
R Considérons la norme infinie sur [0, 1] et la famille (Xn)n∈N. Si la boule unité était com-

pacte, il existerait une sous-suite ϕ et un polynôme P tel queXϕ(n) −→
n→+∞

P , et alors on
aurait P (1) = 1 et P ([0, 1[) = 0 ce qui est impossible par continuité d’un polynôme.

Q Soit (Xn)n∈N une suite décroissante de compacts non vides. Montrer que∩n∈NXn 6= ∅.
R Prenons xn ∈ Xn pour tout n. Alors (xn)n∈N ∈ XN

0 donc xn converge vers un x quitte à
extraire. Comme (xn)n≥k ∈ XN

k , on a que x ∈ Xk pour tout k, et donc x ∈ ∩n∈NXn.
Q Soit E un espace vectoriel normé. Montrer que B(0, 1) est compacte

si et seulement si S(0, 1) l’est.
R Si B(0, 1) est compacte, S(0, 1) l’est. Réciproquement, si S(0, 1) est compacte, soit (xn)n

une suite deB(0, 1). Si elle ne converge pas vers 0, supposons qu’aucun des termes n’est nul
quitte à extraire. Alors xn

‖xn‖ ∈ S(0, 1) converge quitte à extraire, et ‖xn‖ ∈ [0, 1] converge
quitte à extraire, donc finalement (xn)n converge.

Q On(R) =
{
M |M>M = Idn

}
est-il compact?

R Il est fermé carOn(R) = f−1({Idn}) où f(M) = M>M est continue. Il est bien sûr borné.
Q SoitA un compact deMn(R). S =

{
P−1MP |M ∈ A,P ∈ GLn(R)

}
est-il compact?

R Non, si on prend pour A un singleton, sa classe de similitude est bornée
si et seulement si c’est une homothétie!
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204 CONNEXITÉ. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

SoientE et F des espaces topologiques.

I. Espaces et parties connexes [Gou08, §1.4, p38]

I. A. Notion de connexité
Espace connexe, caractérisation par les parties ouvertes et fermées deE, exemples de R, d’un
intervalle, contre-exemple d’un segment privé d’un point
Parties connexes, contre-exemple de Q, R \Q
Image d’un connexe par une application continue
Image d’une partie connexe par une application continue à valeurs dans {0, 1}
Application aux intervalles de R, R n’est pas homéomorphe à R2

I. B. Propriétés topologiques [Gou08, §1.4, p46] [FGN07, §2.19, p86]

Suites dans un compact et connexité :

PROPOSITION 1. Soit (E, d) un espace métrique compact et (un)n∈N ∈ EN telle que
d(un, un+1) −→n→+∞ 0.
Alors l’ensemble Γ des valeurs d’adhérence de (un)n∈N ∈ EN est connexe.

APPLICATION 2. [LEMME DE LA GRENOUILLE]
Soit f : [0, 1] −→ [0, 1] une fonction continue et (xn)n∈N ∈ [0, 1]N définie par x0 ∈ [0, 1] et
xn+1 = f(xn) pour n ∈ N.
Alors (xn)n∈N converge si et seulement si limn→+∞ xn+1 − xn = 0.

SiA ⊂ B ⊂ A avecA connexe, alorsB est connexe
L’adhérence d’une partie connexe est connexe
Une union de connexes d’intersection non vide est connexe
Pour l’intersection, c’est faux→ contre-exemple sur R2

Produit de connexes

I. C. Composantes connexes
Composante connexe, exemples, décomposition de E en composantes connexes→ dès que
l’on a une décomposition en fermés/ouverts connexes disjoints

I. D. Connexité par arcs
Connexité par arcs, qui implique la connexité
La réciproque est fausse en général, contre-exemples classiques
Segment, connexité par lignes brisées

Un convexe est connexe par arcs
Si Ω est ouvert, on a équivalence entre Ω connexe et Ω connexe par lignes brisées

II. Applications en analyse

II. A. Fonctions à valeurs réelles [Gou08, §1.4, p38] [FGN07, §4.28, p253]

Soit I un intervalle réel.
Théorème des valeurs intermédiaires, théorème de DARBOUX

THÉORÈME 3. [THÉORÈME DE SARD]
Soit f : R −→ R une fonction de classe C1 etC l’ensemble des zéros de f ′.
Alors f(C) est de mesure nulle.

SiU ⊂ E connexe est tel que df(a) = 0 pour tout a ∈ U , alors f est constante surU
Connexité d’une boule en toute dimension finie
Théorème de CAUCHY-LIPSCHITZ : unicité de la solution maximale

II. B. Analyse complexe [Tau06, Ch6/7, p67/84] [Rud98, Ch10, p241]

Lemme : un ouvert de C est connexe si et seulement si il est connexe par arcs
Arcs, chemins, intégrales le long d’un chemin, exemples de z 7−→ z, z 7−→ z, z 7−→ z−1

f continue admet une primitive sur Ω si et seulement si pour tout chemin fermé,
∫
γ
f(z)dz = 0

Formule de CAUCHY 1 sur un connexe :
∫
γ
f(z)dz = 0

Lemme de l’indice, fonction constante sur chaque composantes connexe, exemple (en annexe)
Formule de CAUCHY 2, exemples

COROLLAIRE 4. Une fonction holomorphe est analytique. Plus précisément si D(z0, R) ⊂ U
et f est holomorphe surU alors f est développable en série entière sur D(z0, R) et on a pour
tout chemin γ d’indice 1 en z0 :

∀n ∈ N,
f (n)(z0)
n! = 1

2iπ

∫
γ

f(s)
(s− z0)n+1 ds

En particulier f est C∞
Chemins homotopes, espaces simplement connexes, l’intégrale sur deux chemins homotopes
d’une fonction holomorphe entre les deux chemins est la même.
f holomorphe est constante ssi f est nulle sur un voisinage d’un point ssi fn(z) = 0 pour tout
n pour un z ∈ Ω
Principe du maximum, application au théorème de D’ALEMBERT-GAUSS, principe des zéros iso-
lés, prolongement holomorphe, application à la fonction Γ, aux polynômes orthogonaux
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Théorème des résidus, exemples d’intégrales

III. Connexité des espaces de matrices
[Rom17, §21.8/23.2, p682/748] [CG13]

Connexité par arcs donc connexité de GLn(C), mais pas de GLn(R) qui a deux composantes
connexes, tout commeOn(R)
Connexité de la sphère
Application : isomorphisme des quaternions
Connexité de Sn(R), de S+

n (R), de S++
n (R)

PourA ∈ Mn(C), exp(CA) est connexe par arcs

ANNEXE
Dessins de composantes connexes, d’ensemble connexes ou non ...
Ensembles connexes non connexes par arcs.

QUESTIONS
Q Soit E un espace vectoriel normé de dimension supérieure ou égale à 2. SE =
{x ∈ E | ‖x‖ = 1} est-il connexe?

R Soient x, y ∈ SE . Regardons le chemin t 7−→ ty+(1−t)x
‖ty+(1−t)x‖ lorsque le segment [x, y] ne

contient par 0. C’est bien un chemin reliant les deux points dansSE . Six = −y alors puisque
dim(E) ≥ 2 on peut prendre z ∈ SE tel que z et x sont libres, et alors on relie par ce qui
précède x à z puis z à y.

Q Soit E un espace vectoriel normé. A ⊂ E vérifie la propriété du point fixe si toute fonc-
tion continue de A dans A admet un point fixe. Étudier le lien entre cette propriété et la
connexité.

R La connexité n’implique pas la propriété. Cependant si la propriété est vraie, l’ensemble est
connexe. Raisonnons par contraposée.
SiAn’est pas connexe, écrivonsA = O1∪O2 avecO1∩O2 = ∅. Posonsf(O1) = a2 ∈ O2 et
f(O2) = a1 ∈ O1 : f est continue et n’a pas de point fixe. DoncA ne vérifie pas la propriété.
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(X, d) désigne un espace métrique non vide.

I. Généralités sur la complétude [Gou08, §1.2, p19–27]

I. A. Suites de CAUCHY

DÉfiNITION 1. [SUITE DE CAUCHY]
(xn)n∈N ∈ XN est dite de CAUCHY si ∀ε > 0,∃n0 ∈ N | ∀p, q ≥ n0, d(xp, xq) ≤ ε.

PROPOSITION 2.
• Toute suite convergente est de CAUCHY.
• Une suite de CAUCHY est bornée et supp,q d(up, uq) < +∞.
• Une suite de CAUCHY admettant une valeur d’adhérence ` converge vers `.

DÉfiNITION 3. [ESPACE COMPLET, ESPACE DE BANACH]
X est dit complet si toute suite de CAUCHY deX est convergente.

EXEMPLE 4. (R, |.|) est complet. Q n’est pas complet : considérer par exemple un =
∑n
k=0

1
k!

ou u0 > 0 et un+1 = un+ 2
un

2 . [Hau07, §16.7, p312]

I. B. Premières propriétés

THÉORÈME 5. [COMPLÉTÉ D’UN ESPACE MÉTRIQUE]
Il existe un espace métrique complet (X̂, d̂) et une isométrie i : (X, d) −→ (X̂, d̂) d’image
dense. De plus, si (X̂ ′, d̂′) et i′ convient également, alors il existe une isométrie bijective ϕ :
X̂ −→ X̂ ′ telle que φ ◦ i = i′.

EXEMPLE 6.
• Q̂ = R pour la distance usuelle (on construit en fait R comme étant le complété de Q),
• P̂ = C([0, 1]) pour la norme uniforme, où P est l’ensemble des fonctions polynomiales

sur [0, 1] [THÉORÈME DE WEIERSTRASS].

PROPOSITION 7. Si (X, d) est complet etA ⊂ X , alors (A, d) est complet si et seulement siA
est fermé dansX .

PROPOSITION 8. Si ((Xi, di))1≤i≤n sont des espaces métriques, alors
∏n
i=1Xi est complet

pour la distance produit si et seulement si tous les ((Xi, di))1≤i≤n sont complets.
En particulier, un espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

THÉORÈME 9. [THÉORÈME DES FERMÉS EMBOÎTÉS]
SiX est complet, alors pour toute suite (Fn)n∈N décroissante de fermés non vides deX dont
le diamètre tend vers 0, ∩n∈NFn est un singleton.

EXEMPLE 10. (R, d) où d(x, y) = |arctan(x)− arctan(y)| n’est pas complet.

PROPOSITION 11. Un métrique est compact si et seulement si il est précompact est complet.

II. Exemples d’espaces vectoriels normés complets

II. A. Espaces de BANACH, exemple des applications linéaires continues
[Gou08, §1.5, p47]

DÉfiNITION 12. [ESPACE DE BANACH]
Un espace vectoriel normé complet est un espace de BANACH.

PROPOSITION 13. (E, ‖.‖) est un espaceBANACH si et seulement si toute série à termes dans
E absolument convergente est convergente.

Soit (E, ‖.‖) un espace de BANACH.
EXEMPLE 14. (B(X,E), ‖.‖∞) et (Cb(X,E), ‖.‖∞) sont des espaces de BANACH, et donc
(C(K,E), ‖.‖∞) pourK compact aussi.

PROPOSITION 15. Si F est un espace de BANACH, L(E,F ) est complet pour |||f ||| =
sup‖x‖E≤1 ‖f(x)‖F . Ainsi, le dual topologique d’un e.v.n. est toujours complet.

APPLICATION 16. Si u ∈ L(E) est tel que ‖u‖ ≤ 1, alors (Id−u) ∈ GL(E) et son inverse est∑
n≥0 u

n. On en déduit que GL(E) est un ouvert deL(E).

II. B. Espaces Lp [BP15, Ch9, p157–194] [Bre99, ChIV, p54]

Soit (E,A, µ) un espace mesuré. Soit K = R ou C.

DÉfiNITION 17. [APPLICATION ‖.‖p, ESPACELp]
Pourf : E −→ Kmesurable, on définit‖f‖p = (

∫
E
|f |p dµ)1/p lorsquepest fini, et‖f‖∞ =

inf {M > 0 | |f | ≤M µ-p.p.}. On définit l’espace vectoriel :

Lp(E,A, µ) = {f : E −→ K mesurable | ‖f‖p < +∞}
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THÉORÈME 18. [INÉGALITÉ DE HÖLDER]
Pour toutes fonctions f, g : E −→ K mesurables, on a ‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

COROLLAIRE 19. [INÉGALITÉ DE MINKOWSKI]
Pour toutes fonctions f, g : E −→ K mesurables, on a ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

DÉfiNITION 20. [ESPACELp]
On noteLp(E,A, µ) = Lp(E,A, µ)/{‖.‖p = 0} (ouLp(E), ouLp) l’ensemble des fonctions
deLp(E,A, µ) quotienté par la relation d’égalitéµ-p.p.. L’application‖.‖p passe au quotient
et définit ainsi une application surLp(E,A, µ) notée également ‖.‖p par abus.

COROLLAIRE 21. ‖.‖p est une norme et l’espace (Lp(E), ‖.‖p) est un espace vectoriel normé.

EXEMPLE 22. [ESPACE `p]
Cas oùE = N et µ est la mesure de comptage.
Si p est fini, on note `p l’espaceLp = Lp = {(an)n∈N ∈ KN |

∑+∞
n=0 |an|

p
< +∞}.

`∞ = L∞ = L∞ est l’espace des suites bornées.

THÉORÈME 23. [THÉORÈME DE RIESZ-FICHER]
L’espace (Lp(E,A, µ), ‖.‖p) est un espace de BANACH.

COROLLAIRE 24. Toute suite convergente deLp admet une sous-suite qui convergeµ-p.p..

Contre-exemple : on n’a pas forcément convergence de la suite p.p. : bosses roulantes.

II. C. Le cas des espaces de HILBERT
[Gou08, An.B, p407–416] [Bre99, Ch5, p79–82] [BMP05, §3.1.2, p95–107]

DÉfiNITION 25. [ESPACE DE HILBERT]
H est un espace préhilbertien si c’est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. C’est
un espace de HILBERT s’il est complet pour la norme issue du produit scalaire.

REMARQUE 26. Toute norme vérifiant l’identité du parallélogramme dérive d’un produit
scalaire et est donc une norme hilbertienne. C’est un critère pratique : (C([a, b],K), ‖.‖∞)
n’est pas un espace de HILBERT par exemple.

EXEMPLE 27.
• Si (Hn)n∈N est une suite d’espaces de HILBERT, alors H = {(xn)n∈N ∈∏

n∈NHn |
∑
n∈N ‖xn‖

2
< +∞} est un espace de HILBERT pour le produit scalaire

〈(xn)n∈N | (yn)n∈N〉H =
∑
n∈N〈xn | yn〉Hn .

• L2(E,A, µ) est un espace de HILBERT pour tout espace mesuré (E,A, µ).

THÉORÈME 28. [PROJECTION SUR UN CONVEXE FERMÉ]
SoitC un convexe fermé d’un espace de HILBERTH . Alors :

∀x ∈ H,∃!p ∈ C | ‖x− p‖ = d(x,C)

De plus, p est l’unique élément deC satisfaisant ∀c ∈ C,<(〈x− p | c− p〉) ≤ 0.

REMARQUE 29. On a en fait juste besoin deC complet etH préhilbertien.

COROLLAIRE 30. Soit F un sous-espace vectoriel fermé deH . AlorsH = F ⊕ F⊥.

EXEMPLE 31. Contre-exemples :
• lorsque F n’est pas fermé : prendre H = `2(N) et F l’ensemble des suites de H nulles à

partir d’un certain rang. F⊥ = {0}maisE 6= F ,
• lorsque H est seulement un espace de BANACH : E = (R2, ‖.‖∞). Les points
{(x, 0) | − 1 ≤ x ≤ 1}minimisent la distance de (0, 1) à Vect((1, 0)).

APPLICATION 32. Existence et unicité de l’espérance conditionnelle d’une variable aléatoire.

APPLICATION 33. Soit T ∈ L(H). Alors il existe un unique opérateurU ∈ L(H) tel que :

∀x, y ∈ H, 〈T (x) | y〉 = 〈x | U(y)〉

THÉORÈME 34. [THÉORÈME DE RIESZ-FRÉCHET]
SoitH un espace de HILBERT. Alors pour toute application φ ∈ H ′, il existe un unique f ∈ H
tel que ∀v ∈ H,φ(v) = 〈f | v〉.
De plus φ 7−→ f est une isométrie (‖f‖H = ‖φ‖H′ ).

III. Utilisation de la complétude
III. A. Prolongement d’applications [Gou08, §1.2, p22–23]

THÉORÈME 35. Soient E et F deux espaces métriques, D une partie dense de E. Si F est
complet alors toute application uniformément continue de D dans F admet un unique pro-
longement continu surE. Ce prolongement est de plus uniformément continu.
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COROLLAIRE 36. SoientE un espace vectoriel normé,D un sous-espace vectoriel dense deE
etF un espace de BANACH. Alors toute application linéaire continue deD dansF a un unique
prolongement linéaire continu surE.

APPLICATION 37. Prolongement de la transformée de FOURIER surL2(Rd,B(Rd),Leb).

III. B. Théorèmes de point fixe [Gou08, §1.2, p21–23]

THÉORÈME 38. [THÉORÈME DE POINT fiXE DE PICARD]
Soit (X, d) un espace métrique complet et φ : X −→ X une application k-contractante pour
un k ∈]0, 1[. Alors φ admet un unique point fixe. De plus, toute suite à valeurs dansX définie
par un+1 = φ(un) converge vers l’unique point fixe de φ.

COROLLAIRE 39. Le résultat reste valable si l’on suppose seulement que l’une des itérées de
φ est contractante.

REMARQUE 40. Contre-exemple lorsqueX n’est pas complet :X =]0, 1] et φ : x 7−→ x/2.
Lorsque l’on a seulement f(φ(x), φ(y)) < d(x, y), le résultat est faux dans le cas général
(φ : x 7−→

√
x2 + 1) mais est vrai siX est compact.

COROLLAIRE 41. Soit Λ un espace métrique et φ : X × Λ −→ X une application continue
et uniformément contractante par rapport à Λ, c’est-à-dire il existe k ∈]0, 1[ tel que pour tout
λ ∈ Λ, φ(., λ) est k-contractante. Alors pour tout λ ∈ Λ, il existe un unique point fixe x(λ) à
φ(., λ) et l’application λ 7−→ x(λ) est continue.

THÉORÈME 42. [THÉORÈME DE CAUCHY-LIPSCHITZ] [Rou99, p167]
Soit ‖.‖ une norme sur Rm, I un intervalle de R et f : I × Rm −→ Rm une application
continue globalement lipschtizienne en la seconde variable (c’est-à-dire pour tout K ⊂ I
compact, ∃k > 0 | ∀t ∈ K,∀y, z ∈ Rm, ‖f(t, y)− f(t, z)‖ ≤ k ‖y − z‖).

Alors pour t0 ∈ I etx ∈ Rm donnés, le problème deCAUCHY
{
y′(t) = f(t, y(t))
y(t0) = x

admet une

unique solution définie sur I .

EXEMPLE 43. SoitA ∈Mm(R). Il existe une unique solution Y ∈ C1(R,Rm) telle que{
Y ′ = AY
Y (t0) = Y0

III. C. Autour du théorème de BAIRE
[Gou08, An.A, p397–406] [Rud98, Ch5, p125] [Bre99, Ch2, p15–21]

THÉORÈME 44. [THÉORÈME DE BAIRE]
Si (Un)n∈N est une suite d’ouverts denses d’un espace completE, alors ∩n∈NUn l’est aussi.

APPLICATION 45. Un espace de BANACH est de dimension finie ou non dénombrable. Par
exemple R[X] n’est complet pour aucune norme.

THÉORÈME 46. [THÉORÈME DE BANACH-STEINHAUS]
SoitE un espace deBANACH etF un espace vectoriel normé. Soit (ui)i∈I une famille d’ap-
plications deLc(E,F ) simplement bornée (c’est-à-dire ∀x ∈ E, supi∈I ‖ui(x)‖ ≤ +∞).
Alors supi∈I |||ui||| < +∞.

APPLICATION 47. Existence d’une fonction continue 2π-périodique telle que sa série de
FOURIER diverge en 0.

APPLICATION 48. SoientE,E1 des espaces deBANACHetE2, F des espaces vectoriels normés.
• Soit f : E −→ F limite simple d’une famille d’applications de Lc(E,F ). Alors f ∈
Lc(E,F ).

• Soit B : E1 × E2 −→ F une application bilinéaire telle que les applications partielles
soient continues. AlorsB ∈ Lc(E1 × E2, F ).

THÉORÈME 49. [THÉORÈME DE L’APPLICATION OUVERTE]
Une application linéaire continue surjective entre espaces de BANACH est ouverte.

COROLLAIRE 50. Une application linéaire continue bijective entre espaces de BANACH est
d’inverse continue.

APPLICATION 51. Si un espace de BANACH est muni de 2 normes dont l’une est plus fine que
l’autre, alors elles sont équivalentes.

COROLLAIRE 52. [THÉORÈME DU GRAPHE FERMÉ]
Une application linéaire T : E −→ F entre deux espaces de BANACH est continue
si et seulement si son graphe ({(x, T (x)) | x ∈ E}) est fermé pour la norme produit.

APPLICATION 53. (admis) Si T etU sont des applications linéaires (pas forcément continues)
de H satisfaisant ∀x, y ∈ H, 〈T (x) | y〉 = 〈x | U(y)〉, alors T et U sont continues (donc
T,U ∈ L(H)).
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SPEECH
Lorsque l’on s’intéresse à des limites de familles d’éléments d’un espace, la question de l’exis-
tence de la limite peut souvent poser problème. Lorsqu’elle existe, la limite peut aussi ne pas
appartenir à l’espace de départ. Les espaces complets sont alors un cadre très pratique car ce
sont des espaces dans lesquels les suites convergentes admettent leur limite dans ces espaces.
Travailler dans ces espaces assure donc de nombreux résultats d’existence dont nous allons
parler dans cette leçon.
De plus, tout espace métrique peut être complété en un espace complet, et donc dans la pra-
tique on peut assez facilement se placer dans ce contexte.

QUESTIONS
Q Montrer que R n’est pas dénombrable en utilisant le théorème des fermés emboités.
Q On veut montrer que le théorème de l’application ouverte n’est plus valable lorsque l’un des

deux espaces n’est pas de BANACH. Considérer id : (`2, ‖.‖2) −→ (`2, ‖.‖∞).
R Cette fonction est bien définie, bijective, et on a que id est continue puisque ‖.‖∞ ≤ ‖.‖2.

Or, si id−1 était continue, on aurait l’existence de C telle que ‖.‖2 ≤ C ‖.‖∞ et en prenant
xn = (δi≤n)i∈N, on aboutit à une contradiction.

Q Montrer qu’il existe f ∈ C([0, 1],R) telle que supn∈N∗{|n
∫ 1

0 f −
∑n
k=1 f(k/n)|} = +∞.

R On pose un : f 7−→
∣∣∣n ∫ 1

0 f −
∑n
k=1 f(k/n)

∣∣∣. Alors un ∈ L(E,R) etE et R sont complets.
An ∈ Nfixé, on peut trouver f d’intégrale 1/2, de norme infinie 1 et nulle en les (k/n)0≤k≤n
(par exemple a�ine par morceaux avec f(2k + 1/2n) = 1).
On a |un(f)| ≤ 2n ‖f‖∞ et on trouve une fonction qui atteint cette borne (1 sur les (k/n)k,
−1 sur les (2k + 1/n)k).
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Définition d’un prolongement d’une fonction définie surA ⊂ E.

I. Prolongement par continuité [Gou08, §1.2, p23]

On considère des espaces métriques.

I. A. Prolongement ponctuel
Continuité d’une fonction continue en un point d’accumulation a implique limx→a f(x) =
f(a). On peut donc prolonger par continuité la fonction si elle n’est pas définie en a lorsque
limx→a f(x) = ` ∈ F .
Exemples de sinc, contre-exemple de sin(1/x) ou d’une fonction indicatrice.

I. B. Prolongement par densité
Deux fonctions continues égales sur une partie dense sont égales, exemple d’une équation
fonctionnelle f(x+ y) = f(x) + f(y)→ f est linéaire
Prolongement par densité d’applications uniformément continues, application à la définition
d’une intégrale de fonctions continues à partir des fonctions en escaliers
Prolongement d’applications linéaires continues définies sur un sous-espace dense.
Application : prolongement de la transformée deFOURIERdéfinie surS(Rd) dense dansL2(Rd).

II. Prolongement di�érentiel

II. A. Prolongement Ck et applications [Gou08, §2.1, p74–77] [Rou99, Ch6,
p328–335]

Prolongement d’une fonction continue de classe C1 sur I \ {a} telle que f ′ −→
x→a

` ∈ R. Alors
f est C1 sur I (et f ′(a) = `).
Exemple de fonction C∞ sur R, nulle sur R−.
Fonctions plateaux, existence de fonction C∞ admettant des limites à gauche fixées des déri-
vées à toute ordre.

II. B. Prolongement des solutions d’EDO [Ber17, Ch1/3]

Équation di�érentielle, solution, prolongement d’une solution, solution globale implique maxi-
male, mais pas la réciproque, exemple de x′ = x2.
Prolongement d’une solution en une solution maximale
Théorème de CAUCHY-LIPSCHITZ
Théorème des bouts
Exemple de LOKTA-VOLTERRA
Si f est bornée : le théorème des bouts implique que la solution maximale est globale!
Lemme de GRÖNWALL, application au théorème des bouts dans le cas d’un problème linéaire

avecA,B fonctions continues

III. Prolongement de fonctions de la variable complexe

III. A. Prolongement de séries entières
[Gou08, §4.4, p236–256] [BMP05, §2.1/2.2, p47–56]

Soit
∑
n≥0 anz

n une série entière de rayon de convergenceR.

DÉfiNITION 1. [RAYON DE CONVERGENCE]
On définit le rayon de convergence de la série entière par le réel R =
sup({r ≥ 0 | (|anrn|)n∈N est bornée}).

EXEMPLE 2. La série entière
∑
n≥0

zn

n! a un rayon de convergence infini.

PROPOSITION 3. [LEMME D’ABEL]
• Si |z| < R, la série

∑
n≥0 anz

n converge absolument,
• La série entière

∑
n≥0 anz

n convergence normalement sur Dr(0) pour tout r < R. En
particulier, la série entière est continue sur DR(O),

EXEMPLE 4. On n’a pas forcément continuité sur DR(0) ! Considérer par exemple∑
n≥0(−1)nzn = 1

1−z sur D1(0), prolongeable en 1 par 1/2 mais dont la série en 1 diverge.

EXEMPLE 5. [DIFFÉRENTS COMPORTEMENTS POSSIBLES SUR LE CERCLE CR(0)]
•
∑
n≥0 z

n diverge en tout point de C1(0),
•
∑
n≥0 z

n/n converge en tout point de C1(0) sauf en 1,
•
∑
n≥0 z

n/n2 converge en tout point de C1(0).

THÉORÈME 6. [THÉORÈME D’ABEL]
Soit f : z 7−→

∑
n≥0 anz

n de rayon de convergence 1. On suppose que
∑
n≥0 an

converge. Alors pour tout α ∈ [0, π/2[, on a

lim
z→1,z∈∆α

f(z) =
∑
n≥0

an où ∆α = {1− ρ eiθ ∈ D(0, 1) | ρ > 0, θ ∈ [−α, α]}

THÉORÈME 7. [THÉORÈME TAUBÉRIEN FAIBLE]
Soit f : z 7−→

∑
n≥0 anz

n de rayon de convergence 1. On suppose que an = o(1/n) et
qu’il existe S ∈ C tel que f(x) −→x→1− S. Alors

∑
n≥0 an converge et

∑
n≥0 an = S.
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III. B. Prolongement des fonctions holomorphes
[Tau06, §Ch7/8, p84/89] [BMP05, §2.7, p82]

Prolongement analytique, exemple de l’identité cos2 + sin2 = 1 étendue à C tout entier, du
prolongement holomorphe de l’exponentielle
Application : base hilbertienne des polynômes orthogonaux
Principe du maximum, cas d’égalité, lemme de SCHWARZ
Types de singularité : dans le cas d’une fausse singularité prolongement par continuité holo-
morphe! Exemple de sinc en 0.
Pole (simple)

PROPOSITION 8. Γ est holomorphe sur {<(z) > 0}.

APPLICATION 9. Γ admet un unique prolongement méromorphe sur C, holomorphe sur
C \ −N.

APPLICATION 10. ∀x ∈ R∗+,Γ(x) = lim
n→+∞

n!nx

x(x+ 1) . . . (x+ n) [FORMULE DE GAUSS]

ANNEXE
Graphe de sinc, d’une fonction plateau, des solutions de y′ = y2, d’une solution maximale ...

SPEECH
L’objectif de cette leçon est de parvenir à prolonger des fonctions définies sur di�érents es-
paces. Par exemple la fonction sinus cardinal nous donne l’idée simple du prolongement par
continuité en 0.
On comprend rapidement qu’il y a plusieurs manières de prolonger une fonction, on s’intéresse
notamment aux propriétés de régularité, et à quelles conditions cela est possible. D’abord on
regarde le prolongement par continuité, en utilisant une notion de densité.
Dans le cadre des équations di�érentielles, la notion de durée de vie des solutions amène au
théorème de CAUCHY-LIPSCHITZ et au théorème des bouts. En analyse complexe, le prolonge-
ment analytique corollaire du théorème des zéros isolés permet d’assurer l’unicité.

COMMENTAIRES
Il faut savoir démontrer le théorème d’holomorphie sous le signe intégral, connaître le théo-
rème de HAHN-BANACH : si ce n’est pas dans le plan, on peut avoir des questions dessus.

QUESTIONS
Q Soit α ∈] − 1, 1[ et ui = (αin)n∈N pour i ∈ N. Montrer que pour tout i ∈ N, ui ∈ `2(N) et

que la famille (ui)i∈N est une famille totale de `2(N).
R On a |(ui)n|2 =

∣∣α2i
∣∣n est convergente puisque |α| < 1. Montrons que la famille est totale.

Soit v ∈ Vect((ui)i)⊥. Regardons la série entière f : z 7−→
∑
n∈N v(n)zn. Son rayon de

convergence est au moins 1, par critère de CAUCHY-SCHWARZ. De plus f s’annule en les αi,
donc est nulle par le théorème des zéros isolés. Donc v = 0.

Q Déterminer les morphismes d’algèbre continues de (C0([0, 1],R), ‖.‖∞) dans (R, |.|).
R Regarder l’image des polynômes puis utiliser le théorème de WEIERSTRASS. On obtient les

morphismes d’évaluation.
Q Existe-t-il f ∈ H(D(0, 1)) (ou f ∈ H(C \ {−i, i})) telle que f|]−1,1[ = arctan?

R Considérer par exemple f : z 7−→
∑
n≥0

z2n+1

2n+1 .

BIBLIOGRAPHIE
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208 ESPACES VECTORIELS NORMÉS, APPLICATIONS LINÉAIRES CONTINUES. EXEMPLES.

Soit K = R ou C. SoitE un K-espace vectoriel.

I. Généralités sur les espaces vectoriels normés[Gou08, §1.5, p47–48]

DÉfiNITION 1. [NORME]
On appelle norme surE une application ‖.‖ : E −→ R+ telle que :
• pour tout x ∈ E, ‖x‖ = 0⇐⇒ x = 0,
• pour tout λ ∈ K et x ∈ E, ‖λ.x‖ = |λ| ‖x‖,
• pour tout x, y ∈ E, ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

LorsqueE est muni d’une norme, on parle d’espace vectoriel normé.

EXEMPLE 2.
1. [SUR Kn] pour p ∈ [1,+∞], ‖(x1, . . . , xn)‖p = (

∑n
i=1 |xi|

p)1/p et ‖(x1, . . . , xn)‖∞ =
max1≤i≤n |xi|.

2. [SUR K[X]] Généralisation à K[X] ' K(N).

3. [SURF([a, b],K)] ‖f‖∞ = sup[a,b] |f | [SUR C([a, b],K)] ‖f‖p =
(∫ b

a
|f(x)|p dx

)1/p
.

On suppose dans la suiteE muni d’une norme ‖.‖E .

PROPOSITION 3. E est métrique pour la distance d : (x, y) 7−→ ‖y − x‖E .

DÉfiNITION 4. [NORMES ÉQUIVALENTES]
SoitN1, N2 deux normes surE. On dit queN1 est plus fine queN2 s’il existeC > 0 tel que
N2 ≤ CN1 surE. On dit queN1 etN2 sont équivalentes si chacune est plus fine que l’autre.

REMARQUE 5. N1 etN2 définissent alors la même topologie, et leurs distances induites sont
équivalentes.

EXEMPLE 6. Sur Kn, la famille {‖.‖p}1≤p≤∞ est une famille de normes équivalentes.

II. Continuité des applications linéaires [Gou08, §1.5, p48–50]

Soient (E, ‖.‖E), (F, ‖.‖F ) et (G, ‖.‖G) des espaces vectoriels normés. On note L(E,F ) les
applications linéaires de E dans F et Lc(E,F ) son sous-ensemble d’applications continues.
On noteL(E × F,G) les applications bilinéaires deE × F dansG.

THÉORÈME 7. Soit f ∈ L(E,F ). Alors on a équivalence :
(i) f est continue surE,

(ii) f est continue en 0,
(iii) f est bornée sur la boule ou la sphère unité deE,
(iv) il existeM > 0 tel que ∀x ∈ E, ‖f(x)‖F ≤M ‖x‖E ,
(v) f est lipschitzienne surE.

EXEMPLE 8. L’application E = C1([a, b],K) −→ F = C0([a, b],K)
f 7−→ f ′

est linéaire.

Si ‖f‖F = ‖f‖∞, elle est continue pour ‖f‖E = ‖f‖∞+ ‖f ′‖∞mais pas pour ‖f‖E = ‖f‖∞.

DÉfiNITION 9. [NORME SUBORDONNÉE]

On définit |||f ||| = sup
x∈E\{0}

‖u(x)‖F
‖x‖E

= sup
‖x‖E≤1

‖u(x)‖F
‖x‖E

= sup
‖x‖E=1

‖u(x)‖F pour f ∈

Lc(E,F ). On l’appelle la norme subordonnée à ‖.‖E et ‖.‖F .

PROPOSITION 10. |||.||| est une norme surLc(E,F ).
De plus, pour f ∈ Lc(E,F ) et g ∈ Lc(F,G), on a |||g ◦ f |||E,G ≤ |||f |||E,F |||g|||F,G.

EXEMPLE 11. PourE = F = Kn, on définit des normes surMn(K) : [AK02, §3.1, p54]
• |||A|||∞ = max1≤i≤n

∑n
j=1 |ai,j | est la norme subordonnée associée à ‖.‖E = ‖.‖∞.

• |||A|||1 = max1≤j≤n
∑n
i=1 |ai,j | est la norme subordonnée associée à ‖.‖E = ‖.‖1.

On a |||Tr||| = n pourE = F = (Mn(K), |||.|||∞).

PROPOSITION 12. Soit f ∈ L2(E × F,G) a. Alors on a équivalence :
• f est continue surE × F ,
• f est continue en (0, 0),
• il existeM > 0 tel que ∀(x, y) ∈ E × F , ‖f(x, y)‖G ≤M ‖x‖E ‖y‖F .

a. ensemble des applicationsE × F −→ G bilinéaires

EXEMPLE 13. Un produit scalaire est une forme bilinéaire continue.
SoitE = (RN, ‖.‖∞). L’application :

E × E −→ E
((xn)n∈N, (yn)n∈N) 7−→ (nxnyn)n∈N

n’est pas continue.
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III. Espaces vectoriels normés de dimension finie
[Gou08, §1.5, p50/56] [Hau07, §17.6-7, p321–322]

Soit (E, ‖.‖) un espace vectoriel normé réel ou complexe de dimension quelconque (on sup-
pose la notion de norme connue).

PROPOSITION 14. La sphère unité de (Rn, ‖.‖∞) est compacte.

THÉORÈME 15. SiE est de dimension finie, alors toutes les normes surE sont équivalentes.

EXEMPLE 16. Contre-exemple en dimension infinie : ‖.‖1 et ‖.‖∞ sur C([0, 1],R).
Contre-exemple sur Q non complet : Q[

√
2],N1(a+ b

√
2) = |a|+ |b| etN2 = |.|.

COROLLAIRE 17. SiE est de dimension finie, les compacts deE sont les fermés bornés.

EXEMPLE 18. C’est faux en dimension infinie : prendre (C0([0, 1]), ‖.‖∞) et considérer (fn =
1[0,1/n]) ∈ B(0, 1)N.

COROLLAIRE 19. SiE est de dimension finie,E est complet.

COROLLAIRE 20. Un sous-espace vectoriel d’un espace de dimension finie est fermé.

COROLLAIRE 21. SiE et de dimension finie, alorsL(E,F ) = Lc(E,F ).

EXEMPLE 22. Contre-exemple en dimension infinie : f 7−→ f(0) sur (C([0, 1],K), ‖.‖1), ou
P 7−→ P ′ sur (K[X], ‖.‖∞).

THÉORÈME 23. [THÉORÈME DE RIESZ]
E est de dimension finie si et seulement si BE(0, 1) est compacte.

IV. Propriétés des espaces de BANACH

IV. A. Généralités [Gou08, §1.5, p52]

DÉfiNITION 24. [ESPACE ET ALGÈBRE DE BANACH]
Un espace de BANACH est un espace vectoriel normé complet. Une algèbre A est une al-
gèbre de BANACH si elle est munie d’une norme sous-multiplicative (c’est-à-dire ∀x, y ∈
A, ‖x.y‖ ≤ ‖x‖ ‖y‖).

EXEMPLE 25.
• Kn etF([a, b],K) sont des espaces de BANACH,
• Si F est un espace de BANACH,Lc(E,F ) est une algèbre de BANACH.
• K[X] n’est complet pour aucune norme (considérer Pn(x) =

∑n
k=0

Xk

‖Xk‖(1+k2) ).

PROPOSITION 26. Un espace vectoriel normé est un espace de BANACH si et seulement si
toute série absolument convergente est convergente.

COROLLAIRE 27. SoitA une algèbre de BANACH.
• Si ‖x‖ ≤ 1,

∑
n∈N x

n est inversible, d’inverse 1− x.
• L’ensemble des inversibles deA est un ouvert.

THÉORÈME 28. [COMPLÉTÉ D’UN ESPACE MÉTRIQUE]
Il existe un espace métrique complet (X̂, d̂) et une isométrie i : (X, d) −→ (X̂, d̂) d’image
dense. De plus, si (X̂ ′, d̂′) et i′ convient également, alors il existe une isométrie bijective ϕ :
X̂ −→ X̂ ′ telle que φ ◦ i = i′.

EXEMPLE 29.
• Q̂ = R pour la distance usuelle (on construit en fait R comme étant le complété de Q),
• P̂ = C([0, 1]) pour la norme uniforme, où P est l’ensemble des fonctions polynomiales

sur [0, 1] [THÉORÈME DE WEIERSTRASS].
• Pour la norme p < +∞ : ̂C([0, 1],K) = Lp([0, 1]), ̂C([0, 1],K) = C([0, 1],K).

IV. B. Théorème de BAIRE et conséquences
[Gou08, An.A, p397–406] [Rud98, Ch5, p125] [Bre99, Ch2, p15–21]

THÉORÈME 30. [THÉORÈME DE BAIRE]
Si (Un)n∈N est une suite d’ouverts denses d’un espace completE, alors ∩n∈NUn l’est aussi.

APPLICATION 31. Un espace de BANACH est de dimension finie ou non dénombrable.

THÉORÈME 32. [THÉORÈME DE BANACH-STEINHAUS]
SoitE un espace deBANACH etF un espace vectoriel normé. Soit (ui)i∈I une famille d’ap-
plications deLc(E,F ) simplement bornée (c’est-à-dire ∀x ∈ E, supi∈I ‖ui(x)‖ ≤ +∞).
Alors supi∈I |||ui||| < +∞.

APPLICATION 33. Existence d’une fonction continue 2π-périodique telle que sa série de
FOURIER diverge en 0.
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APPLICATION 34. SoientE,E1 des espaces deBANACHetE2, F des espaces vectoriels normés.
• Soit f : E −→ F limite simple d’une famille d’applications de Lc(E,F ). Alors f ∈
Lc(E,F ).

• Soit B : E1 × E2 −→ F une application bilinéaire telle que les applications partielles
soient continues. AlorsB ∈ Lc(E1 × E2, F ).

THÉORÈME 35. [THÉORÈME DE L’APPLICATION OUVERTE]
Une application linéaire continue surjective entre espaces de BANACH est ouverte.

COROLLAIRE 36. Une application linéaire continue bijective entre espaces de BANACH est
d’inverse continue.

APPLICATION 37. (GL(E), ◦) est un groupe. C’est un ouvert deLc(E, ◦).

APPLICATION 38. Si un espace de BANACH est muni de 2 normes dont l’une est plus fine que
l’autre, alors elles sont équivalentes.

COROLLAIRE 39. [THÉORÈME DU GRAPHE FERMÉ]
Une application linéaire T : E −→ F entre deux espaces de BANACH est continue
si et seulement si son graphe ({(x, T (x)) | x ∈ E}) est fermé pour la norme produit.

APPLICATION 40. (admis) Si T etU sont des applications linéaires (pas forcément continues)
de H satisfaisant ∀x, y ∈ H, 〈T (x) | y〉 = 〈x | U(y)〉, alors T et U sont continues (donc
T,U ∈ L(H)).

V. Le cas des espaces de HILBERT
[Gou08, An.B, p407–416] [Bre99, Ch5, p79–82] [BMP05, §3.1.2, p95–107]

DÉfiNITION 41. [ESPACE DE HILBERT]
H est un espace préhilbertien si c’est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. C’est
un espace de HILBERT s’il est complet pour la norme issue du produit scalaire.

REMARQUE 42. Toute norme vérifiant l’identité du parallélogramme dérive d’un produit
scalaire et est donc une norme hilbertienne. C’est un critère pratique : (C([a, b],K), ‖.‖∞)
n’est pas un espace de HILBERT par exemple.

EXEMPLE 43.
• Si (Hn)n∈N est une suite d’espaces de HILBERT, alors H ={

(xn)n∈N ∈
∏
n∈NHn |

∑
n∈N ‖xn‖

2
< +∞

}
est un espace de HILBERT pour le produit

scalaire 〈(xn)n∈N | (yn)n∈N〉H =
∑
n∈N〈xn | yn〉Hn .

• L2(X,A, µ) est un espace de HILBERT pour tout espace mesuré (X,A, µ).

THÉORÈME 44. [PROJECTION SUR UN CONVEXE FERMÉ]
SoitC un convexe fermé d’un espace de HILBERTH . Alors :

∀x ∈ H,∃!p ∈ C | ‖x− p‖ = d(x,C)

De plus, p est l’unique élément deC satisfaisant ∀c ∈ C,<(〈x− p | c− p〉) ≤ 0.

REMARQUE 45. On a en fait juste besoin deC complet etH préhilbertien.

COROLLAIRE 46. Soit F un sous-espace vectoriel fermé deH . AlorsH = F ⊕ F⊥.

THÉORÈME 47. [THÉORÈME DE RIESZ-FRÉCHET]
Soit H un espace de HILBERT. Alors pour toute application φ ∈ H ′, il existe un unique
f ∈ H tel que ∀v ∈ H,φ(v) = 〈f | v〉.
De plus φ 7−→ f est une isométrie (‖f‖H = ‖φ‖H′ ).

EXEMPLE 48. Contre-exemples :
• lorsque C n’est pas convexe : soit H = R et C = R\] − 1, 1[. Alors 1 et−1 minimisent la

distance de 0 àC.
• lorsque F n’est pas fermé : prendre H = `2(N) et F l’ensemble des suites de H nulles à

partir d’un certain rang. F⊥ = {0}maisE 6= F ,
• lorsque H est seulement un espace de BANACH : E = (R2, ‖.‖∞). Les points
{(x, 0) | − 1 ≤ x ≤ 1}minimisent la distance de (0, 1) à Vect((1, 0)).

APPLICATION 49. Existence de l’espérance conditionnelle d’une variable aléatoireL2.

APPLICATION 50. Existence et unicité de l’adjoint d’un opérateur T ∈ H ′.
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SPEECH
L’objectif de la leçon est de généraliser les notions d’analyse (continuité, . . .) dans le cadre d’es-
paces vectoriels.
Dans la première partie, on rappelle des généralités et exemples usuels sur les espaces vecto-
riels normés. La notion de distance permet de faire de la topologie. On a de nombreuses carac-
térisations de la continuité des applications linéaires, notamment par la norme subordonnée.
Ensuite, on regarde le cas particulier des espaces vectoriels normés de dimension finie. On se
ramène en fait à l’étude de Kn. Notion de complétude Le théorème de RIESZo�re une forte
caractérisation de la dimension finie.
Puis une troisième partie se consacre aux espaces deBANACH, plus restrictifs mais qui o�rent en
général un cadre de travail appréciable (et accessible par le théorème de complétude). On s’at-
tarde notamment sur les théorèmes de BAIRE, de BANACH-STEINHAUS, de l’application ouverte,
du graphe fermé.
Enfin on regarde le cas des espaces deHILBERT, encore plus restrictifs que lesBANACH, mais qui
sont un cadre également très important.

COMMENTAIRES
Beaucoup de choses à mettre dans cette leçon : en profiter pour ne mettre que des choses que
l’on maîtrise et partir dans les directions que l’on souhaite.
Le [QZ13] contient tout ce qu’il faut pour cette leçon.

QUESTIONS
Q Soit f : E × F −→ G bilinéaire dans un BANACH, continue par rapport aux deux variables

séparément. Montrer que f est continue.
R C’est un corollaire du théorème de BANACH-STEINHAUS.
Q Existe-t-il des applications linéaires non continues?
R Oui, par exemple f définie par f(p/q) = 1/q si p ∧ q = 1 et f(x) = 0 si x /∈ Q.
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209 APPROXIMATION D’UNE FONCTION PAR DES POLYNÔMES ET DES POLYNÔMES TRIGONOMÉTRIQUES.
EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Approximation par des polynômes [Gou08, §2.1/4.4, p75/236–256]

I. A. Approximation locale de fonctions régulières

THÉORÈME 1. [FORMULE DE TAYLOR-YOUNG]
Soient n ∈ N et f une fonction de classe Cn définie sur un intervalle I de R et à valeurs dans
un R-espace vectoriel norméE. Alors pour a ∈ I :

f(a+ h) =h→0
∑n
k=0

hk

k! f
(k)(a) + o(hn)

EXEMPLE 2. On a les développements limités suivants, pour tout n ∈ N :

ex =
∑n
k=0

xk

k! + o(xn) et sin(x) =
∑n
k=0

(−1)kx2k+1

(2k+1)! + o(x2n+2)

THÉORÈME 3. [FORMULE DE TAYLOR AVEC RESTE INTÉGRAL]
Soient n ∈ N et f une fonction de classe Cn+1 définie sur un intervalle [a, b] de R et à valeurs
dans un R-espace de BANACHE. Alors :

f(b) =
∑n
k=0

hk

k! f
(k)(a) +

∫ b
a

(b−t)n
n! f (n+1)(t)dt

THÉORÈME 4. [THÉORÈME DE BERNSTEIN]
Soit a > 0 et f :] − a, a[−→ R une fonction C∞ telle que pour tout entier k, f (2k) ≥ 0 sur
]− a, a[. Alors f admet un développement en série entière sur ]− a, a[.

I. B. Densité dans l’espace des fonctions continues [QZ13, §XIII.II.1, p518–519]

THÉORÈME 5. [THÉORÈME DE WEIERSTRASS]
R[X] est dense dans C([a, b],C, ‖.‖∞) pour a < b ∈ R.

REMARQUE 6. On a le théorème de STONE-WEIERSTRASS : soient (X, d) un compact non vide
et H une sous-algèbre de C(X,R) séparante et unitaire. Alors H est dense dans C(X,R).
On retrouve ce résultat mais aussi la densité des polynômes trigonométriques dans C(T).

APPLICATION 7. Soit f : [0, 1] −→ C continue telle que pour tout n ∈ N,
∫ 1

0 f(t)tndt = 0.
Alors f est nulle.

APPLICATION 8. Soit f : R+ −→ C continue telle
∫
R+
f(t)dt existe et pour tout n ∈ N,∫ +∞

0 f(t) e−nt dt = 0. Alors f est nulle.

EXEMPLE 9. Ce résultat n’est plus vrai si l’intervalle n’est pas borné! En e�et si f : R −→ R
est limite uniforme d’une suite de polynômes alors f est un polynôme.

I. C. Densité dans L2 [BMP05, §3.1.5, p110] [Dem96, §II.5, p51]

Soit I un intervalle de R.

DÉfiNITION 10. Soit ρ : I −→ R une fonction mesurable, strictement positive et telle que
pour tout n ∈ N,

∫
I
|x|n ρ(x)dx < +∞. On dit alors que ρ est une fonction de poids.

DÉfiNITION 11. On définitL2(I, ρ) =
{
f : I −→ C mesurable |

∫
I
|f(x)|2 ρ(x)dx < +∞

}
.

PROPOSITION 12. L2(I, ρ) est un espace de HILBERT pour le produit du scalaire 〈f | g〉ρ =∫
I
f(x)g(x)ρ(x)dx.

PROPOSITION 13. Il existe une unique famille (Pn)n∈ N de polynômes unitaires deux à deux
orthogonaux pour 〈. | .〉ρ et tels que deg(Pn) = n pour tout n.

EXEMPLE 14. Voir les dessins en annexe :
• Pour I = R et ρ : x 7−→ e−x2 , les (Pn)n∈ N sont les polynômes de HERMITE,
• Pour I = [−1, 1] et ρ : x 7−→ 1, les (Pn)n∈ N sont les polynômes de LEGENDRE.

THÉORÈME 15. [BASE HILBERTIENNE DE POLYNÔMES ORTHOGONAUX]
S’il existe α > 0 tel que

∫
I

eα|x| ρ(x)dx < +∞, alors la famille (Pn)n∈N est une base hilber-
tienne deL2(I, ρ).

APPLICATION 16. Si I est borné, on a donc nécessairement une base hilbertienne.
La famille (Pn exp(−.2/2))n, pour (Pn)n∈ N les polynômes de HERMITE, est une base hilber-
tienne deL2(R).

EXEMPLE 17. Contre-exemple si la condition du théorème n’est pas vérifiée : considérer I =
R+, ρ : x −→ x− ln(x) et f : x −→ sin(2π ln(x)).
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II. Interpolation polynômiale

II. A. Interpolation de LAGRANGE et erreur d’interpolation [Dem96, ChII, p21]

Soit f : [a, b] −→ R une fonction continue. On se donne (xi)0≤i≤n des points deux à deux
distincts de [a, b].

THÉORÈME 18. Il existe un unique polynôme Pn ∈ Rn[X] tel que Pn(xi) = f(xi) pour tout
i ∈ J0, nK. Pn est appelé polynôme d’interpolation de LAGRANGE associé à f et à (xi)i. On a
Pn =

∑n
i=0 f(xi)`i où `i =

∏
j 6=i

X−xj
xi−xj .

THÉORÈME 19. Supposons f (n+ 1) fois dérivable. Alors pour x ∈ [a, b], il existe ζx ∈ [a, b]
tel que f(x)− Pn(x) = 1

(n+1)!Πn+1(x)f (n+1)(ζx) où Πn+1(x) =
∏n
j=0X − xj . Ainsi :

‖f − Pn‖∞ ≤
1

(n+ 1)! ‖Πn+1‖∞
∥∥∥f (n+1)

∥∥∥
∞

EXEMPLE 20. La précision des polynômes interpolateurs provient alors du contrôle de
‖Πn+1‖∞, c’est-à-dire de la répartition des points. Dans le cas de points équidistants (xi =
x0 + ih), on a :

|f − Pn| ≤
hn+1

n+ 1 max
0≤i≤n

∣∣∣f (n+1)(xi)
∣∣∣ et ‖Πn+1‖∞ = O

((b− a
e

)n+1
)

APPLICATION 21. [PHÉNOMÈNE DE RUNGE]
Soit f : x −→ 1

x2+1 sur [−1, 1]. C’est une fonction C∞ mais dont les dérivées aug-
mentent rapidement en norme infinie vers 0. Il s’en suit dans le cas de points équidistants que

1
(n+1)! ‖Πn+1‖∞

∥∥f (n+1)
∥∥
∞ 9

n→+∞
0.

On observe alors (voir annexe) que les polynômes d’interpolation ne convergent pas uniformé-
ment vers f .

DÉfiNITION 22. [POLYNÔMES DE TCHEBYCHEV]
On définit par récurrence la suite (Tn)n∈N de polynômes par T0 = 1, T1 = X et Tn+1 =
2XTn − Tn−1. On vérifie alors que Tn(cos(θ)) = cos(nθ) pour tout θ ∈ R.

PROPOSITION 23. Les racines de Tn+1 sont les
(

cos
( 2k+1

2n π
))

0≤k≤n, appelés points d’in-
terpolation de TCHEBYCHEV.

EXEMPLE 24. Prenant les points d’interpolation de TCHEBYCHEV (avec [a, b] = [0, 1]), on a :

‖Πn+1‖∞ = O

((b− a
4

)n+1
)

Comme (e /4)n+1 −→
n→+∞

0, on obtient que les polynômes d’interpolation de TCHEBYCHEV sont
beaucoup plus précis que ceux associés à des points équidistants.

APPLICATION 25. Le phénomène de RUNGE n’est plus observé avec les polynômes d’interpo-
lation de TCHEBYCHEV.

II. B. Application aux méthodes de quadrature [Dem96, ChIII, p59]

Soit f : [a, b] −→ R une fonction continue. On cherche des formules pour approcher I(f) =∫ b
a
f(t)dt. Fixonsa = x0 < x1 < · · · < xn = bune subdivision de [a, b]. On posehi = xi+1−xi.

DÉfiNITION 26. [MÉTHODE DE QUADRATURE]
Une méthode de quadrature consiste, pour 0 ≤ i ≤ n − 1 à approcher Ii =

∫ xi+1
xi

f par
Ai(f) = hi

∑`j
j=0 ωi jf(ζi j) où les (ζi j)j sont dans [xi, xi+1] et les (ωi j)0≤j≤n sont des

réels fixés tels que
∑
j ωi j = 1.

On note alorsE(f) = I(f)−
∑n−1
i=0 Ai(f) l’erreur de la méthode.

DÉfiNITION 27. [MÉTHODE DE QUADRATURE]
On dit qu’une méthode de quadrature est d’ordreN si elle est exacte (E(f) = 0) pour tout
f ∈ RN [X] et s’il existe f ∈ RN+1[X] telle qu’elle soit inexacte.

APPLICATION 28. Fixant (ζj)j associés à une subdivision de [xi, xi+1], on peut prendre pour
fonction de poids ωj = 1

hi

∫
[xi,xi+1] `j où `j =

∏
k 6=j

X−ζk
ζj−ζk : ce sont les méthodes par interpo-

lation de LAGRANGE.
(i) [MÉTHODE DES RECTANGLES]

On approxime I(f) par
∑n−1
i=0 hif(zi) où (zi)i = (xi)i ou (xi+1)i. Méthode d’ordre 0.

(ii) [MÉTHODE DES POINTS MILIEUX]
De même avec (zi)i = (xi+1−xi

2 )i. Méthode d’ordre 1 etE(f) ≤ 1
3 ‖f

′′‖∞ si f est C2.
(iii) [MÉTHODE DES TRAPÈZES]

On approxime I(f) par
∑n−1
i=0 hi

f(xi+1)+f(xi)
2 . Méthode d’ordre 1 etE(f) ≤ 2

3 ‖f
′′‖∞ si f

est C2.
(iv) [MÉTHODE DE SIMPSON]

On approxime I(f) par
∑n−1
i=0 hi

f(xi+1)+4f( xi+1−xi
2 )+f(xi)

6 . Méthode d’ordre 3 et E(f) =
O(
∥∥f (4)

∥∥
∞) si f est C4.

EXEMPLE 29. Approximation de
∫ π

0 cos2(x)dx = π
4 :

(i) méthode des rectangles (à gauche ou à droite) : π,
(ii) méthode des points milieux : 0,

(iii) méthode des trapèzes : π,
(iv) méthode de SIMPSON : π3 .
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III. Approximation de fonctions périodiques
[Gou08, Ch4.5, p256–270] [QZ13, Ch4, p68–135] [BMP05, §3.3.3/3.3.4, p127]

III. A. Polynômes trigonométriques et séries de FOURIER
On note T = R/2πZ, en = ein. pour n ∈ Z. On définit lorsque cela a un sens 〈f | g〉 =
1

2π
∫ 2π

0 f(t)g(t)dt et ‖f‖1 =
√
〈f | f〉.

DÉfiNITION 30. [POLYNÔME, SÉRIE TRIGONOMÉTRIQUE]
On appelle polynôme trigonométrique une combinaison linéaire finie des (en)n∈Z.
On appelle série trigonométrique une combinaison linéaire des (en)n∈Z.

Une série trigonométrique converge-t-elle? Ponctuellement, uniformémement, dansLp ? . . .

DÉfiNITION 31. [COEFfiCIENT ET SÉRIE DE FOURIER]
Pour f ∈ L1(T), on définit cn(f) = 1

2π
∫ π
−π f(t) e−int dt = 〈f | en〉 le n-ième coe�icient

de FOURIER de f , où n ∈ Z. On définit la série de FOURIER associée à f comme la série
trigonométrique S =

∑
n∈ Z cn(f)en.

EXEMPLE 32.
• Pour f = 1]−a,a[ où 0 < a < π, on a cn(f) =

{
a/π si n = 0
sin(na)/nπ sinon .

• Pour f : x −→ 1− x2

π2 , on a cn(f) = 2(−1)n
π2n2 si n 6= 0, 1 sinon.

PROPOSITION 33. Pour f ∈ L1(T), on a :

(i) cn(f) = c−n(f),
(ii) cn(τaf) = eina cn(f),

(iii) f ∗ en = cn(f)en,
(iv) si f ∈ C(T) ∩ C1

pm(T), cn(f ′) =
incn(f).

LEMME 34. [LEMME DE RIEMANN-LEBESGUE]
Si f ∈ L1(T), alors cn(f) −→

n→+∞
0.

III. B. Convergences au sens de CESÀRO

DÉfiNITION 35. [SOMME PARTIELLES DE FOURIER, DE FEJÉR]
On appelle somme partielle de FOURIER d’ordre N ∈ N la quantité SN (f) =∑N
n=−N cn(f)en.

On appelle somme partielle de FEJÉR d’ordreN ∈ N la quantité σN (f) = 1
N

∑N−1
n=0 SN (f).

REMARQUE 36. On peut voir SN (f) comme la projection surPN = Vect((en)−N≤n≤N ).

DÉfiNITION 37. [NOYAUX DE DIRICHLET, DE FEJÉR]
Le noyau de DIRICHLET d’ordreN ∈ N est la fonctionDN =

∑N
n=−N en.

Le noyau deFEJÉRd’ordreN ∈ Nest la fonctionKN = 1
N

∑N−1
n=0 Dn =

∑N
n=−N (1− |n|N )en.

PROPOSITION 38. On a les propriétés suivantes :

D1) SN (f) = f ∗DN ,
D2) DN est pair et ‖DN‖1 = 1,

D3) ∀x ∈ T, DN (x) = sin
(

2N+1
2 x

)
sin(x/2) ,

F1) σN (f) = f ∗KN ,
F2) ‖KN‖1 = 1,
F3) ∀x ∈ T,KN (x) = 1

N
sin2(Nx/2)
sin2(x/2) ≥ 0,

F4) ∀δ ∈]0, π],
∫
δ≤|t|≤πKN (t)dt −→

N→+∞
0.

THÉORÈME 39. [THÉORÈME DE FEJÉR]
• Soit f ∈ C(T). Alors ‖σN (f)‖∞ ≤ ‖f‖∞ pour tout N ≥ 1 et σN (f) = f ∗
KN

u−→
N→+∞

f .

• Soit f ∈ Lp(T) pour un p ∈ [1,+∞[. Alors ‖σN (f)‖p ≤ ‖f‖p pour tout N ≥ 1 et
limN→+∞ ‖σN (f)− f‖p = 0.

REMARQUE 40. On peut retrouver le théorème deWEIERSTRASS à partir du premier résultat.

APPLICATION 41. F : C(T) −→ c0(Z), f 7−→ (cn(f))n∈Z est injective.

III. C. Convergence en moyenne quadratique

THÉORÈME 42. (en)n∈Z est une base hilbertienne deL2(T). En particulier, pour f ∈ L2(T) :

f =
∑
n∈Z cn(f)en et ‖f‖2L2 =

∑
n∈Z |cn(f)|2

APPLICATION 43. [CALCULS DE SÉRIES]
On peut reprendre l’Exemple 41 pour calculer les normes des applications dans L2 : pour a ∈
J0, 2πK :

∑
n∈N∗

sin(na)
n = π−a

2 (première fonction) et
∑
n∈N∗

1
n4 = π4

90 (deuxième fonction).
On peut aussi calculer

∑
n∈N∗

1
n2 = π2

6 et
∑
n∈N∗

1
(2n−1)2 = π2

8 .

THÉORÈME 44. Si f ∈ C(T) ∩ C1
pm(T), alors (SN (f))N∈N converge normalement vers f .
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EXEMPLE 45. Il existe une fonction f ∈ C(T) telle que (SN (f)(0))N∈N ne converge pas. ANNEXE
Polynômes de HERMITE et de LEGENDRE.
Illustration des di�érentes méthodes numériques.

SPEECH
Il y a plusieurs types de convergences (écrire au tableau) : ponctuelle, uniforme, au sens de
CESÀRO, quadratique (associée à la norme L2). On va essayer de montrer des résultats pour
chaque type de convergence et de faire des liens entre eux.

QUESTIONS
Q Trouver un espace de suites sur lequel la transformée de FOURIERF est surjective.
R SoitF : L1(T) −→ CZ

0 .
Si f ∈ L1(T), on sait par lemme de RIEMANN-LEBESGUE, que cn(f) −→

n→+∞
0 donc

l’application est bien définie. Est-elle surjective?

Vérifions que (CZ
0 , ‖.‖∞) est complet. On a (CZ

0 , ‖.‖∞) ⊂ (CZ
b , ‖.‖∞) complet. Soit (un)n

une suite de CAUCHY. Soient p, q ∈ N. Soit ((ukn)n)k une suite de C0(Z) convergent vers
(un)n. On a limn→+∞ un = limn→+∞ limk→+∞ ukn. Cette limite vaut-elle 0? Soit N ∈ N.
On a |uN | ≤

∣∣uN − ukN ∣∣+
∣∣ukN ∣∣ ≤ ∥∥u− uk∥∥∞ +

∣∣ukN ∣∣. Donc lim supN |uN | ≤
∥∥u− uk∥∥∞

pour tout k, donc limN uN = 0.
SiF est surjective, elle est bijective, linéaire et continue de (L1(T), ‖.‖1) dans (CZ

0 , ‖.‖∞).
Par un corollaire du théorème deBANACH-STEINHAUS,F−1 serait continue, donc il existerait
C telle que ‖.‖L1 ≤ C ‖F(.)‖∞ surL1(T). On vérifie que ce n’est pas possible.

Q Soit f ∈ C(T). {f ∗ g | g ∈ C(T)} est-il dense dans C(T) pour ‖.‖2 ?
R Montrons que em = eim. n’est pas dans l’adhérence en supposant cm(f) = 0.

S’il existe (gn)n telle que f ∗ gn −→
n→+∞

em, alors cm(f ∗ gn) = cm(f)cm(gn) = 0 pour tout
n, alors que cm(em) = 1, ce qui donne une contradiction.
Par ailleurs, si ck(f) 6= 0 pour tout k, montrons que l’ensemble est dense. Soit h ∈ C(T).
On voudrait trouver (gn)n telle que ck(gn) −→

n→+∞
ck(h)
ck(f) pour tout k. Posons gn =∑n

k=−n
ck(h)
ck(f) ek. Alors par l’égalité de PARSEVAL :

‖f ∗ gn − h‖22 =
∑
k∈Z
|ck(f ∗ gn − h)|2

On calcule |ck(f ∗ gn − h)| = 0 pour n ≥ k, et ck(h) pour n < k, donc ‖f ∗ gn − h‖22 =∑
|k|>n |ck(h)|2 −→

n→+∞
0 en tant que reste d’une série convergente.
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213 ESPACES DE HILBERT. BASES HILBERTIENNES. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Espaces préhilbertiens et de HILBERT

I. A. Généralités [HL09, Ch3, p84]

Produit scalaire, espace préhilbertien, inégalité de CAUCHY-SCHWARZ,H est alors normé
Identité du parallèlogramme

REMARQUE 1. Toute norme vérifiant l’identité du parallélogramme dérive d’un produit sca-
laire et est donc une norme hilbertienne. C’est un critère pratique : (C([a, b],K), ‖.‖∞) n’est
pas un espace préhilbertien par exemple.

DÉfiNITION 2. H est un espace de HILBERT s’il est complet pour la norme induite.

EXEMPLE 3.
• Kn muni du produit scalaire usuel,Mn(K) muni de 〈A | B〉 = Tr(B>), C([0, 1],K)
• Si (Hn)n∈N est une suite d’espaces de HILBERT, alors H = {(xn)n∈N ∈∏

n∈NHn |
∑
n∈N ‖xn‖

2
< +∞} est un espace de HILBERT pour le produit scalaire

〈(xn)n∈N | (yn)n∈N〉H =
∑
n∈N〈xn | yn〉Hn .

Orthogonalité, exemples

I. B. Projection sur un convexe fermé et conséquences
[Gou08, An.B, p407–416] [Bre99, Ch5, p79–82] [BMP05, §3.1.2, p95–107]

On se place sur un espace de HILBERTH .

THÉORÈME 4. [PROJECTION SUR UN CONVEXE FERMÉ]
SoitC un convexe fermé d’un espace de HILBERTH . Alors :

∀x ∈ H,∃!p ∈ C | ‖x− p‖ = d(x,C)

De plus, p est l’unique élément deC satisfaisant ∀c ∈ C,<(〈x− p | c− p〉) ≤ 0.

COROLLAIRE 5. Soit F un sous-espace vectoriel fermé deH . AlorsH = F ⊕ F⊥.

THÉORÈME 6. [THÉORÈME DE RIESZ-FRÉCHET]
Soit H un espace de HILBERT. Alors pour toute application φ ∈ H ′, il existe un unique
f ∈ H tel que ∀v ∈ H,φ(v) = 〈f | v〉.
De plus φ 7−→ f est une isométrie (‖f‖H = ‖φ‖H′ ).

REMARQUE 7. On a en fait juste besoin de C complet et H préhilbertien dans le théorème
de projection.

EXEMPLE 8. Contre-exemples :
• lorsque F n’est pas fermé : prendre H = `2(N) et F l’ensemble des suites de H nulles à

partir d’un certain rang. F⊥ = {0}maisE 6= F ,
• lorsque H est seulement un espace de BANACH : E = (R2, ‖.‖∞). Les points
{(x, 0) | − 1 ≤ x ≤ 1}minimisent la distance de (0, 1) à Vect((1, 0)).

APPLICATION 9. Soit T ∈ L(H). Alors il existe un unique opérateurU ∈ L(H) tel que :

∀x, y ∈ H, 〈T (x) | y〉 = 〈x | U(y)〉

THÉORÈME 10. [THÉORÈME DE LAX-MILGRAM]
Soit a : H2 −→ R une forme bilinéaire continue et coercive. Alors pour tout ` ∈ H ′, il existe
un unique u ∈ H tel que ∀v ∈ H, a(u, v) = `(v).
Si de plusaest symétrique alorsuest l’unique élément deH minimisantv 7−→ 1

2a(v, v)−`(v).

APPLICATION 11. [PROBLÈME DE DIRICHLET FAIBLE]
Soit I =]0, 1[ et f ∈ L2(I). Alors

∃!u ∈ H1
0 (I) | ∀v ∈ H1

0 (I),
∫
I

u′.v′ +
∫
I

uv =
∫
I

fv

De plus uminimise la fonction v 7−→ 1
2
∫
I
|v′|2 + v2 −

∫
I
fv.

II. Bases hilbertiennes et convergence faible

II. A. Bases hilbertiennes [HL09, §3.4, p107] [BMP05, §3.1.4, p107]

SoitH un espace de HILBERT.
Somme/base hilbertienne, exemples
Critères de densité dans un espace de HILBERT. Théorème d’existence d’une base hilbertienne
Formules de PARSEVAL, exemple
Coordonnées hilbertiennes, convergence dansH de

∑
xnen dès que

∑
|xn|2 < +∞

Un espace de dimension infinie est isomorphe à `2 si et seulement si il est séparable
si et seulement si il admet une base hilbertienne

II. B. Convergence faible [HL09, §3.2, p99]

Définition de la convergence faible, par linéarité il su�it de le vérifier sur une base hilbertienne
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Agrégation – Leçons 213 – Espaces de HILBERT. Bases hilbertiennes. Exemples et applications.

Convergence forte implique faible, réciproque vraie si de plus ‖xn‖ −→
n→+∞

‖x‖
Exemples simples
La boule unité est faiblement compacte

III. Cas des espaces L2 [BL07, ChVI, p149]

Soit (E,A, µ) un espace mesuré.

PROPOSITION 12. L2(E,A, µ) est un espace deHILBERT pour le produit scalaire 〈. | .〉défini
par 〈f | g〉 =

∫
E
fgdµ.

APPLICATION 13. Existence de l’espérance conditionnelle d’une variable aléatoireL2.

III. A. L’espace L2(T)
[Gou08, Ch4.5, p256–270] [QZ13, Ch4, p68–135] [BMP05, §3.3.3/3.3.4, p127]

On note T = R/2πZ, en = ein. pour n ∈ Z. On définit lorsque cela a un sens 〈f | g〉 =
1

2π
∫ 2π

0 f(t)g(t)dt et ‖f‖1 =
√
〈f | f〉.

PROPOSITION 14. La famille (en)n∈Z est une famille orthonormée.

DÉfiNITION 15. [COEFfiCIENT DE FOURIER]
On définit lorsque cela a un sens cn(f) = 1

2π
∫ π
−π f(t) e−int dt = 〈f | en〉 le n-ième coe�i-

cient de FOURIER de f , où n ∈ Z.

EXEMPLE 16.
• Pour f = 1]−a,a[ où 0 < a < π, on a cn(f) =

{
a/π si n = 0
sin(na)/nπ sinon .

• Pour f : x −→ 1− x2

π2 , on a cn(f) =
{

1 si n = 0
2(−1)n
π2n2 sinon .

DÉfiNITION 17. [SOMME PARTIELLES DE FOURIER, DE FEJÉR]
On appelle somme partielle de FOURIER d’ordre N ∈ N la quantité SN (f) =∑N
n=−N cn(f)en.

On appelle somme partielle de FEJÉR d’ordreN ∈ N la quantité σN (f) = 1
N

∑N−1
n=0 SN (f).

REMARQUE 18. On peut voir SN (f) comme la projection surPN = Vect((en)−N≤n≤N ).

DÉfiNITION 19. [NOYAUX DE DIRICHLET, DE FEJÉR]
On appelle noyau de DIRICHLET à l’ordreN ∈ N la fonctionDN =

∑N
n=−N en.

On appelle noyau de FEJÉR à l’ordre N ∈ N la fonction KN = 1
N

∑N−1
n=0 Dn =∑N

n=−N (1− |n|N )en.

PROPOSITION 20. On a les propriétés suivantes :

D1) SN (f) = f ∗DN ,
D2) DN est pair et ‖DN‖1 = 1,

D3) ∀x ∈ T, DN (x) = sin
(

2N+1
2 x

)
sin(x/2) ,

F1) σN (f) = f ∗KN ,
F2) ‖KN‖1 = 1,
F3) ∀x ∈ T,KN (x) = 1

N
sin2(Nx/2)
sin2(x/2) ≥ 0,

F4) ∀δ ∈]0, π],
∫
δ≤|t|≤πKN (t)dt −→

N→+∞
0.

THÉORÈME 21. [THÉORÈME DE FEJÉR]
• Soit f ∈ C(T). Alors ‖σN (f)‖∞ ≤ ‖f‖∞ pour tout N ≥ 1 et σN (f) = f ∗
KN

u−→
N→+∞

f .

• Soit f ∈ Lp(T) pour un p ∈ [1,+∞[. Alors ‖σN (f)‖p ≤ ‖f‖p pour tout N ≥ 1 et
limN→+∞ ‖σN (f)− f‖p = 0.

REMARQUE 22. On peut retrouver le théorème deWEIERSTRASS à partir du premier résultat.

APPLICATION 23. F : C(T) −→ c0(Z), f 7−→ (cn(f))n∈Z est injective.

THÉORÈME 24. (en)n∈Z est une base hilbertienne deL2(T). En particulier, pour f ∈ L2(T) :

f =
∑
n∈Z cn(f)en et ‖f‖2L2 =

∑
n∈Z |cn(f)|2

APPLICATION 25. [CALCULS DE SÉRIES]
On peut reprendre l’Exemple 41 pour calculer les normes des applications dans L2 : pour a ∈
J0, 2πK :

∑
n∈N∗

sin(na)
n = π−a

2 (première fonction) et
∑
n∈N∗

1
n4 = π4

90 (deuxième fonction).
On peut aussi calculer classiquement

∑
n∈N∗

1
n2 = π2

6 et
∑
n∈N∗

1
(2n−1)2 = π2

8 .

III. B. L’espace L2(ρ, I) [BMP05, §3.1.5, p110] [Dem96, §II.5, p51]

Soit I un intervalle de R.
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Agrégation – Leçons 213 – Espaces de HILBERT. Bases hilbertiennes. Exemples et applications.

DÉfiNITION 26. Soit ρ : I −→ R une fonction mesurable, strictement positive et telle que
pour tout n ∈ N,

∫
I
|x|n ρ(x)dx < +∞. On dit alors que ρ est une fonction de poids.

DÉfiNITION 27. On définitL2(I, ρ) =
{
f : I −→ C mesurable |

∫
I
|f(x)|2 ρ(x)dx < +∞

}
.

PROPOSITION 28. L2(I, ρ) est un espace de HILBERT pour le produit du scalaire 〈f | g〉ρ =∫
I
f(x)g(x)ρ(x)dx.

PROPOSITION 29. Il existe une unique famille (Pn)n∈ N de polynômes unitaires deux à deux
orthogonaux pour 〈. | .〉ρ et tels que deg(Pn) = n pour tout n.

EXEMPLE 30. Voir les dessins en annexe :
• Pour I = R et ρ : x 7−→ e−x2 , les (Pn)n∈ N sont les polynômes de HERMITE,
• Pour I = [−1, 1] et ρ : x 7−→ 1, les (Pn)n∈ N sont les polynômes de LEGENDRE.

THÉORÈME 31. [BASE HILBERTIENNE DE POLYNÔMES ORTHOGONAUX]
Soitρune fonction de poids. S’il existeα > 0 tel que

∫
I

eα|x| ρ(x)dx < +∞, alors la famille
(Pn)n∈N est une base hilbertienne deL2(I, ρ).

EXEMPLE 32. Sans l’hypothèse on a le contre-exemple suivant : soit la fonction de poids
w : x 7−→ x− ln(x) sur I = R+. Alors (Pn)n∈N ne forme pas une base deL2(I, w).

APPLICATION 33. Si I est borné, on a donc nécessairement une base hilbertienne.
La famille (Pn exp(−.2/2))n, pour (Pn)n∈ N les polynômes de HERMITE, est une base hilber-
tienne deL2(R).

ANNEXE
Théorème de projection sur un convexe fermé
Polynômes orthogonaux

QUESTIONS
Q SoientA,B des convexes fermés disjoints d’un espace de HILBERT réel. On supposA com-

pact. Montrer qu’il existe un hyperplan a�ineG séparantA etB, c’est-à-direH \G a deux
composantes connexes, dont l’une contientA et l’autreB.

R Considérons ϕ : A −→ R+, x 7−→ d(x,B). On a d(A,B) = min(ϕ) > 0.
Soit a ∈ A atteignant la distance et b = pB(a). Soit ψ : x 7−→ 〈b − a | x〉. Montrons que
ψ(A) < 0 et ψ(B) > 0.
Six ∈ A, on a 〈x−a | b−a〉 ≤ 0 et si y ∈ B, on a 〈y−b | a−b〉 < 0 et doncψ(y) > 〈b | a−b〉
. . .
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214 THÉORÈME D’INVERSION LOCALE, THÉORÈME DES FONCTIONS IMPLICITES. EXEMPLES ET APPLICATIONS
EN ANALYSE ET EN GÉOMÉTRIE.

I. Théorèmes d’inversion [Rou99, Ch5, p175] [Gou08, §5.3, p321]

TIL : on veut généraliser le fait que si f est C1 et monotone alors f−1 est C1

Définition d’un Ck-di�éomorphisme (local)
Théorème d’inversion locale (figure) : c’est une condition su�isante
Contre-exemple : f(u) = u + u2 sin(π/u) est dérivable de dérivée non nulle mais f n’est pas
localement injective en 0 car elle n’est pas C1

Applications : M 7−→ Mp est un C1-di�éomorphisme local en In → existence d’une racine
p-ième matricielle, exp est un C1-di�éomorphisme local en In
Exemple [Gou08, exo2, p238]
Théorème d’inversion globale
Contre exemple sans f injective [Rou99]
Application : changement de variables en coordonnées polaires, calcul de

∫
R e−x2

dx
Interprétation du rôle du jacobien comme limite d’un volume, en utilisant le TIL

II. Théorème des fonctions implicites
[Rou99, Ch5, p175] [Gou08, §5.3, p321]

TFI
Exemple en dimension 2 [Gou08, p326]
Exemple : f(h, x) = (x−a)(b−x) +hx3. Pour h su�isamment petit, on a trois zéros de f dont
on donne un développement asymptotique
Paramètrage du cercle. Exemple d’application à la recherche de 0
Théorème : TFI et TIL sont équivalents

THÉORÈME 1. [THÉORÈME DES EXTREMA LIÉS]
Soit f, g1, . . . , gr : U ⊂ Rn −→ R des fonctions de classe C1 définies surU ouvert.
Notons Γ = {x ∈ U | g1(x) = · · · = gr(x) = 0}. Si f|Γ admet un extremum local en a ∈ Γ
et si les formes linéaires (dg1(a), . . . , dgr(a)) sont libres, alors il existe des réels (uniques)
λ1, . . . , λr, appelés multiplicateurs de LAGRANGE, tels que

df(a) =
r∑
i=1

λidgi(a)

Application à la diagonalisation d’un endomorphisme symétrique en base orthonormée

III. Changement de coordonnées [Rou99, Ch5, p175]

Changement de coordonnées, application pour une EDP [Rou99, Ch5, Ex. 63]
Immersion, submersion, rang constant
Remarque : tout cela généralise le TIL

THÉORÈME. [LEMME DE MORSE]
Soit f : U −→ R une fonction de classe C3 définie sur un ouvertU de Rn contenant 0. On
suppose que df(0) = 0 et d2f(0) est non dégénérée, de signature (p, n− p).
Alors il existe un C1-di�éomorphisme ϕ entre deux voisinages de l’origine de Rn tel que
φ(0) = 0 et f(x)− f(0) = ϕ(x)2

1 + · · ·+ ϕ(x)2
p − ϕ(x)2

p+1 − · · · − ϕ(x)2
n au voisinage

de 0.

IV. Sous-variétés de Rn [Rou99]

Sous-variétés, exemples, vecteurs tangents,
Exemples : ouvert de Rn, espace discret, sphère
interprétation géométrique des extrema liés
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ANNEXE
Dessins des di�érents théorèmes et de quelques exemples

COMMENTAIRES
Intérêt du TIL est de résoudre l’équation y = f(x) ! Celui du TFI est de trouver une paramétri-
sation de f(x, y) = 0 au voisinage d’un point annulateur. Faire un dessin pendant le speech!
Le [Rou99, Ch5] est bien adapté mais manque de certaines preuves.

QUESTIONS
Q RésoudreX3 +X2 −X = A oùA est une matrice deMn(R).
R On pose f(X) = X3 +X2 −X . f est di�érentiable et

df(X)H = X2H +XHX +HX2/XH +HX −H

Donc df(In)H = 4H . Sur un voisinage de In et A su�isamment proche de In, on a X =
f−1(A).

Q Calculer la di�érentielle deX ∈Mn(R) 7−→ X3.
R Soit on fait le calcul à la main, soit on introduit l’application trilinéaire (X,Y, Z) 7−→ XY Z.
Q Soit f :]0, 1[−→ R2 injective sur son image et C1. Son image est-elle une sous-variété?
R Pas forcément! Penser au lasso.
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215 APPLICATIONS DIFFÉRENTIABLES DÉFINIES SUR UN OUVERT DE Rn. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Autour de la di�érentiabilité [Rou99, Ch2, p39] [Gou08, §5.1, p303]

I. A. FRÉCHET-di�érentiabilité
Définition au sens de FRÉCHET, unicité, lien avec la dérivée sur R
Cas d’une fonction linéaire, bilinéaire, constante, . . .
Propriétés de linéarité, de composition, de continuité
Classe C1, cas d’un C1-di�éomorphisme
Di�érentielle du déterminant, d’une matrice puissance p, de l’inverse d’une matrice

I. B. Dérivées directionnelles et GATEAUX-di�érentiabilité
Définition, GATEAUX-di�érentiabilité
GATEAUX implique FRÉCHET, mais la réciproque est fausse!→ contre-exemple
Caractérisation : une fonction estC1 si et seulement si elle admet des dérivées partielles en tout
point deU qui sont continues surU .
Gradient

I. C. Inégalités sur les applications di�érentiables
[Rou99, Ch3, p93] [Gou08, §5.1 p303]

Inégalité de la moyenne, cas d’un ouvert convexe et f k-lipschitzienne
Théorème des accroissements finis. Applications

II. Di�érentielle d’ordre quelconque [Rou99, Ch6, p275]

Classe Ck, théorème de SCHWARZ (contre-exemple lorsque la fonction n’est pas C2)
Formules de TAYLOR

III. Théorèmes d’inversion locale/globale et des fonctions im-
plicites
[Rou99, Ch5, p175] [Gou08, §5.3, p321]

TIL : on veut généraliser le fait que si f est C1 et monotone sur I ⊂ R, alors f−1 est C1.
Définition d’un Ck-di�éomorphisme (local)
TIL (figure) : c’est une condition su�isante
Contre-exemple : f(u) = u + u2 sin(π/u) est dérivable de dérivée non nulle mais f n’est pas
localement injective en 0 car elle n’est pas C1.
Applications : M 7−→ Mp est un C1-di�éomorphisme local en In → existence d’une racine
p-ième matricielle, exp est un C1-di�éomorphisme local en In
Exemple [Gou08, exo2, p238]
TIG, contre-exemple sans f injective [Rou99]
Application : changement de variables en coordonnées polaires, calcul de

∫
R exp−x2dx

Interprétation du rôle du jacobien comme limite d’un volume, en utilisant le TIL
TFI
Exemple en dimension 2 [Gou08, p326]
Exemple : f(h, x) = (x−a)(b−x) +hx3. Pour h su�isamment petit, on a trois zéros de f dont
on donne un développement asymptotique
Paramétrage du cercle. Exemple d’application à la recherche de 0
Théorème : TFI et TIL sont équivalents

IV. Changement de coordonnées [Rou99, Ch5, p175]

Changement de coordonnées, application pour une EDP [Rou99, Ch5, Ex. 63]
Immersion, submersion, rang constant
Remarque : tout cela généralise le TIL

THÉORÈME 1. [LEMME DE MORSE]
Soit f : U −→ R une fonction de classe C3 définie sur un ouvert U de Rn contenant 0.
On suppose que df(0) = 0 et d2f(0) est non dégénérée, de signature (p, n − p). Alors il
existe un C1-di�éomorphisme ϕ entre deux voisinages de l’origine de Rn tel que φ(0) = 0
et f(x)− f(0) = ϕ(x)2

1 + · · ·+ ϕ(x)2
p − ϕ(x)2

p+1 − · · · − ϕ(x)2
n au voisinage de 0.

V. Application à la recherche d’extremums
[Rou99, Ch5, p175] [Gou08, 5.2/3, p317/327]

Conditions nécessaires du premier/deuxième ordre, liens avec la signature de d2f(a) (lien avec
le lemme deMORSE)

THÉORÈME 2. [THÉORÈME DES EXTREMA LIÉS]
Soit f, g1, . . . , gr : U ⊂ Rn −→ R des fonctions de classe C1 définies surU ouvert.
Notons Γ = {x ∈ U | g1(x) = · · · = gr(x) = 0}. Si f|Γ admet un extremum local en a ∈ Γ
et si les formes linéaires (dg1(a), . . . , dgr(a)) sont libres, alors il existe des réels (uniques)
λ1, . . . , λr, appelés multiplicateurs de LAGRANGE, tels que

df(a) =
r∑
i=1

λidgi(a)

Application à la diagonalisation d’un endomorphisme symétrique en base orthonormée
Inégalité de HADAMARD
Sous-variétés : vers les extrema liés. Méthodes de gradient
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ANNEXE
Interprétation des di�érents théorèmes (TIL, TFI). extrema . . .

COMMENTAIRES
Il n’est pas obligatoire de parler de sous-variétés.
Il faut expliquer les problèmes que l’on rencontre en dimension multiple : des caractérisations
par les dérivées directionnelles ne su�isent pas car on peut approcher le point autrement qu’en
suivant une droite! L’objectif de la di�érentielle est de ne pas avoir besoin de regarder ce qu’il
se passe coordonnée par coordonnée
Le théorème du rang constant permet de faire le lien avec les sous-variétés.

QUESTIONS
Q On pose f(x, y) =

∑
n≥0 2−na(nx)b(ny) où a, b sont C1 bornées et de dérivées bornées.

Montrer que f est di�érentiable.
R On montre quef converge normalement et donc estC0(R2). Ses dérivées partielles existent

et sont bornées et continues ... on en déduit que f est C1.
Q Soit f : S1 −→ S1. On considère F : (r, θ) −→ rf(θ). F est-elle di�érentiable?
R Si F est di�érentiable, on a F (tr, eiθ) = tr eif(θ) = L(tr eiθ) + o(t), donc L(r eif(θ)) =
r eif(θ) doncL = F et F est linéaire.
Pour que F soit linéaire, on veut F (eiθ + eiθ′) = F (eiθ) + F (eiθ′) = eif(θ) + eif(θ′). C’est
vrai si f est une isométrie, c’est-à-dire si f(θ) = ±θ + θ0 (+ : rotations,− : symétrie).

Q ϕ : A 7−→ eTr(A)A est-elle di�érentiable? Si oui calculer sa di�érentielle.
R ∂Eijϕ(A) = eTr(A)Eij si i 6= j, eTr(A)(A+ Eij) sinon.

Donc dϕ(A)(H) = eTr(A)(H +
∑
i hiiA).

Q Soit f :]0, 1[−→ R dérivable. Soit g(x, y) =
{

f(x)−f(y)
x−y si x 6= y

f ′(x) sinon
. Montrer que g est di�é-

rentiable en a lorsque f est deux fois dérivable en a.
R On regarde les dérivées partielles pour intuiter la di�érentielle.

On peut introduire ϕ(t) = f(t)− f(a)− (t− a)f ′(a)− (t−a)2

2 f ′′(a).
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219 EXTREMUMS : EXISTENCE, CARACTÉRISATION, RECHERCHE. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

Soit f une fonction à valeurs réelles définie sur un R-espace vectoriel norméE.

I. Existence et unicité d’extremums

DÉfiNITION 1. On dit que f admet un minimum (resp. maximum) local enx0 ∈ E s’il existe
un voisinage V de x0 tel que ∀x ∈ V, f(x) ≥ f(x0) (resp. ∀x ∈ V, f(x) ≤ f(x0)).
On dit que f admet un minimum (resp. maximum) global en x0 ∈ E si ∀x ∈ E, f(x) ≥
f(x0) (resp. ∀x ∈ E, f(x) ≤ f(x0)).
Un extremum de f est un maximum ou un mimimum de f .

REMARQUE 2. Un extremum global est bien sur un extremum local.

EXEMPLE 3. x 7−→ x2 admet un minimum global en 0. cos admet un maximum global en les
(2kπ)k∈Z. L’applicationx 7−→ (x−1)x(x+1) admet un minimum local mais pas d’extremums.

I. A. Compacité et coercivité [Gou08, §1.3, p31] [BMP05, §1.5, p26]

PROPOSITION 4. Une fonction continue sur un compact est bornée et atteint ses bornes.

APPLICATION 5. SoitK un compact deE,F un fermé deE, avecK etF disjoints. AlorsK −→
R, x 7−→ d(x, F ) atteint son minimum noté d(K,F ).

APPLICATION 6. Soit f une application définie sur un compact K et contractante. Alors f
admet un unique point fixe.

DÉfiNITION 7. On dit que f est coercive si lim‖x‖→+∞ f(x) = +∞.

EXEMPLE 8. Une norme est coercive. Une forme linéaire ne l’est pas.

PROPOSITION 9. SiE = Rn et f est coercive et continue, alors f est minorée et atteint son
minimum global.

I. B. Convexité [BMP05, §1.5, p26]

DÉfiNITION 10. [ENSEMBLE CONVEXE, FONCTION CONVEXE]
Un ensembleE est convexe si pour tout x, y ∈ E et t ∈ [0, 1], on a tx+ (1− t)y ∈ E.
f est dite convexe si ∀x, y ∈ E,∀t ∈ [0, 1], f(tx+ (1− t)y) ≤ tf(x) + (1− t)f(y).
f est dite strictement convexe si∀x, y ∈ E,∀t ∈]0, 1[, f(tx+(1−t)y) ≤ tf(x)+(1−t)f(y).

THÉORÈME 11. En dimension finie, si f est convexe alors elle est continue.

EXEMPLE 12. Une norme surE est convexe. PourA ∈ Sn(R), f : x 7−→ 〈Ax | x〉 est convexe
si et seulement siA ∈ S+

n (R), et strictement convexe si et seulement siA ∈ S++
n (R).

PROPOSITION 13. Si f convexe admet un minimum local, alors c’est une minimum global.
De plus l’ensemble des minima est convexe.
Si de plus f est strictement convexe, alors elle admet au plus un minimum, qui est alors global.

I. C. Dans les espaces de HILBERT
[Gou08, An.B, p407–416] [Bre99, ChV/VIII, p79–82/136] [BMP05, §3.1.2, p95–107]

SoitH un espace de HILBERT.

THÉORÈME 14. [PROJECTION SUR UN CONVEXE FERMÉ]
SoitC un convexe fermé deH . Alors :

∀x ∈ H,∃!p ∈ C | ‖x− p‖ = d(x,C)

De plus, p est l’unique élément deC satisfaisant ∀c ∈ C,<(〈x− p | c− p〉) ≤ 0.

EXEMPLE 15. SiC n’est pas convexe : soitH = R etC = R\]− 1, 1[. Alors 1 et−1 minimisent
la distance de 0 àC.

COROLLAIRE 16. Soit F un sous-espace vectoriel fermé deH . AlorsH = F ⊕ F⊥.

APPLICATION 17. [THÉORÈME DE RIESZ-FRÉCHET]
Pour toute application φ ∈ H ′, il existe un unique f ∈ H tel que ∀v ∈ H,φ(v) = 〈f | v〉.
De plus φ 7−→ f est une isométrie (‖f‖H = ‖φ‖H′ ).

APPLICATION 18. Existence et unicité de l’adjoint d’un opérateur T ∈ H ′.

THÉORÈME 19. [THÉORÈME DE LAX-MILGRAM]
Soit a : H2 −→ R une forme bilinéaire continue et coercive. Alors pour tout ` ∈ H ′, il existe
un unique u ∈ H tel que ∀v ∈ H, a(u, v) = `(v).
Si de plusaest symétrique alorsuest l’unique élément deH minimisantv 7−→ 1

2a(v, v)−`(v).

APPLICATION 20. [PROBLÈME DE DIRICHLET FAIBLE]
Soit I =]0, 1[ et f ∈ L2(I). Alors

∃!u ∈ H1
0 (I) | ∀v ∈ H1

0 (I),
∫
I

u′.v′ +
∫
I

uv =
∫
I

fv
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De plus uminimise la fonction v 7−→ 1
2
∫
I
|v′|2 + v2 −

∫
I
fv.

I. D. Holomorphie [BMP05, §2.5.2, p72]

On se place surE = C et on considère f ∈ H(Ω) où Ω est un ouvert connexe non vide de C.

THÉORÈME 21. [FORMULE DE LA MOYENNE]
Soit z0 ∈ Ω et r > 0 tel que D(z0, r) ⊂ Ω. Alors f(z0) = 1

2π
∫ 2π

0 f(z0 + reiθ)dθ.

THÉORÈME 22. [PRINCIPE DU MAXIMUM LOCAL]
Soit f ∈ H(Ω) telle que supΩ |f | est atteint. Alors f est constante.

COROLLAIRE 23. Si f ne s’annule pas et infΩ |f | est atteint, alors f est constante.

THÉORÈME 24. [PRINCIPE DU MAXIMUM GLOBAL]
Soit f ∈ H(Ω)∩C(Ω). Alors maxΩ |f | = max∂Ω |f | et s’il existe z0 ∈ Ω réalisant le maximum,
alors f est constante sur Ω.

APPLICATION 25. [THÉORÈME DE D’ALEMBERT-GAUSS]
Tout polynôme de C[X] non constant admet au moins une racine complexe.

APPLICATION 26. [LEMME DE SCHWARZ]
Soit D = D(0, 1). Soit f : D −→ D holomorphe telle que f(0) = 0.
Alors |f ′(0)| ≤ 1 et ∀z ∈ D \ {0} , |f(z)| ≤ |z|.
De plus, si |f ′(0)| = 1 ou s’il existe z ∈ D \ {0} , tel que |f(z)| ≤ |z|, alors f est une rotation.

II. Extrema et calcul di�érentiel [BMP05, §1.3, p15]

II. A. Conditions du premier ordre et applications
[Gou08, §2.1/5.2, p71/315] [Rou99, p327]

SoitU un ouvert de Rn et f définie surU .

DÉfiNITION 27. Si f est di�érentiable enx0 ∈ U et si df(x0) = 0, on dit quex0 est un point
critique de f .

PROPOSITION 28. Si x0 est un extremum local de f et si f est di�érentiable en x0, alors x0
est un point critique.

EXEMPLE 29. Attention ce n’est qu’une condition nécessaire : x 7−→ x3 n’admet pas d’extre-
mum en 0.

EXEMPLE 30. Etude des extremums de f : (x, y) 7−→ x4 + y4 − 2(x − y)2 : il n’y a pas de
maximum local, et les seuls minimums locaux sont globaux et sont±(

√
2,−
√

2).

THÉORÈME 31. [THÉORÈME DE ROLLE]
Soit f : [a, b] −→ R une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et telle que f(a) =
f(b). Alors il existe c ∈]a, b[ tel que f ′(c) = 0.

APPLICATION 32. [THÉORÈME DES ACCROISSEMENTS fiNIS]
Soit f : [a, b] −→ R une fonction continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[. Alors il existe c ∈]a, b[
tel que f ′(c) = f(b)−f(a)

b−a .

II. B. Conditions du second ordre [Rou99, p327] [Gou08, §5.2, p315]

PROPOSITION 33. Soitx0 ∈ U un point critique de f . On suppose f de classe C2 enx0. Alors :
(i) si x0 est un minimum (resp. maximum) local, alors d2f(x0) est positive (resp. négative),

(ii) si d2f(x0) est définie positive (resp. définie négative), alors x0 est un minimum (resp.
maximum) local.

EXEMPLE 34. Ce n’est pas une condition nécessaire : prendre x 7−→ x4.

THÉORÈME 35. [LEMME DE MORSE]
Soit f : U −→ R une fonction de classe C3 définie sur un ouvert U de Rn contenant 0. On
suppose que df(0) = 0 et d2f(0) est non dégénérée, de signature (p, n− p).
Alors il existe unC1-di�éomorphismeϕ entre deux voisinages de l’origine deRn tel queφ(0) =
0 et f(x)− f(0) = ϕ(x)2

1 + · · ·+ ϕ(x)2
p − ϕ(x)2

p+1 − · · · − ϕ(x)2
n au voisinage de 0.

APPLICATION 36. Soit x0 un point critique de f tel que la hessienne de f est non dégénérée.
Alors c’est un minimum (resp. maximum) local si et seulement si la hessienne est de signature
(n, 0) (resp. (0, n)).
De plus, si la hessienne est de signature (p, n−p) pour 1 ≤ p ≤ n−1, alors on a des directions
v pour lesquellesx0 sera minimum local deh 7−→ f(x+hv) et d’autres pour lesquellesx0 sera
maximum local.

EXEMPLE 37. [CASn = 2] Soitx0 un point critique de f telle queD2f(x0) =
(
r s
s t

)
. Alors

• si rt− s2 > 0 et r + t > 0, x0 est un minimum local,
• si rt− s2 > 0 et r + t < 0, x0 est un maximum local,
• si rt− s2 < 0, x0 n’est pas un extremum,
• si rt− s2 = 0, on ne peut pas conclure.
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EXEMPLE 38. Pour le dernier cas, on peut considérer :

f(x, y) = x4 f(x, y) = −x4 f(x, y) = x4 − y4

II. C. Optimisation sous contraintes
[BMP05, §1, p20] [Gou08, §5.2/3, p317/327] [Rou99, Ch7, p380]

THÉORÈME 39. [THÉORÈME DES EXTREMA LIÉS]
Soit f, g1, . . . , gr : U ⊂ Rn −→ R des fonctions de classe C1 définies surU ouvert.
Notons Γ = {x ∈ U | g1(x) = · · · = gr(x) = 0}. Si f|Γ admet un extremum local en a ∈ Γ
et si les formes linéaires (dg1(a), . . . , dgr(a)) sont libres, alors il existe des réels (uniques)
λ1, . . . , λr, appelés multiplicateurs de LAGRANGE, tels que

df(a) =
r∑
i=1

λidgi(a)

APPLICATION 40. Tout endomorphisme symétrique deE admet une valeur propre réelle.

APPLICATION 41. [INÉGALITÉ DE HADAMARD]
(i) Soient x1, . . . , xn des vecteurs de (E, 〈. | .〉) un espace préhilbertien (réel ou complexe). .

Alors |det((〈xi | xj〉)1≤i,j≤n)| ≤
∏n
i=1 ‖xi‖

2.
(ii) Soient x1, . . . , xn des vecteurs de Cn. Alors |det(x1, . . . , xn)| ≤

∏n
i=1 ‖xi‖2, où ‖.‖2 dé-

signe la norme hermitienne standard sur Cn.
Dans les deux points, on a égalité si et seulement si la famille{xi}1≤i≤n est orthogonale ou l’un
des vecteurs est nul.

III. Optimisation numérique

III. A. Méthode de NEWTON [Rou99, Ch4, p140]

THÉORÈME 42.
Soit f : [c, d] −→ R une fonction C2, où c < d, et telle que f(c) < 0 < f(d) et f ′ > 0
sur [c, d]. On considère la suite récurrente définie par x0 ∈ [c, d] et xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn) pour
n ∈ N.
Alors en notant a l’unique 0 de f , on a :

(i) il existeα > 0 tel que pour tout x0 ∈ [a−α, a+α], (xn)n∈N converge vers a de manière
quadratique : il existeC > 0 telle que ∀n ∈ N, |xn+1 − a| ≤ C |xn − a|2.

(ii) si de plus f ′′ > 0 sur [a, d], alors pour tout x0 ∈]a, d], (xn)n∈N est strictement décrois-
sante et xn+1 − a ∼n→+∞

f ′′(a)
2f ′(a) (xn − a)2.

APPLICATION 43. Approximation des zéros d’un polynôme.

III. B. Méthode de descente [FGN12, §1.21, p39–41]

THÉORÈME 44. [MÉTHODE DE GRADIENT À PAS OPTIMAL]
Soit f : Rn −→ R elliptique, c’est-à-dire f est C1 et telle qu’il existe α > 0 satisfaisant

∀x, y ∈ Rn, 〈∇f(x)−∇f(y) | x− y〉 ≥ α ‖x− y‖2

On définit (xn)n∈N par x0 ∈ Rn et xn+1 = xn − ρn∇f(xn) où ρn = argminρ>0 f(xn −
ρ∇f(xn)). Alors (xn)n∈N converge vers l’unique minimum global de f .

APPLICATION 45. Soit A ∈ S++
n (R) et b ∈ Rn. L’application f : x 7−→ 1

2 〈Ax | x〉 − 〈b | x〉
admet un unique minimum x caractérisé par ∇f(x) = Ax − b = 0. On converge vers cette
solution par l’algorithme de gradient à pas optimal.

III. C. Problème des moindres carrés [AK02, Ch7, p135]

Soientn, p ∈ N etA ∈Mn, p(R) et b ∈ Rn. On cherche un vecteurx ∈ Rp tel que‖b−Ax‖2 =
infy∈Rp ‖b−Ay‖2.

PROPOSITION 46.
(i) Il existe toujours une solution au problème,

(ii) x est solution si et seulement siA>Ax = A>b,
(iii) Sin ≥ p et rg(A) = p,A>A est inversible et il existe une unique matrice réelleB triangu-

laire inférieure, à diagonale positive, telle queA>A = BB>, et alorsx = (BB>)−1A>b
est une solution.
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ANNEXE SPEECH
La recherche d’extremums a de nombreuses applications dans divers domaines (informatique,
économie, . . .). Dans cette leçon on s’intéresse d’abord aux conditions d’existence et d’unicité,
selon que l’on soit sur un compact, dans un espace de HILBERT, . . . puis on fait ensuite le lien
avec le calcul di�érentiel, notamment si f est définie sur X ⊂ F espace vectoriel normé de
dimension finie, les extrema sont à chercher parmi les points critiques, les points intérieurs à
X où f n’est pas di�érentiable et les points non intérieurs àX (faire un schéma).

QUESTIONS
Q SoitA ∈Mn, p(R) de rang p ≤ n et b ∈ Rn. x 7−→ ‖Ax− b‖2 admet-elle un minimum?
R Posons f : x 7−→ ‖Ax− b‖22. Alors f est di�érentiable et∇f(X) = A>AX−A>b s’annule

si et seulement si x = (A>A)−1A>b (car A>A ∈ Mn(R) a même rang que A, donc est
inversible 1). Ainsi ‖Ax− b‖2 ≥

∥∥A(A>A)−1A>b− b
∥∥

2 et ce minimum est atteint.
Q MinimiserX>Y où Y ∈ Rn est fixé et

∑
i x

2
i ≤ 1.

R On définit f : X 7−→ X>Y et g : x 7−→ ‖x‖22 − 1.
Montrons d’abord que si f est convexe surC convexe, elle atteint son maximum sur ∂C. En
e�et, f est convexe donc est continue. Si x∗ = argmaxC f /∈ ∂C, écrivons x∗ =

∑`
i=1 λixi

où (xi)1≤i≤` ∈ ∂C et
∑`
i=1 λi = 1, les (λi)1≤i≤` étant strictement positifs. Par convexité

puis définition de x∗, f(x∗) ≤
∑
i λif(xi) ≤ f(x∗) et donc f(xi) = f(x∗) pour 1 ≤ i ≤ `.

Dans notre problème, f est linéaire donc convexe, donc maxB(0,1)−f est atteint surS(0, 1).
Sur la sphère, on a∇g(X) = 2X 6= 0, et df(X)H = 〈H | Y 〉. Le théorème des extrema
liés donne que siX est un extremum local il existe λ ∈ R telle que df(X) = λdg(x), ce qui
donne λ = ±2/ ‖Y ‖2, puisX>.Y = ±‖Y ‖2.
Remarque : on pouvait utiliser directement l’inégalité de CAUCHY-SCHWARZ.

Q Soit f : Rn −→ R de classe C2 telle que pour tout x, les valeurs propres de d2f(x) sont
dans [α, β] avec α > 0. Montrer que f a un unique minimum global.

R On a d2f(x)(h, h) ≥ α |h|2. On en déduit que f(h) − f(0) − df(0)h ≥ α
2 ‖h‖

2. Donc f
est coercive. Elle atteint son unique mimimum global. Pour le trouver, on peut utiliser l’al-
gorithme de gradient à pas fixe. Quelle condition su�isante sur le pas τ faut-il pour avoir
convergence?
Posons F (X) = X − τ∇f(X). On a dF (X)(H) = H − τH>d2f(X)H , donc dF (X) =
I − τ∇2f(X). Comme

∥∥∇2(f(X))
∥∥

2 ≤ β, on a convergence si τ < 1
β .

En fait Sp(dF (X)) ⊂ [1− τβ, 1− τα] donc ρ(dF (X)) ≤ max(|1− τβ| , 1− τα) < 1 pour
τ < 2

β .
Q Soit f ∈ H(Ω) qui ne s’annule pas. Soit z = minΩ |f |. Montrer que z ∈ ∂Ω.
R g = 1

f ∈ H(Ω). On applique le principe du maximum à g, qui atteint ses bornes sur ∂Ω,
donc son minimum z ∈ ∂Ω.

1. il est clair que ker(A) ⊂ ker(A>A). Réciproquement siA>Ax = 0, . . .
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220 ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLESX ′ = f (t,X). EXEMPLES D’ÉTUDE DES SOLUTIONS EN DIMENSION 1 ET 2.

I. Autour du théorème de CAUCHY-LIPSCHITZ
[Ber17] [QZ13, ChX, p353] [Gou08, Ch6, p353]

I. A. Définitions [Ber17, Ch1]

Équation di�érentielle, ordre, on se ramène à l’ordre 1 matriciellement
Solution maximale, globale (implique maximale, mais pas l’inverse)
Problème de CAUCHY, solution d’un problème de CAUCHY, exemple

I. B. Existence et unicité locale [Ber17, §3.2, p84]

Fonction localement lipschitzienne par rapport à la seconde variable

THÉORÈME 1. [THÉORÈME DE CAUCHY-LIPSCHITZ (CAS GLOBALEMENT LIPSCHITZIEN)]
Soient I un intervalle de R et f : I × Kn −→ Kn continue, et globalement lipchitzienne
par rapport à la seconde variable pour une norme ‖.‖. Soit (t0, y0) ∈ I ×Kn.
Alors il existe une unique solution y globale de y′ = f(t, y) telle que y(t0) = y0.

Problème linéaire, exemple, non linéaire, exemple

I. C. Durée de vie des solutions [Ber17, §3.8, p107]

Solution maximale non globale : exemple de x′ = x2

Théorème des bouts, cas oùO = Kn : solutions non bornées ou en temps infini
Lemme de GRÖNWALL, cas où f est lipschitzienne : solution maximale définie sur I tout entier

II. Résolution des équations di�érentielles

II. A. Le cas linéaire [Ber17, Ch2, p25]

Équation linéaire, théorème de CAUCHY-LIPSCHITZ avec solutions globales
Structure de l’ensemble des solutions, base de solutions, wronskien, ensemble des solutions
Méthode de la variation de la constante, exemple d’une équation avec des solutions mêlant
polynômes et exponentielles

II. B. Équations de BERNOULLI, de RICATTI [Gou08, §6.3, p371] [Ber17, §4.2, p133]

Exemple des équations de BERNOULLI et de RICATTI

II. C. Équations di�érentielles et séries entières
[QZ13, §X.VI, p408/435] [Gou08, p245]

Il est souvent judicieux de rechercher des solutions particulières d’équations di�érentielles
sous forme de série entière, notamment lorsque les fonctions coe�icients sont des polynômes.

THÉORÈME 2. Soient p(x) =
∑
n≥0 pnx

n et q(x) =
∑
n≥0 qnx

n convergeant pour x ∈
]−R,R[ oùR > 0. Alors pour tout a0, a1 ∈ C, il existe une unique solution y sur ]−R,R[ de
y′′ + py′ + qy = 0 avec y(0) = a0 et y′(0) = a1, y étant développable en série entière.

APPLICATION 3. Calcul des solutions de y′′ + xy = 0 avec y(0) = 1 et y′(0) = 0, de (1 −
x2)y′′ − xfy′ = 2 sur ]− 1, 1[ ou de 2x(1− x)y′ + (1− 2x)y = 1 sur ]0, 1[.

III. Étude qualitative [Ber17, Ch5/6, p177–262] [QZ13, §X.IV, p380]

III. A. Définitions
Système autonome, les résultats de la première partie restent valables

III. B. Points d’équilibres et isoclines
Point d’équilibre, point stable, instable, asymptotiquement stable
Isocline→ informations sur les champs de vecteurs tangents
Si x(t) −→

t→+∞
x∞ et y(t) −→

t→+∞
y∞, f(x∞, y∞) = 0.

Étude du système de LOKTA-VOLTERRA

III. C. Linéarisation [Ber17, §6.2, p239] [Rou99, §3.3, p127]

Stabilité du système linéaire en fonction des valeurs propres.
Noeuds, foyers, cols, . . .

THÉORÈME 4. [STABILITÉ DE LIAPOUNOV]
Soit f : Rn −→ Rn de classe C1 telle que f(0) = 0. Si les valeurs propres deA = Df(0)
sont toutes de partie réelle strictement négative, alors l’origine est un point d’équilibre
attractif du système y′ = f(y).

Exemples
Contre-exemple lorsque l’on n’a plus les hypothèses : il peut se passer n’importe quoi!
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ANNEXE
Diagramme de stabilité des solutions
Portrait de phase du système de LOKTA-VOLTERRA
Schéma d’EULER

QUESTIONS
Q Si x(t) −→

t→+∞
x∞ et y(t) −→

t→+∞
y∞, montrer que f(x∞, y∞) = 0.

R Si ce n’est pas le cas, il existe t1 tel que |f(x(t), y(t))| ≥ µ > 0 pour t ≥ t1. On a alors
x(t) = x(t1) +

∫ t
t1
x′(s)ds > x(t1) + µ(t− t1) −→

t→+∞
+∞. Contradiction.

Q Calculer la moyenne de x sur une période du système de LOKTA-VOLTERRA.
R On a x = 1

T

∫ T
0 x(t)dt = 1

T

∫ T
0

y′

dy + c
ddt = 1

T
c
d (T − 0) = c

d .
Q Résoudre x′ = f(x) avec f(x) = x1[0,1[(x) + 1[1,+∞[(x) et une condition initiale (t0, x0)

quelconque.
R f est lipschitzienne donc admet une unique solution globale. On étudie ensuite selon la

valeur de x0, puis on fait les raccords, . . .
Q Si F : Rn −→ R de classe C1 est telle que 〈f(y) | y − v〉 ≤ α − β ‖y‖2 pour un v ∈ Rn et
α, β > 0, étudier la durée de vie des solutions de y′ = f(y).

R Il existe une unique solution globale à condition initiale fixée par le théorème de CAUCHY-
LIPSCHITZ. Si (y, I) est une solution maximale, on a :

〈y′(t) | y(t)− v〉 ≤ α− β ‖y(t)‖2

On en déduit que 〈y′(t) | y(t)〉 ≤ α+ 〈y′(t) | v〉 − β ‖y(t)‖2. Ainsi si g : t 7−→ ‖y(t)− v‖2,
on a g′(t)

2 ≤ α − β ‖v‖
2

2 − β g(t)2 , d’où βg(t) + g′(t) ≤ 2α + β ‖x‖2 puis en appliquant le
lemme de GRÖNWALL on vérifie que la durée de vie est infinie.
Autre possibilité : on trouver une boule assez grande telle que l’on ne sort pas de la boule.

Q Que dire de x′ = cos(x+ t2)?
R Les solutions existent, sont de durée de vie infinie car bornées en temps fini.

BIBLIOGRAPHIE
[Ber17] F. BERTHELIN : Équations di�érentielles. Cassini, 2017.

[Gou08] X. GOURDON : Les maths en tête - Analyse. Ellipses, 2ème édition, 2008.

[QZ13] H. QUEFFÉLEC et C. ZUILY : Analyse pour l’agrégation. Dunod, 4ème édition, 2013.

[Rou99] F. ROUVIÈRE : Petit guide de calcul di�érentiel. Cassini, 1999.

ÉNS Paris-Saclay – 2018/2019 Antoine BARRIER – https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/ Page 159 sur 238

https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/


221 ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES. SYSTÈMES D’ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES.
EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Théorie des équations di�érentielles linéaires
[Ber17] [QZ13, ChX, p353] [Gou08, Ch6, p353]

I. A. Définitions et généralités
I. B. Existence et unicité de solutions globales, structure des solutions
Équation linéaire, théorème de CAUCHY-LIPSCHITZ avec solutions globales

THÉORÈME 1. [THÉORÈME DE CAUCHY-LIPSCHITZ (CAS LINÉAIRE)]
Soient I un intervalle de R etA,B ∈ C(I,Mn(K)). Soit (t0, y0) ∈ I ×Kn.
Alors il existe une unique solution y globale de y′ = Ay +B telle que y(t0) = y0.

I. C. Durée de vie des solutions
II. Résolution explicite

II. A. Équations à coe�icients constants [Ber17, Ch2, p25]

II. B. Méthode de la variation de la constante
Méthode de la variation de la constante, exemple d’une équation avec des solutions mêlant
polynômes et exponentielles

II. C. Développements en séries entières [QZ13, §X.VI, p408/435] [Gou08, p245]

Il est souvent judicieux de rechercher des solutions particulières d’équations di�érentielles
sous forme de série entière, notamment lorsque les fonctions coe�icients sont des polynômes.

THÉORÈME 2. Soient p(x) =
∑
n≥0 pnx

n et q(x) =
∑
n≥0 qnx

n convergeant pour x ∈
]−R,R[ oùR > 0. Alors pour tout a0, a1 ∈ C, il existe une unique solution y sur ]−R,R[ de
y′′ + py′ + qy = 0 avec y(0) = a0 et y′(0) = a1, y étant développable en série entière.

APPLICATION 3. Calcul des solutions de y′′ + xy = 0 avec y(0) = 1 et y′(0) = 0, de (1 −
x2)y′′ − xfy′ = 2 sur ]− 1, 1[ ou de 2x(1− x)y′ + (1− 2x)y = 1 sur ]0, 1[.

II. D. Changements de variables [Gou08, §6.3, p371] [Ber17, §4.2, p133]

Équations de BERNOULLI, de RICATTI, ramenées à des équations di�érentielles linéaires

III. Étude qualitative [Ber17, Ch5/6, p177–262] [QZ13, §X.IV, p380]

III. A. Définitions
Système autonome, les résultats de la première partie restent valables

III. B. Points d’équilibres et isoclines
Point d’équilibre, point stable, instable, asymptotiquement stable
Isocline→ informations sur les champs de vecteurs tangents
Si x(t) −→

t→+∞
x∞ et y(t) −→

t→+∞
y∞, montrer que f(x∞, y∞) = 0.

Étude du système de LOKTA-VOLTERRA

III. C. Vers les équations non linéaires [Ber17, §6.2, p239] [Rou99, §3.3, p127]

Stabilité du système linéaire en fonction des valeurs propres.
Noeuds, foyers, cols . . .

THÉORÈME 4. [STABILITÉ DE LIAPOUNOV]
Soit f : Rn −→ Rn de classe C1 telle que f(0) = 0. Si les valeurs propres deA = Df(0)
sont toutes de partie réelle strictement négative, alors l’origine est un point d’équilibre
attractif du système y′ = f(y).

Exemples
Contre-exemple lorsque l’on n’a plus les hypothèses : il peut se passer n’importe quoi!
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Agrégation – Leçons 221 – Équations di�érentielles linéaires. Systèmes d’équations di�érentielles linéaires. Exemples et applications.

ANNEXE
Diagramme de stabilité des solutions
portrait de phase du système de LOKTA-VOLTERRA
Schéma d’EULER

COMMENTAIRES
Voir l’intro historique du [Gou08].
On peut définir les équations di�érentielles linéaires sur des espaces de BANACH . . . mais ce
n’est pas du tout une bonne stratégie : il faut faire attention quand on revient en dimension
finie et cela engendre des di�icultés. Bref rester dans Kn. Il est important de bien travailler les
premières questions post-développement : résolution d’une équation di�érentielle, exemple
d’application du théorème de CAUCHY-LIPSCHITZ.

QUESTIONS
Q Résoudre xy′ = y + x.
R On se place sur ]0,+∞[ puis ]−∞, 0[ pour se ramener à y′ − y

x = 1.
Les solutions homogènes sonty0 : x 7−→ C |x|, puis par variation de la constante on obtient
une solution particulière, d’où y(x) = Cx+ x ln(|x|) sur R∗+ et R∗−.
On regarde ensuite si l’on peut raccorder (penser que la solution doit alors être C1 ! )

Q Considérons y′ = Ay pour A ∈ M3(R) de rang 2. Montrer que les solutions restent dans
un même plan.

R On admet qu’il existe une matrice B de rang 1 telle que BA = 0. On remarque alors que
B(exp(At)− I) = 0, donc Im(exp(At)− Id) ⊂ ker(B) de dimension 2.
Si z est une solution avec z(0) = z0, alors z(t) = (eAt−I)y0 + y0 ∈ ker(B) + y0.

Q Soit f C1 et telle que f ′ + af −→
t→+∞

0 avec a > 0. Montrer que f, f ′ −→
t→+∞

0.

R Si λ = f ′ + af , on a ∀x, f(x) = f(0) e−ax + e−ax
∫ x

0 eat λ(t)dt.
D’où

∣∣∫ x
0 eat λ(t)dt

∣∣ ≤ ‖λ‖∞ ∫ x0 eat dt = ‖λ‖∞ (eax−1), donc f est bornée.
Puis f ′(x) = −af(0) e−ax−a e−ax

∫ x
0 eat λ(t)dt+ λ(x) donc f ′ est également bornée.
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222 EXEMPLES D’ÉQUATIONS AUX DÉRIVÉES PARTIELLES LINÉAIRES.

SPEECH
L’idée de cette leçon est d’étudier quelques exemples illustrants des techniques de résolution
d’ÉDP. Dans un premier il y a des méthodes directes, comme l’équation de transport résolue par
un changement de variables dans le cas d’une vitesse constante. Dans le cas général on peut se
placer sur une courbe sur laquelle l’ÉDP se transforme en une ÉDO. Ensuite pour l’équation des
ondes, c’est encore un changement de variables qui permet d’obtenir une équation simple; on
obtient un cône de dépendance et d’influence. La théorie de FOURIER est un outil également
utile : dans le cas périodique, les séries de FOURIER permettent sous certaines hypothèses de
régularité, d’obtenir des solutions périodiques et plus généralement, on peut utiliser la trans-
formée de FOURIER, par exemple en introduisant une transformée de FOURIER partielle par rap-
port à la variable d’espace qui va simplifier l’équation dans le domaine de FOURIER, on revient
ensuite à la solution via la transformée de FOURIER inverse. Notons également les techniques
hilbertiennes : les ÉDP n’ont pas nécessairement besoin d’hypothèses de régularité trop im-
portantes : notion de solution faible. Pour finir on peut parler de l’équation de LAPLACE qui se
résout en introduisant les fonctions harmoniques.

QUESTIONS
Q PourquoiH1([0, 1]) est un espace normé?
Q Pourquoi la convergence forte implique la convergence faible?
Q Résoudre ∂tu+ c∂xu = u avec condition initiale u0.
R On considère une trajectoire t 7−→ (X(t), t) avecX de classe C1. Soitw : t 7−→ u(X(t), t).

On calculew′(t) = (X ′(t)− c)∂tu(X(t), t) + w(t). PrenonsX(t) = a+ ct avec a ∈ R. On
aw′ = w doncw = A et pourA ∈ R, et la condition initiale donneA = u0(a).
On a alorsw(t) = u0(a) et puis u(x, t) = u(x− ct+ ct, t) = u0(x− ct) et.

Q Et en dimension supérieure? Si u : Rn −→ R est telle que
∑n
i=1 ai∂xiu = 0?

R On a∇u ∈ A⊥. Fixons une variable comme étant le temps, par exemple t = xn. On prend
an = 1 pour l’instant, de sorte que ∂ux +

∑n−1
i=1 ai∂xiu = 0. PrenonsX : R −→ Rn−1 de

classe C1 etw : t 7−→ u(X(t), t). On obtientw′(t) =
∑n−1
i=1 (X ′i(t)− ai)∂xiui.

On prend X ′i = ai, de sorte que X(t) = ζ +
∑n−1
i=1 taiei. Alors w = A et donc w(t) =

u(X(0), 0) = u0(ζ).
Q Résoudre x∂xu+ y∂yu = a

√
x2 − y2.

R Passons en coordonnées polaires : u(x, y) = v(r, θ). v vérifie ∂rv = a donc v(r, θ) = ar +
c(θ) puis limθ→π v = limθ→−π v donc limθ→π ∂θv = limθ→−π ∂θv, et ainsi c ∈ C1(T).
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223 SUITES NUMÉRIQUES. CONVERGENCES, VALEURS D’ADHÉRENCE. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

Dans cette leçon, on considère des suites à valeurs dans K = R ou C.

I. Autour de la convergence de suites [Gou08, §1.2/Ch4, p19/191]

Définition d’une suite convergente/divergente, exemples de un = (1 + 1/n)n −→
n→+∞

e (ou
plus simple . . .), de un = (−1)n
Unicité de la limite, somme, produit de limites ... Une suite convergente est bornée
lim inf, lim sup : existence et unicité, la suite converge vers ` si et seulement si ` = lim inf =
lim sup, exemple d’une suite sous-additive [QZ13]
Valeur d’adhérence, caractérisation, exemples
Convergence si on a une unique valeur d’adhérence
Théorème de BOLZANO-WEIERSTRASS
Exemples des suites arithmétiques et géométriques
Suites de CAUCHY

II. Comportements de suites réelles [El 11]

K = R dans cette partie, sauf mention explicite (théorème de CESÀRO)
Théorème des gendarmes, exemples
Suites adjacentes, exemple [Gou08, p198], segments emboités

II. A. Comparaison asymptotique [Gou08, §2.2, p85–93]

DÉfiNITION 1. Soient u et v deux suites. On dit qu’au voisinage de +∞ :
• v domine u, et on note un = O(vn), si ∃C > 0,∃n0 ∈ N | ∀n ≥ n0, |un| ≤ C |vn|,
• u est négligeable devant v, et on note un = o(vn), si ∀ε > 0,∃n0 ∈ N,∀n ≥ n0, |un| ≤
ε |vn|,

• u et v sont équivalentes, et on note un ∼ vn, si un − vn = o(vn).

EXEMPLE 2. n2 + sin(n) = O(n2) et n2 + sin(n) ∼ n2

PROPOSITION 3. On les propriétés suivantes :
(i) o etO sont stables par somme, c’est-à-dire siun = o(wn) et vn = o(wn), alorsun+vn =

o(wn), et de même avecO,
(ii) o,O et∼ sont stables par produit, passage à une puissance. Par exemple si un = O(wn)

et vn = O(zn), alorsunvn = O(wnzn), puis siun ∼ wn et vn ∼ zn, alorsunvn ∼ wnzn.

REMARQUE 4. La relation∼ n’est pas compatible avec l’addition :n+2 ∼ n+1 et−n ∼ −n
mais 2 6∼ 1.

Définition d’un développement asymptotique.

THÉORÈME 5. [SOMMATION DES RELATIONS DE COMPARAISON]
Soient u = (un)n∈N à valeurs dans K et v = (vn)n∈N à valeurs dans R+. Notons Sn(u) =∑
k≤n uk etRn(u) =

∑
k>n uk (et de même Sn(v) etRn(v)) les sommes partielles et restes

d’ordre n ∈ N associés. Alors :

un = o(vn) un = O(vn) un ∼ vn∑
n∈N vn < +∞ Rn(u) = o(Rn(v)) Rn(u) = O(Rn(v)) Rn(u) ∼ Rn(v)∑
n∈N vn = +∞ Sn(u) = o(Sn(v)) Sn(u) = O(Sn(v)) Sn(u) ∼ Sn(v)

II. B. Étude de suites récurrentes [FGN07, p99–103] [Gou08, Ch4, p191]

THÉORÈME 6. [THÉORÈME DE CESÀRO]
Soit (an)n∈N ∈ CN telle que an −→

n→+∞
`. Alors 1

n

∑n
k=1 ak −→

n→+∞
`.

APPLICATION 7. Soit f une application continue définie au voisinage de 0+ admettant un
développement asymptotique en 0 de la forme f(x) = x − axα + o(xα), où a > 0 et
α > 1. Alors pour u0 > 0 assez petit, la suite u définie par un+1 = f(un) pour n ∈ N vérifie
un ∼ 1

(na(α−1))
1

α−1
.

Exemples de f = sin et f = log(1 + .).

APPLICATION 8. Soit (un)n∈N la suite définie par u0 ∈ R et, pour tout n ∈ N, un+1 =
un + e−un . Alors on a le DA2 suivant : un = lnn+ lnn

2n + o
( lnn
n

)
.

Suites récurrentes linéaires [Gou08]

III. Approximation [Dem96, ChIV, p93] [Rou99]

Approximation d’un irrationnel par des rationnels [Gou08, Ch4, p196]
Coe�icient de convergence, convergence géométrique, quadratique
Suites récurrentes avec point fixe : vitesse de convergence en fonction de la dérivée en le point
fixe ...
Méthode de ROMBERG-RICHARDSON [Dem96, §III.5.2, p85]
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THÉORÈME 9.
Soit f : [c, d] −→ R une fonction C2, où c < d, et telle que f(c) < 0 < f(d) et f ′ > 0 sur
[c, d]. On considère la suite récurrente définie par x0 ∈ [c, d] et xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn) pour
n ∈ N.
Alors en notant a l’unique 0 de f , on a :

(i) il existe α > 0 tel que pour tout x0 ∈ [a − α, a + α], (xn)n∈N converge vers a de
manière quadratique et il existeC > 0 telle que ∀n ∈ N, |xn+1 − a| ≤ C |xn − a|2.

(ii) si de plus f ′′ > 0 sur [a, d], alors pour tout x0 ∈]a, d], (xn)n∈N est strictement dé-
croissante et xn+1 ∼n→+∞

f ′′(a)
2f ′(a) (xn − a)2.

Autre méthode : descente de gradient

SPEECH
Étude les suites numériques permet de comprendre les nombres réels (constructions, suites
des décimaux, . . .) et o�re un cadre fondamental qui amène des applications en analyse, inté-
gration, analyse complexe, probabilités, . . ..

COMMENTAIRES
Une bonne introduction historique : [FGN07, p57].

QUESTIONS
Q Pour quels θ ∈ R la suite (un = cos(nθ))n∈N converge-t-elle?
R Distinguer selon que θ/π est commensurable ou non : si non la suite ne converge pas car

elle est dense dans [−1, 1], si oui elle est périodique donc ne converge que si θ ∈ 2πZ.
Q Même exercice avec (vn = sin(nθ))n∈N.
R On montre qu’une suite converge si et seulement si l’autre converge. Nécessairement la li-

mite est alors 0 . . . Autre manière de faire : penser que cos(nθ) = <(enθ) puis utiliser le
théorème de CESÀRO.

Q Donner un développement asymptotique de un = √n+ un−1 où u1 = 1.
R On montrer que un ≤ 2

√
n = o(n) par récurrence. Puis :

un+1 =
√
n(
√

1 + un/n) =
√
n(1+1/2un/n+o(un/n)) =

√
n+1/2un/

√
n+o(un/

√
n)

Donc un ∼
√
n puis un+1 =

√
n+ 1

2 + o(1). En réinjectant on obtient

un+1 =
√
n+ 1

2 −
1

4n + o(1/n)
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224 EXEMPLES DE DÉVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES DE SUITES ET DE FONCTIONS.

Soit K = R ou C et (X, d) un espace métrique.

I. Comparaison de suites et de fonctions [Gou08, §2.2, p85–93]

I. A. Relations de comparaison

DÉfiNITION 1. Soient f et g deux applications deD ⊂ X à valeurs dansK et soit a un point
d’accumulation deD. On dit qu’au voisinage de a :
• f est dominée par g, et on note f(x) =

x→a
O(g(x)), si ∃C > 0,∃V ∈ V(a),∀x ∈

V ∩D, ‖f(x)‖ ≤ C ‖g(x)‖,
• f est négligeable devant g, et on note f(x) =

x→a
o(g(x)), si ∀ε > 0,∃V ∈ V(a),∀x ∈

V ∩D, ‖f(x)‖ ≤ ε ‖g(x)‖,
• f et g sont équivalentes, et on note f(x) ∼

x→a
g(x), si f(x)− g(x) =

x→a
o(g(x)).

REMARQUE 2. Ces définitions sont valables pour des suites numériques : prendre X = N,
E = R ou C et a = +∞. Dans ce cas, on omettra le n→ +∞ qui est implicite.

EXEMPLE 3.
• n2 + sin(n) = O(n2) et n2 + sin(n) ∼ n2,
• Pour α, β > 0, xα =

x→+∞
o(eβx) et xα =

x→+∞
o(βx),

• Si f(x) = 3x5 − x4 + x2 alors f(x) =
x→0

o(x), f(x) =
x→0

o(x6) et f(x) ∼
x→0

3x5.

PROPOSITION 4. On les propriétés suivantes :
(i) o etO sont stables par somme, c’est-à-dire si f = o(ϕ) et g = o(ϕ), alors f + g = o(ϕ),

et de même avecO,
(ii) o, O et∼ sont stables par produit, passage à une puissance. Par exemple si f = O(ϕ1)

et g = O(ϕ2), alors fg = O(ϕ1ϕ2), puis si f ∼ ϕ1 et g ∼ ϕ2, alors fg ∼ ϕ1ϕ2.

REMARQUE 5. La relation∼ n’est pas compatible avec l’addition :n+2 ∼ n+1 et−n ∼ −n
mais 2 6∼ 1.

I. B. Développement limité
Dans cette partie, I désigne un intervalle de R non trivial. On considère f : I −→ K.

DÉfiNITION 6. Soientn ∈ N∗ eta ∈ I . On dit quef admet un développement limité d’ordre
n au voisinage de a (noté DLn(a)) s’il existe a0, . . . , an ∈ K tels que, au voisinage de a, on
a f(x) = a0 + a1(x− a) + · · ·+ an(x− a)n + o((x− a)n).

Dans la suite quitte translater f , on supposera que a = 0 (et donc 0 ∈ I).

THÉORÈME 7. [FORMULE DE TAYLOR-YOUNG]
Si f est n fois dérivable en 0, alors f admet le DLn(0) suivant :

f(x) = f(a) + f ′(a)(x− a) + · · ·+ f (n)(a)
n! (x− a)n + o((x− a)n)

EXEMPLE 8. Développements limités de fonctions usuelles. [VOIR ANNEXE].

APPLICATION 9. [THÉORÈME CENTRAL LIMITE]
Soit (Xi)i∈N∗ une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de carré intégrable. Alors :

1√
n

∑n
i=1(Xi − E[X1]) L−→

n→+∞
Z ∼ N (0,Var(X1))

PROPOSITION 10. f est continue (resp. dérivable) en 0 si et seulement si f admet un DL0(0)
(resp. DL1(0)).

REMARQUE 11. On ne peut pas généraliser ce résultat à n > 1 : par exemple pour f définie
par f(x) = x3 sin( 1

x ), on a que f admet un DL2(0) mais n’est pas deux fois dérivable en 0.

PROPOSITION 12. Si f admet un DLn(0) pour un n ∈ N, alors il est unique.

PROPOSITION 13. [DÉRIVATION/INTÉGRATION DE DL]
On a les propriétés suivantes :

(i) Si f et dérivable et si f ′ admet un DLn(0) de la forme f ′(x) =
∑n
k=0 akx

k+o(xn), alors
f admet un DLn+1(0) de la forme f(x) = f(0) +

∑n
k=0

ak
k+1x

k+1 + o(xn+1),
(ii) Si f est n ≥ 2 fois dérivables en 0, alors f ′ admet un DLn−1(0).

PROPOSITION 14. [SOMME ET PRODUIT DE DL]
Soitg : I −→ Kune autre application. Supposons quef etg admettent un DLn(0) et écrivons
f(x) = Pn(x) + o(xn) et g(x) = Qn(x) + o(xn) avec Pn, Qn ∈ Rn[X]. Alors :

(i) f + g admet un DLn(0) et (f + g)(x) = (Pn +Qn)(x) + o(xn),
(ii) f × g admet un DLn(0) et (f × g)(x) = Rn(x) + o(xn) oùRn est le reste de la division

euclidienne de PnQn parXn+1.
(iii) Si g(0) 6= 0, alors fg admet un DLn(0) et (f/g)(x) = Rn(x) + o(xn), oùRn est l’unique

polynôme de K[X] tel que Pn s’écrit Pn = RnQn +Xn+1Sn, avec deg(Sn) ≤ n.
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PROPOSITION 15. [COMPOSITION DE DL]
Soit g : J −→ K une autre application, où J est un intervalle de R tel que x0 = f(0) ∈ J .
Supposons que f(x) = Pn(x) + o(xn) admet un DLn(0) et que g(x0 + h) = Qn(h) + o(hn)
admet un DLn(x0).
Alors g ◦ f admet un DLn(0) et g ◦ f(x) = Rn(x) + o(xn) où Rn est le reste de la division
euclidienne deQn ◦ Pn parXn+1.

APPLICATION 16. DL3(0) de arcsin à partir du DL(0) de sin.

I. C. Développement asymptotique

DÉfiNITION 17. Soita ∈ X . On appelle échelle de comparaison un ensembleE de fonctions
définies au voisinage de a dans X sauf éventuellement en a, et telles que si f, g ∈ E , alors
f = g ou bien f = o(g) ou bien g = o(f).

EXEMPLE 18. X = R, a = +∞ : E1 = {x 7−→ xα | α ∈ R} et E2 ={
x 7−→ xα(ln(x))β | α, β ∈ R

}
.

DÉfiNITION 19. Soient f : D ⊂ X −→ K un application et a un point d’accumulation
de D dans X . Soit k ∈ N∗. On appelle développement asymptotique à k termes de f par
rapport à une échelle de comparaison E au voisinage de a (noté DAk(a)) toute expression
de la forme c1f1 + c2f2 + · · ·+ ckfk telle que (ci)1≤i≤k ∈ Kk, (fi)1≤i≤k ∈ Ek et :

(i) fi+1 =
a
o(fi) pour tout 1 ≤ i ≤ k − 1,

(ii) f(x) =
x→a

c1f1(x) + c2f2(x) + · · ·+ ckfk(x) + o(fk(x)).

PROPOSITION 20. A E fixé, le DAk, s’il existe, est unique.

REMARQUE21. Un développement limité est un développement asymptotique par rapport à
l’échelle de comparaison constituée des fonctions du typexα(α ∈ N). On en déduit l’unicité
du développement limité à tout ordre. Notons que l’on peut généraliser le DL à a = +∞ si
+∞ ∈ I en considérantE = {x 7−→ x−α | α ∈ N} et on se ramène en 0 en posantX = 1/x.

APPLICATION 22. Les DA permettent de préciser la position relative d’une courbe par rapport
à une tangente ou une asymptote. Par exemple, considérons f(x) = x3 sin

( 1
x

)
pour x 6= 0 et

f(0) = 0. Alors f(x) =
x→+∞

x3 ( 1
x −

1
6x3 + 1

120x5 + o
( 1
x5

))
lorsquex→ +∞donc y = x2− 1

6

est une asymptote par valeurs inférieures de f en +∞.

II. Exemples de développements asymptotiques de suites

II. A. Séries numériques [Gou08, §4.2, p201–206]

THÉORÈME 23. [SOMMATION DES RELATIONS DE COMPARAISON]
Soient u = (un)n∈N à valeurs dans K et v = (vn)n∈N à valeurs dans R+. Notons Sn(u) =∑
k≤n uk etRn(u) =

∑
k>n uk (et de même Sn(v) etRn(v)) les sommes partielles et restes

d’ordre n ∈ N associés. Alors :

un = o(vn) un = O(vn) un ∼ vn∑
n∈N vn < +∞ Rn(u) = o(Rn(v)) Rn(u) = O(Rn(v)) Rn(u) ∼ Rn(v)∑
n∈N vn = +∞ Sn(u) = o(Sn(v)) Sn(u) = O(Sn(v)) Sn(u) ∼ Sn(v)

THÉORÈME 24. [COMPARAISON SÉRIE-INTÉGRALE]
Soit f : R+ −→ R+ une fonction décroissante continue par morceaux.
Alors la série de terme général (positif)

∫ n
n−1 f(t)dt− f(n) converge.

En particulier,
∑
f(k) et (

∫ n
0 f(t)dt)n∈N ont même nature et on a :

• si
∑
f(k) converge, alors

∫∞
n+1 f(t)dt ≤

∑
k≥n f(k) ≤

∫∞
n
f(t)dt,

• si
∑
f(k) diverge, alors

∑
k≥n f(k) ∼

∫ n
0 f(t)dt.

APPLICATION 25. [SÉRIES DE BERTRAND] Soient α, β ∈ R. Alors
∑
n ∈N

1
nα ln(n)β < +∞

si et seulement si α > 1 ou (α = 1, β > 1).

EXEMPLE 26. [Gou08, p.203] Développement asymptotique de la série harmonique (suite) à
l’ordre 3 :Hn = lnn+ γ + 1

2n + o
( 1

2n
)

.

DÉfiNITION 27. [NOMBRES ET POLYNÔMES DE BERNOULLI]
z 7−→ z

ez −1 est développable en série entière sur un disque Dr(0) pour un r > 0.
• On note (bn)n∈N la suite telle que z

ez −1 =
∑
n≥0

bn
n! z

n sur ce disque.
• Il existe une suite de polynômes, notée (Bn)n∈N, telle que z exz

ez −1 =
∑
n≥0

Bn(x)
n! zn par

produit de CAUCHY.

PROPOSITION 28. Pour n ∈ N et x ∈ C, on a :

(i) Bn(1− x) = (−1)nBn(x),
(ii) B′n+1 = (n+ 1)Bn,

(iii) Bn(x+ 1)−Bn(x) = nxn−1,

(iv) Bn(0) = Bn(1) = bn pour n ≥ 2,
(v) b2n+1 = 0.
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THÉORÈME 29. [FORMULE D’EULER-MACLAURIN] [Gou08, §4.7, p301]
Soientm < n ∈ Z, r ∈ N∗ et f : [m,n] −→ C une fonction de classe Cr. Alors :

n∑
k=m

f(k) =
∫ n

m

f(t)dt+ 1
2[f(m) + f(n)] +

r∑
`=2

b`
`! [f (`−1)(n)− f (`−1)(m)] +Rr

oùRr = (−1)r+1

r!
∫ n
m
B̃r(t)f (r)(t)dt où B̃r(t) = Br(t− btc).

APPLICATION 30. [SÉRIE HARMONIQUE]
Soit r ∈ N∗. On aHn = lnn+ γ + 1

2n −
∑r−1
`=1

b2`
2`

1
n2` +O

( 1
n2r

)
.

II. B. Suites récurrentes [FGN07, p99–103]

THÉORÈME 31. [THÉORÈME DE CESÀRO]
Soit (an)n∈N ∈ CN telle que an −→

n→+∞
`. Alors 1

n

∑n
k=1 ak −→

n→+∞
`.

APPLICATION 32. Soit f une application continue définie au voisinage de 0+ admettant
un développement asymptotique en 0 de la forme f(x) = x − axα + o(xα), où a > 0 et
α > 1. Alors pour u0 > 0 assez petit, la suite u définie par un+1 = f(un) pour n ∈ N vérifie
un ∼ 1

(na(α−1))
1

α−1
.

Exemples de f = sin et f = log(1 + .).

APPLICATION 33. Soit (un)n∈N la suite définie par u0 ∈ R et, pour tout n ∈ N, un+1 =
un + e−un . Alors on a le DA2 suivant : un = lnn+ lnn

2n + o
( lnn
n

)
.

II. C. Suites définies de manière implicite [FGN07, p127]

Les suites définies à partir d’une famille de polynômes sont fréquentes. On se ramène alors à
l’étude de ses polynômes, sans forcément qu’il y ait de méthode générale.

EXEMPLE 34. Soit an la plus grande racine réelle deX2n − 2nX + 1.
Alors on a le DA2 suivant : an = 1 + ln(2n)

2n + o
( lnn
n

)
.

EXEMPLE 35. Soit (un)n∈N une suite de réels telle que, pour tout n ∈ N, u5
n + nun − 1 = 0.

Alors on a le DA2 suivant : un = 1
n −

1
n6 + o

( 1
n6

)
.

III. Exemples de développements asymptotiques de fonctions

III. A. Fonctions définies par une intégrale [Gou08, §3.4, p159]

THÉORÈME 36. [INTÉGRATION DES RELATIONS DE COMPARAISON]
Soient I = [a, b[ un intervalle semi-ouvert de R, f : I −→ R et g : I −→ R∗+ des applications
continues par morceaux sur I . Alors lorsquex→ b−, on a les mêmes résultats qu’au théorème
23, en remplaçant les sommes partielles par des intégrales entre a et x, et les restes par des
intégrales entre x et b, et la condition de sommabilité de v par l’intégrabilité de g.

EXEMPLE 37. [UTILISATION DE L’INTÉGRATION PAR PARTIES] [Gou08, p169]
Pour x ≥ 2, on définit le logarithme intégralLi(x) =

∫ x
2

dt
log t . Alors on a le DAk(+∞) :

Li(x) = x

log x + 1!x
log2 x

+ · · ·+ (k − 1)!x
logk x

+ o

(
x

logk x

)

PROPOSITION 38. [MÉTHODE DE LAPLACE] [Rou99, p322]
Soient [a, b] un intervalle de R, ϕ : [a, b] −→ R de classe C2 et f : [a, b] −→ C telle que
e−t0ϕ f soit intégrable pour un certain t0 ∈ R. On suppose quef est continue enaetf(a) 6= 0,
et que ϕ′ > 0 sur ]a, b[, ϕ′(a) = 0 et ϕ′′(a) > 0. Alors :∫ b

a

e−tϕ(x)f(x)dx ∼
t→+∞

√
π

2ϕ′′(a)
e−tϕ(a)f(a)√

t

APPLICATION 39. [FORMULE DE STIRLING] On a Γ(t+ 1) ∼
t→+∞

tte−t
√

2πt.

III. B. Fonctions définies par la somme d’une série [Gou08, p154/282]

EXEMPLE 40. Soit f : [0,+∞[−→ R une fonction Cpm et décroissante, telle que∫ +∞
0 f(t)dt converge et est non nulle. Alors pour t > 0,

∑+∞
n=1 f(nt) converge et∑+∞

n=1 f(nt) ∼
t→0

1
t

∫ +∞
0 f(x)dx.

EXEMPLE 41. [FONCTION ZETA]
Soit ζ : s 7−→

∑+∞
n=1

1
ns . Alors ζ(s) =

s→1−
1
s−1 + γ + o(1) où γ est la constante d’EULER.

III. C. Fonctions définies comme solution d’une équation di�érentielle

ÉNS Paris-Saclay – 2018/2019 Antoine BARRIER – https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/ Page 167 sur 238

https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/


Agrégation – Leçons 224 – Exemples de développements asymptotiques de suites et de fonctions.

ANNEXE
Développements limités usuels en 0
Soit a ∈ R.

(1 + x)a = 1 + ax+ a(a− 1)
2! x2 + · · ·+ a(a− 1)(a− 2)...(a− n+ 1)

n! xn + o(xn)
1

1− x = 1 + x+ x2 + x3 + · · ·+ xn + o(xn)

ln(1− x) = x− x2

2 −
x3

3 − · · · −
xn

n
+ o(xn)

ex = 1 + x+ x2

2! + x3

3! + · · ·+ xn

n! + o(xn)

cosx = 1− x2

2! + x4

4! − · · ·+ (−1)n x2n

(2n)! + o(x2n+1)

sin x = x− x3

3! + x5

5! − · · ·+ (−1)n x2n+1

(2n+ 1)! + o(x2n+2)

cosh x = 1 + x2

2! + x4

4! + · · ·+ x2n

(2n)! + o(x2n+1)

sinh x = x+ x3

3! + x5

5! + · · ·+ x2n+1

(2n+ 1)! + o(x2n+2)

SPEECH
Les développements asymptotiques et développements limités sont des outils apparaissant
dans presque tous les domaines des mathématiques. Ils permettent en e�et de comprendre le
comportement typique d’une fonction ou d’une suite en un point ou en l’infini, en les compa-
rant à des fonctions usuelles telles les puissances de x combinées avec des puissances de ln.
Première partie : introduction des notations o,O,∼ qui sont très pratiques de par leur stabilité
et la malléabilité de l’écriture. On notera toutefois qu’il faut faire attention avec les équivalents.
On introduit d’abord les développements limités parce que dans un cours de sup, il vaut mieux
considérer d’abord ce cas qui est plus simple et évite des notations lourdes que les étudiants
auraient du mal à assimiler. On étend ensuite cela aux développements asymptotiques qui la
plupart du temps utilisent les familles de l’exemple.
Dans la suite, les développements asymptotiques étant avant tout des outils, on doit surtout
les illustrer par une multitude d’exemples, les plus variés possibles. Dans un premier temps,
on étudie les exemples de développements asymptotiques de suites. Les suites auxquelles on
s’intéresse sont celles que l’on retrouve fréquemment comme les séries, les suites numériques
ou encore les suites définies à partir de polynômes.
Enfin les développements asymptotiques de fonctions sont aussi fréquents. Là encore on s’in-
téresse à des fonctions définies de manières classiques : intégrales à paramètres, séries de fonc-
tions, ou encore solutions d’équations di�érentielles.

COMMENTAIRES
Il faut s’entrainer pour être à l’aise avec toutes les méthodes ... Leçon avec des outils de niveau
prépa mais qui peut être rapidement compliquée.

QUESTIONS
Q Trouver un DA de la série des 1/k2 (en utilisant la formule d’EULER-MACLAURIN).
Q Trouver le DA3(0) de arcsin.
Q On pose Pn = Xn + Xn−1 + 2X − 1. Montrer qu’il existe un unique xn > 0 tel que
Pn(xn) = 0. Montrer que (xn)n∈N est croissante et converge vers 1. [FGN07, p127]
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226 SUITES VECTORIELLES ET RÉELLES DÉFINIES PAR UNE RELATION DE RÉCURRENCE un+1 = f (un).
EXEMPLES. APPLICATIONS À LA RÉSOLUTION APPROCHÉE D’ÉQUATIONS.

I. Généralités sur les suites récurrentes
I. A. Suites récurrentes réelles [Gou08, Ch4, p191]

Définition à tout ordre, on se place dans le cadre ordre 1 (en fait en utilisant un cadre matriciel
on pourra toujours se ramener à ce cas-là)
Exemples des suites arithmétiques, géométriques, homographiques
Propriétés de monotonie lorsque f est croissante/décroissante sur des intervalles stables
Lemme de la grenouille [FGN07, §2.19, p86]

I. B. Suites récurrentes vectorielles
Permet notamment de se ramener à un ordre 1
Équation caractéristique
Application à la résolution d’une suite récurrente linéaire d’ordre p.
Exemple de la suite de FIBONACCI

II. Points fixes et suites récurrentes
II. A. Théorèmes de points fixes [Dem96, ChIV, p93] [Rou99] [Gou08, §1.2, p21–23]

Définition d’un point fixe, toute suite récurrence convergente converge vers un point fixe de f
Exemples d’existence de points fixes (théorème des valeurs intermédiaires) : f : [0, 1] −→ [0, 1]
continue, f : R+ −→ R+ telle que lim supx→+∞ f(x)/x < 1.
Théorème du point fixe de PICARD, corollaire avec une itérée
Exemple/contre-exemple
Vitesses de convergence en fonction de la dérivée, point fixe attractif, répulsif (schémas),
exemple du sinus itéré

II. B. Applications en probabilités [BL07, ChVIII, p193]

Noyau de transition, chaînes deMARKOV, mesure invariante, existence, cas de non unicité . . .
Existence dans le casE fini, convergence sous conditions vers la mesure invariante

PROPOSITION 1. [PROCESSUS DE BRANCHEMENT DE GALTON-WATSON]
Soient (Xj

i )i,j≥1 des v.a. i.i.d. à valeurs dans N. On note µ leur loi,m leur espérance et on
définit le processus (Zn)n∈N par Z0 = 1 et Zn+1 =

∑Zn
i=1X

n+1
i pour n ∈ N. et enfin

ρ = P(∃n ≥ 0 |Zn = 0). Alors si µ 6= δ1, on a :
• sim ≤ 1, ρ = 1 et on a extinction du processus presque surement,
• sim > 1, ρ < 1 et il y a une probabilité strictement positive de survie.

III. Application à la résolution d’équations par des méthodes
itératives

III. A. Méthode de NEWTON [Dem96, ChIV, p93] [Rou99]

THÉORÈME 2.
Soit f : [c, d] −→ R une fonction C2, où c < d, et telle que f(c) < 0 < f(d) et f ′ > 0 sur
[c, d]. On considère la suite récurrente définie par x0 ∈ [c, d] et xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn) pour
n ∈ N.
Alors en notant a l’unique 0 de f , on a :

(i) il existe α > 0 tel que pour tout x0 ∈ [a − α, a + α], (xn)n∈N converge vers a de
manière quadratique : il existeC > 0 telle que ∀n ∈ N, |xn+1 − a| ≤ C |xn − a|2.

(ii) si de plus f ′′ > 0 sur [a, d], alors pour tout x0 ∈]a, d], (xn)n∈N est strictement dé-
croissante et xn+1 − a ∼n→+∞

f ′′(a)
2f ′(a) (xn − a)2.

Et en dimension quelconque

III. B. Méthodes de descente de gradient [FGN12, §, p39]

Méthodes de descente de gradient
Gradient à pas optimal

III. C. Résolution de systèmes linéaires [AK02, PIV, p153]

Idée : décomposition régulièreA = M −N avecM facile à inverser
On définit x0 ∈ Kn et xn+1 = M−1(Nxn + b). Si cette suite converge, la limite est la solution
deAx = b
Théorème : la méthode itérative converge pour tout x0 si et seulement si ρ(M−1N) < 1. Dans
ce cas, vitesse de convergence est géométrique
Exemple : méthode de RICHARDSON
Pour une matriceA hermitienne définie positive, siM,N est une décomposition satisfaisante,
on aM∗ +N est hermitienne et si elle est définie positive, alors ρ(M−1N) < 1
Méthode de JACOBI : on prend pourD la diagonale deA. On aM−1N = In −D−1A (on peut
supposerD inversible quitte à permuter les colonnes deA)
SiA est hermitienne, on a convergence siA et 2D −A sont définies positives
Méthode de GAUSS-SEIDEL : on prend pour M la matrice triangulaire inférieure issue de A, et
pourN l’opposé des coe�icients restants. SiA est hermitienne définie positive, on a la conveer-
gence de la méthode carM∗ +N l’est aussi
Remarque : les itérations correspondent à un calcul matriciel, on a donc n2 opérations. Les
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inversions deM nécessitent n opérations pour JACOBI, n2/2 pour GAUSS-SEIDEL, donc pour un
nombre d’itération� n, ces méthodes sont plus rapides que les méthodes directes

III. D. Recherche de valeurs propres [AK02, Ch15, p215]

Méthode de la puissance pour trouver la plus grande valeur propre en module, ainsi qu’un vec-
tor propre, vitesse géométrique
Matrices de GIVENS, méthode de JACOBI :Ak −→

k→+∞
diag(λσ(i)) pour un σ ∈ Sn

ANNEXE
Suites du sinus itéré
Méthode de NEWTON en dimension 1
Points fixes attractifs/répulsifs, selon la valeur de |f ′| et le signe de f ′

COMMENTAIRES
Une leçon facile à remplir, il faut sélectionner ce sur quoi on est à l’aise.

QUESTIONS
Q Étudier la suite définie par récurrence par xn+1 = sin(xn). Donner un équivalent.
R xn ∈ [−1, 1] pour n ≥ 1 et si f = sin, on a que f est croissante sur cet intervalle donc la

suite est monotone et converge vers un point fixe de f sur cet intervalle. Cela ne peut être
que 0. Donc xn −→

n→+∞
0.

En utilisant le DL3 de sin, on a que xn+1 − xn ∼ −x
3
n

6 .
On étudie xβn+1 − xβn qui converge vers la limite finie 1

3 pour β = −2.
On a donc par le théorème de CESÀRO que x−2

n ∼ n/3 et ainsi xn ∼
√

3
n .

Q Si f est continue de [0, 1] dans [0, 1] et xn+1 = f(xn), montrer que (xn)n converge
si et seulement si |xn+1 − xn| −→

n→+∞
0 (lemme de la grenouille).

R Le sens direct est évident. Réciproquement, supposons que (xn)n possède deux valeurs
d’adhérence distinctes `, `′, alors on a que [`, `′] est un ensemble de valeurs d’adhérences
par hypothèse (faire un dessin). L’ensemble des valeurs d’adhérence est donc connexe. Vé-
rifions qu’une valeur d’adhérence est un point fixe. Si xϕ(n) −→ `, alors f(xϕ(n)) −→ f(`)
et par hypothèse on en déduit que f(`) = `. Comme on a un segment de valeurs d’adhé-
rences, donc de points fixes, on a que dès qu’un des termes est dans le segment, la suite
est constante. Ce qui contredit le fait que l’on ait deux valeurs d’adhérence. Donc il y a une
unique valeur d’adhérence et la suite converge.

Q Considérons ϕ : (a, b) 7−→ (a+b
2 ,
√
ab). Montrer (an)n et (bn)n ont même limite. Montrer

que la convergence de (an − bn)n vers 0 est géométrique.
R On a que an, bn ∈ [min(a0, b0),max(a0, b0)] pour tout n. On vérifie par récurrence que

(an)n est décroissante et (bn)n est croissante et de plus an ≥ bn. Les deux suites sont donc
convergentes. Si elles convergent vers `1, `2, alors on a (`1, `2) = ( `1+`2

2 ,
√
`1`2), ce qui

n’est possible que si `1 = `2.
Q Soit f : Rn −→ R de classe C2 telle que β ‖h‖2 ≥ ∇2f(x)(h, h) ≥ α ‖h‖2. Montrer que f

a un unique minimiseur et donner un algorithme convergeant vers ce minimiseur.
R Utiliser la formule de TAYLOR avec reste intégral. Une méthode à descente de gradient

convient.
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228 CONTINUITÉ ET DÉRIVABILITÉ DES FONCTIONS RÉELLES D’UNE VARIABLE RÉELLE. EXEMPLES ET
APPLICATIONS.

Soit I un intervalle de R et f : I −→ R une application.

I. Généralités autour de la continuité et de la dérivabilité
[Gou08, §2.1, p69]

I. A. Définitions et exemples [Gou08, §1.1/2.3, p12/94]

Continuité, dérivabilité, exemple de fonctions continue, dérivable, continue non dérivable (va-
leur absolue), de dérivée non continue (x 7−→ x2 sin(1/x))
Dérivabilité implique continuité
Lien avec les développements limités
Fonctions lipschitziennes, notion d’uniforme continuité
Fonctions convexes

I. B. Propriétés de stabilité et dérivations successives
Stabilité par composition, somme, produit, formules de la dérivée associée ...
Dérivée de la fonction réciproque lorsque f ′ ne s’annule pas ...
Formule de LEIBNIZ

II. Résultats autour de la continuité et de la dérivabilité
[Gou08, §2.1, p69]

II. A. Théorème des valeurs intermédiaires [Gou08, §1.3/1.4, p31/41]

TVI, applications basiques : il existe un zéros entre a et b si f(a)f(b) < 0, un polynôme de degré
impair admet une racine
Une fonction continue sur un intervalle compact [a, b] est bornée et atteint ses bornes
Cas d’une fonction continue coercive sur R

II. B. Théorème de HEINE [Gou08, §1.3, p31]

Théorème de HEINE.
Exemples : fonctions continues périodiques, ou continues avec une limite finie en ±∞,
deuxième théorème de DINI

II. C. Théorème de ROLLE et accroissement finis
Théorème de ROLLE, inégalité des accroissements finis, règle de l’Hospital

II. D. Densité des polynômes [QZ13, §XIII.II.1, p518–519]

THÉORÈME 1. [THÉORÈME DE WEIERSTRASS]
R[X] est dense dans C([a, b],C, ‖.‖∞) pour a < b ∈ R.

Cas où I = R : cela ne fonctionne plus
Si
∫ b
a
f(x)xndx = 0 pour tout n alors f = 0 si f est continue

Plus généralement théorème de STONE-WEIERSTRASS → densité des polynômes trigonomé-
triques

II. E. Formules de TAYLOR [Rou99, Ch6, p278]

Formule de TAYLOR avec reste intégral, formule de TAYLOR-YOUNG
Formule de TAYLOR pour un polynôme ...
Application : méthode de NEWTON

III. Théorèmes de passage à la limite

III. A. Suites de fonctions [AF91, El 11]

Soient (fn)n∈N et f des fonctions de I dans R.
Prolongement par continuité de f .

EXEMPLE 2. [Hau07, p235] Pour fn : x ∈ [0, 1] 7−→ xn, on a limn→+∞ limx→1− fn(x) = 1 6=
0 = limx→1− limn→+∞ fn(x).

THÉORÈME 3. Soit a ∈ I tel que fn(x) −→
x→a

`n ∈ R et fn
u−→

n→+∞
f sur un voisinage de a.

Alors limn→+∞ `n et limx→a f(x) existent et sont égales. Autrement dit :

lim
n→+∞

lim
x→a

fn(x) = lim
x→a

lim
n→+∞

fn(x)

THÉORÈME 4. Dans le même contexte, si les (fn)n∈N sont continues en a et si fn
u−→

n→+∞
f

sur un voisinage de a, alors f est continue en a.

EXEMPLE 5. ζ : x > 1 −→
∑
n≥1

1
nx est continue et ζ(x) −→

x→+∞
1.

APPLICATION 6. Une série entière de rayon de convergenceR > 0 est continue sur DR(O).
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Agrégation – Leçons 228 – Continuité et dérivabilité des fonctions réelles d’une variable réelle. Exemples et applications.

REMARQUE 7. On ne peut rien dire sur le cercle de convergence : par exemple avec∑
n≥0(−1)nzn = 1

1+z définie pour |z| < 1, on a 1
1+z −→z→1

1/2 mais
∑

(−1)n diverge.

PROPOSITION 8. Soit I un intervalle de R, on suppose les (fn)n∈N dans C1(I,R) telles que
f ′n

u−→
n→+∞

g et fn
s−→

n→+∞
f . Alors f ∈ C1(I,R), fn

u−→
n→+∞

f et f ′ = g.

COROLLAIRE 9. Si les (fn)n∈N sont Ck([a, b],R) et telles que f (p)
n

s−→
n→+∞

gp pour p ≤ k

avec f (k)
n

u−→
n→+∞

gk, alors g0 ∈ Ck([a, b],R), fn
u−→

n→+∞
g0 et g(p)

0 = gp pour p ≤ k.

EXEMPLE 10. Soit fu : t 7−→ exp(tu) (u ∈ R). Alors fu est C∞ et f (p)
u : t 7−→

∑
n∈N

tn−p

(n−p)!u
n.

EXEMPLE 11. [Hau07, p241] Importance de la convergence uniforme de (f ′n)n∈N : considérer
fn(x) =

√
x2 + 1/n.

III. B. Intégrales dépendant d’un paramètre
[BP15, §8.3, p140–147] [Far00, §VII.2, p98]

Soit (E,A, µ) un espace mesuré.

THÉORÈME 12. [CONTINUITÉ SOUS LE SIGNE INTÉGRALE]
Soient I un intervalle de R et f : I × E −→ K telles que :
• pour tout t ∈ I , x 7−→ f(t, x) est mesurable,
• pour µ-presque tout x, t 7−→ f(t, x) est continue en t0 ∈ I ,
• il existe g intégrable telle que pour tout t ∈ I , |f(t, x)| ≤ g(x) µ- p.p..

Alors t 7−→
∫
E
f(t, x)dµ(x) est bien définie sur I et est continue en t0.

APPLICATION 13. La fonction Γ est continue sur R∗+.

THÉORÈME 14. [DÉRIVATION SOUS LE SIGNE INTÉGRALE]
Soient I un intervalle de R et f : I × E −→ K telles que :
• pour tout t ∈ I , x 7−→ f(t, x) est intégrable surE,
• pour µ-presque tout x, t 7−→ f(t, x) est dérivable sur I ,
• il existe g intégrable telle que pour tout t ∈ I ,

∣∣∣∂f∂t (t, x)
∣∣∣ ≤ g(x) µ- p.p..

Alors F : t 7−→
∫
E
f(t, x)dµ(x) est définie, dérivable sur I et F ′ : t 7−→

∫
E
∂f
∂t (t, x)dµ(x).

APPLICATION 15. Prenant f : (t, x) 7−→ sin(x)
x e−tx, on montre que

∫ +∞
0

sin(x)
x dx = π

2 .

COMMENTAIRES
Faire un dessin de la continuité et de la dérivabilité lors du speech.
La di�iculté de la leçon est d’aller plus loin que le programme du lycée voire de sup. C’est une
leçon vague qui peut aller jusqu’aux distributions si on est à l’aise dessus. Le plan continuité
puis dérivabilité n’est pas forcément le plus palpitant : plutôt essayer de trouver des liens, faire
un plan par thèmes.
Il est important de mettre beaucoup d’exemples et de contre-exemples.
On peut également parler du théorème deDINI, du théorème fondamental de l’analyse (avec la
formule de TAYLOR avec reste intégral !) ou du théorème d’ASCOLI.

QUESTIONS
Q Continuité au sens de CESÀRO : que peut-on dire de f telle que pour toute suite (xn)n telle

que xn −→
n→+∞

x au sens de CESÀRO, alors f(xn) −→
n→+∞

f(x) au sens de CESÀRO?

R On montre qu’une telle application conserve les barycentres . . .
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229 FONCTIONS MONOTONES. FONCTIONS CONVEXES. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Fonctions monotones
I. A. Généralités [RDO98, §4.3, p118] [Gou08, §4.3, p228]

Fonction monotone, exemples et contre-exemples
Caractérisation avec la dérivée
Exemples : fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle, monotonie d’une homogra-
phie
Stabilités par somme, produit
Existence d’une limite à gauche, à droite
Ensemble des points de discontinuité est au plus dénombrable
Théorème de DINI

I. B. Fonctions à variation bornées [RDO98, §4.3, p114] [Gou08, §2.4, p114]

II. Fonctions convexes [Gou08, §1.5/2.3, p51/94] [BMP05, §1.5.1, p26]

II. A. Généralités

DÉfiNITION 1. A ⊂ E est convexe si ∀a, b ∈ A,∀t ∈ [0, 1], (1− t)a+ tb ∈ A.

EXEMPLE 2. Un intervalle de R est convexe, une boule deE est convexe.

DÉfiNITION 3. f : E −→ R est dite
• convexe si ∀a, b ∈ E,∀t ∈]0, 1[, f((1− t)a+ tb) ≤ (1− t)f(a) + tf(b),
• strictement convexe si ∀a, b ∈ E,∀t ∈]0, 1[, f((1− t)a+ tb) < (1− t)f(a) + tf(b),
• concave si−f est convexe.

EXEMPLE 4. Une application a�ine est convexe et concave.

EXEMPLE 5. Toute norme ‖.‖ deE est convexe, non strictement convexe dès queE 6= {0}.

PROPOSITION 6. f : E −→ R est convexe si et seulement si
• Ef =

{
(x, y) ∈ R2 | f(x) ≤ y

}
est convexe,

• ∀n ∈ N∗,∀(a1, . . . , an) ∈ En,∀(t1, . . . , tn) ∈ (R+)n \ {0Rn} , f(Bar((ai, ti)i)) ≤
Bar((f(ai), ti)i)).

II. B. Liens entre convexité et monotonie

PROPOSITION 7. Soit f : I −→ R où I est un intervalle de R. f est convexe
si et seulement si :
• pour tout a ∈ I , x 7−→ f(x)−f(a)

x−a est croissante sur I \ {a},
• pour tout a, x ∈ I , f ′(a)(x− a) + f(a) ≤ f(x),
• f ′ est croissante,
• f ′′ ≥ 0.

les trois dernières équivalences ayant lieu lorsque f est assez régulière (C1 ou C2).
On déduit de la première équivalence qu’une fonction convexe sur I est continue sur I◦ et
admet une dérivée à droite et à gauche en tout point de I◦.

EXEMPLE 8. exp est convexe, log est concave. Fonction convexe non continue : voir annexe.

III. Applications

III. A. Inégalités de convexité [Gou08, §1.5/2.3, p51/94] [BMP05, §1.5.1, p26]

EXEMPLE 9. On a des inégalités provenant de la convexité/concavité de certaines fonctions :

∀x ∈ R, ex ≥ 1 + x ∀y ∈]− 1,+∞[, ln(1 + y) ≤ y ∀θ ∈
[
0, π2

]
,

2
π
θ ≤ sin(θ) ≤ θ

PROPOSITION 10. [INÉGALITÉ ARITHMÉTICO-GÉOMÉTRIQUE]
Soient n ∈ N∗ et a1, . . . , an ∈ R+. Alors n

√
a1 . . . an ≤ 1

n

∑n
i=1 ai.

EXEMPLE 11. On peut généraliser pour toute famille a1, . . . , an ∈ R+ et b1, . . . , bn ∈ R∗+, on
a

(ab1
1 . . . abnn )1/b ≤ 1

b

∑n
i=1 biai où b =

∑n
i=1 bi

PROPOSITION 12. [INÉGALITÉ DE YOUNG] Soient p, q > 0 tels que 1
p + 1

q = 1. Alors pour tout
a, b ∈ R+, on a ab ≤ ap

p + bq

q avec égalité si et seulement si ap = bq .

APPLICATION 13. [INÉGALITÉS DE HÖLDER ET DE MINKOWSKI]
Soit (E,A, µ) un espace mesuré. Soit p ∈ [1,+∞] et q sont exposant conjugué. Pour toutes
fonctions f, g : E −→ K mesurables, on a ‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q , puis ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé. SoitX une variable aléatoire.
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Agrégation – Leçons 229 – Fonctions monotones. Fonctions convexes. Exemples et applications.

PROPOSITION 14. [INÉGALITÉ DE JENSEN]
Si X ∈ L1 et φ est convexe, alors φ(E[X]) ≤ E[φ(X)]. De plus, si φ est strictement convexe,
on a égalité si et seulement siX est constante presque sûrement.

APPLICATION 15. SoitX1, . . . , Xn des v.a. i.i.d. de loi E(θ) pour un paramètre θ > 0 inconnu.
Alors Xn = 1

n

∑n
i=1Xi est un estimateur sans biais fortement convergeant de E[E(θ)] = 1

θ .
Alors 1

Xn
est un estimateur fortement convergeant avec biais de θ.

PROPOSITION 16. [INÉGALITÉ DE HOEFFDING]
Soient (Xi)1≤i≤n des variables aléatoires indépendantes telles que pour tout i, Xi ∈
[ai, bi] p.s. pour des réels ai ≤ bi. Alors pour tout t ≥ 0 :

P(|
∑n
i=1Xi − E[Xi]| ≥ t) ≤ 2 exp(−2t2/

∑n
i=1(bi − ai)2)

APPLICATION 17. Soient (Xi)1≤i≤n des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de RADEMACHER centrées, c’est-à-dire P(X1 = 1) = P(X1 = −1) = 1/2. Alors :

∀t > 0,P(|
∑n
i=1Xi| ≥ t) ≤ 2 exp(− t2

2n )1t≤n

III. B. Étude de suites récurrentes [El 11, §1.5/2.2, p38/91] [Ouv09, p162/508]

Suite récurrente : selon la monotonie, le signe de un+1un est soit constant soit alterné
Comparaison série-intégrale. Application : série harmonique

DÉfiNITION 18. [FONCTION GÉNÉRATRICE, FONCTION CARACTÉRISTIQUE]
SoitX une variable aléatoire à valeurs dans N presque sûrement. On définit gX la fonction
génératrice deX par gX(s) = E[sX ] =

∑
k≥0 P(X = k)sk (lorsque la série converge).

PROPOSITION 19. gX est bien définie, croissante et convexe sur [0, 1]. Si de plus P (X =
k) > 0 pour au moins un k ≥ 2, alors gX est strictement convexe sur [0, 1].

PROPOSITION 20. [PROCESSUS DE BRANCHEMENT DE GALTON-WATSON]
Soient (Xj

i )i,j≥1 des v.a. i.i.d. à valeurs dans N. On note µ leur loi,m leur espérance et on
définit le processus (Zn)n∈N par Z0 = 1 et Zn+1 =

∑Zn
i=1X

n+1
i pour n ∈ N. et enfin

ρ = P(∃n ≥ 0 |Zn = 0). Alors si µ 6= δ1, on a :
• sim ≤ 1, ρ = 1 et on a extinction du processus presque surement,
• sim > 1, ρ < 1 et il y a une probabilité strictement positive de survie.

IV. Convexité et optimisation
[Rou99, Ch4, p140] [FGN07, §4.51, p287] [FGN12, §4.51, p39–41]

On a la même définition de la convexité pour une fonction f définie sur un convexe de Rp.

PROPOSITION 21. Soit f : Rp −→ R.
• Si f est di�érentiable, f est convexe (resp. strictement convexe) si et seulement si pour

tout x 6= y ∈ Rp, f(y)− f(x) ≥ 〈∇f(x) | y−x〉 (resp. f(y)− f(x) > 〈∇f(x) | y−x〉,
• Si f est C2, f est convexe (resp. strictement convexe) si et seulement si∇2f(x) est posi-

tive (resp. définie positive) pour tout x ∈ Rp.

EXEMPLE 22. SoitA ∈ Sn(R), b ∈ Rn, c ∈ R et f : x 7−→ 1
2 〈Ax | x〉 − 〈b | x〉+ c.

Si A est positive (resp. définie positive), f est convexe (resp. strictement convexe). Ainsi par
exemple si (E, 〈. | .〉) est euclidien, l’application x 7−→ ‖x‖2 est strictement convexe.

Soit f : Rp −→ R une fonction convexe.

PROPOSITION 23. SoitC un convexe deRp etM = {x ∈ C | f(x) = infC f} l’ensemble des
minimums globaux de f surC.
On suppose qu’il existe un minimum local x? de f surC. Alors :
• M est un ensemble convexe et x? ∈M est un minimum global,
• si de plus f est strictement convexe, alorsM = {x?}.

THÉORÈME 24. [MÉTHODE DE NEWTON]
Soit f : [c, d] −→ R une fonction C2, où c < d, et telle que f(c) < 0 < f(d) et f ′ > 0
sur [c, d]. On considère la suite récurrente définie par x0 ∈ [c, d] et xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn) pour
n ∈ N.
Alors en notant a l’unique 0 de f , on a :

(i) il existeα > 0 tel que pour tout x0 ∈ [a−α, a+α], (xn)n∈N converge vers a de manière
quadratique et il existeC > 0 telle que ∀n ∈ N, |xn+1 − a| ≤ C |xn − a|2.

(ii) si de plusf ′′ > 0 (f est strictement convexe) sur [a, d], alors pour toutx0 ∈]a, d], (xn)n∈N
est strictement décroissante et xn+1 − a ∼n→+∞

f ′′(a)
2f ′(a) (xn − a)2.

APPLICATION 25. Approximation des zéros d’un polynôme.
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THÉORÈME 26. [MÉTHODE DE GRADIENT À PAS OPTIMAL]
Soit f : Rp −→ R elliptique, c’est-à-dire f est C1 et telle qu’il existe α > 0 satisfaisant

∀x, y ∈ Rp, 〈∇f(x)−∇f(y) | x− y〉 ≥ α ‖x− y‖2

On définit (xn)n∈N par x0 ∈ Rp et xn+1 = xn − ρn∇f(xn) où ρn = argminρ>0 f(xn −
ρ∇f(xn)). Alors (xn)n∈N converge vers l’unique minimum global de f .

APPLICATION 27. SoitA ∈ S++
n (R), b ∈ Rn et c ∈ R. L’application f : x 7−→ 1

2 〈Ax | x〉− 〈b |
x〉 admet un unique minimum x caractérisé par∇f(x) = Ax− b = 0. On converge vers cette
solution par l’algorithme de gradient à pas optimal.

COMMENTAIRES
Le plan est un peu facile ici, il serait mieux d’essayer de mettre en parallèle les deux notions.
Le théorème de DINI est important car en utilisant la monotonie, il permet de remplacer une
hypothèse pas toujours facile à montrer dans le cas général.

QUESTIONS
Q Soit g : R −→ R continue telle que g2 = 2g − id. Montrer que g est bijective.
R Si g(x) = g(y), l’égalité fonctionnelle donne x = y, donc g est injective.
g est injective donc strictement monotone, donc bijective ...

Q Que dire d’une fonction convexe sur R (resp. sur R+) et majorée?
R Elle est constante (resp. converge vers une limite ` ∈]−∞,+∞]).
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230 SÉRIES DE NOMBRES RÉELS OU COMPLEXES. COMPORTEMENT DES RESTES OU DES SOMMES PARTIELLES
DES SÉRIES NUMÉRIQUES. EXEMPLES.

Soit K = R ou C. Soit u = (un)n∈N une suite d’éléments de K et v = (vn)n∈N ∈ (R+)N.

I. Généralités sur les séries [Gou08, §4.2, p200–202/219]

DÉfiNITION 1. [SÉRIE, RESTE, CONVERGENCE]
• On appelle série de terme général un la suite (Sn)n∈N définie par Sn =

∑n
k=0 uk.

On note
∑
uk la série (Sn)n∈N de sorte que (

∑
uk)n =

∑n
k=0 uk.

On noteRn =
∑∞
k=0 uk − Sn =

∑∞
k=n+1 uk le reste de la série à l’ordre n.

• On dit que
∑
uk converge lorsque (Sn)n∈N converge. Dans ce cas, sa limite est appelée

somme de la série et notée
∑∞
n=0 un ou

∑
n∈N un ou

∑
n≥0 un . . .

• Une série non convergente est dite divergente.

EXEMPLE 2. [SÉRIES ARITHMÉTIQUE ET GÉOMÉTRIQUE]
• Si un = na, la série converge si et seulement si a = 0.
• Si un = bn, la série converge si et seulement si |b| < 1 et dans ce cas,

∑
n∈N b

n = 1
1−b .

PROPOSITION 3. [CRITÈRE DE CAUCHY]∑
uk converge si et seulement si ∀ε > 0,∃N ∈ N | ∀m > n ≥ N, |

∑m
k=n uk| ≤ ε.

EXEMPLE 4. Étude des séries de termes généraux 1
nσ(n) et σ(n)

n pour σ permutation de N∗.

REMARQUE 5.
∑
uk converge ⇐⇒ Rn −→

n→+∞
0 et

∑
uk converge =⇒

|un| −→
n→+∞

0

II. Séries de termes réels positifs [Gou08, §4.2, p201–206]

On suppose (un)n∈N à valeurs dans R+ dans cette partie.

II. A. Critères de convergence et divergence

PROPOSITION 6. La convergence de la série
∑
uk équivaut au fait que (Sn)n∈N soit majorée.

On notera donc
∑
n∈N un < +∞ pour dire que

∑
uk converge, et

∑
n∈N un = +∞ sinon.

LEMME 7. Si un est le terme général d’une série convergente, alors
∑
uk + vk et

∑
vk ont

même nature et si elles convergent, on a
∑
n ∈N un + vn =

∑
n ∈N un +

∑
n ∈N vn.

THÉORÈME 8. [COMPARAISON SÉRIE-INTÉGRALE]
Soit f : R+ −→ R+ une fonction décroissante continue par morceaux.
Alors la série de terme général (positif)

∫ n
n−1 f(t)dt− f(n) converge.

En particulier,
∑
f(k) et (

∫ n
0 f(t)dt)n∈N ont même nature et on a :

• si
∑
f(k) converge, alors

∫∞
n+1 f(t)dt ≤

∑
k≥n f(k) ≤

∫∞
n
f(t)dt,

• si
∑
f(k) diverge, alors

∑
k≥n f(k) ∼

∫ n
0 f(t)dt.

APPLICATION 9. [SÉRIES DE BERTRAND] Soient α, β ∈ R. Alors
∑
n ∈N

1
nα ln(n)β < +∞

si et seulement si α > 1 ou (α = 1, β > 1).

THÉORÈME 10. [COMPARAISONS DE SÉRIES]
i) Si un = O(vn) et

∑
vk converge, alors

∑
uk converge,

ii) Si un ∼ vn, alors
∑
uk et

∑
vk ont même nature.

EXEMPLE 11. La série de terme général 1/n est divergente. En notant (Hn)n∈N les sommes
partielles associées, il existe une constante γ > 0 (appelée constante d’EULER) telle que
Hn = ln(n) + γ + 1

2n + o( 1
n ).

THÉORÈME 12. [SOMMATION DES RELATIONS DE COMPARAISON]
Notons Sn(u), Rn(u) (resp. Sn(v), Rn(v)) les sommes partielles et restes associés à u (resp.
v). Alors : ∑

n∈N vn < +∞
∑
n∈N vn = +∞

un = o(vn) Rn(u) = o(Rn(v)) Sn(u) = o(Sn(v))
un = O(vn) Rn(u) = O(Rn(v)) Sn(u) = O(Sn(v))
un ∼ vn Rn(u) ∼ Rn(v) Sn(u) ∼ Sn(v)

THÉORÈME 13. [RÈGLES DE D’ALEMBERT, DE CAUCHY ET DE RAAB-DUHAMEL]
Supposons (un)n∈N à termes strictement positifs.

i) Supposons que un+1/un −→
n→+∞

λ ∈ [0,+∞], alors :
• Si λ < 1,

∑
uk converge,

• Si λ > 1 (ou si λ = 1 et ∀n, un+1/un ≥ 1),
∑
uk diverge.

ii) Supposons que n
√
un −→

n→+∞
λ ∈ [0,+∞], alors :

• Si λ < 1,
∑
uk converge,

• Si λ > 1 (ou si λ = 1 et ∀n, n√un ≥ 1),
∑
uk diverge.

iii) Supposons que un+1/un = 1
1+a/n+O(1/n2) . Alors il existe λ > 0 tel que un ∼ λ/na.
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EXEMPLE 14. Étude des séries de terme général 1/n! et 1/(λn + 1) pour λ ∈ R+.

III. Séries de termes généraux quelconques [Gou08, §4.2, p206–209]

On suppose (un)n∈N à valeurs dans K.

III. A. Importance de l’absolue convergence

DÉfiNITION 15. [ABSOLUMENT CONVERGENTE, SEMI-CONVERGENCE]
• On dit que

∑
uk est absolument convergente si

∑
|uk| est convergente.

• On dit que
∑
uk est semi-convergente si

∑
uk est convergente et non absolument

convergente.

THÉORÈME 16. [RÉARRANGEMENT DE RIEMANN] [FGN07, §3.48, p217]
Soit

∑
uk une série semi-convergente réelle. Alors pour tout ` ∈ R, il existe une permutation

σ de N telle que
∑
n∈N uσ(n) −→

n→+∞
`.

PROPOSITION 17. Si
∑
uk est absolument convergente, alors pour toute permutation σ de

N, on a
∑
n∈N un =

∑
n∈N uσ(n).

REMARQUE 18. On peut en fait choisir ` dans R ∪ {±∞} !

EXEMPLE 19. Dans le cas complexe, le théorème de réarrangement ne s’applique pas! Consi-
dérer par exemple un = (−1)n

n + (−1)n
n i.

III. B. Étude de l’absolue convergence

PROPOSITION 20. [LIEN ENTRE CONVERGENCE ET ABSOLUE CONVERGENCE]
Si
∑
uk est absolument convergente, alors elle est convergente et on a∣∣∑

n∈N un
∣∣ ≤∑n∈N |un|

REMARQUE 21. Lorsque
∑
uk converge ou lorsque |Sn| −→

n→+∞
+∞, l’inégalité∣∣∑

n∈N un
∣∣ ≤∑n∈N |un| est en fait valable dans R+ ∪ {+∞} que la série soit absolument

convergente ou non.

COROLLAIRE 22. Si (un)n∈N est absolument convergente, les résultats du Théorème 10 et
du Théorème 12 restent vrais (en supposant toujours (vn)n∈N à valeurs dans R+ !).

EXEMPLE 23. [MOYENNE DE CESÀRO]
Si un −→

n→+∞
` ∈ C, alors 1

n

∑n
k=0 uk −→

n→+∞
`.

EXEMPLE 24. Contre-exemple du point ii) du Théorème 10 dans le cas ou les deux suites ne
sont pas de signe constant : on verra que les séries de termes généraux un = (−1)n

nα et vn =
(−1)n

nα+(−1)n n’ont pas même nature lorsque 0 ≤ α ≤ 1/2.

III. C. Étude de la semi-convergence

DÉfiNITION 25. [SÉRIE ALTERNÉE]
On dit que

∑
uk est alternée si unun+1 ≤ 0 pour tout n ∈ N.

PROPOSITION 26. [CRITÈRE DES SÉRIES ALTERNÉES]
Soit (an)n∈N une suite de réels positifs. Si (an)n∈N est décroissante et tend vers 0, alors la série
de terme général (−1)nan converge et on a pour n ∈ N, |Rn| ≤ an+1.

PROPOSITION 27. [TRANSFORMATION D’ABEL]
Supposons que un = anvn où (an)n∈N est une suite décroissante de réels positifs tendant
vers 0 et vn est le terme général d’une série bornée (c’est-à-dire (

∑n
k=0 vk)n∈N est bornée).

Alors
∑
uk est convergente.

EXEMPLE 28. La série de terme général einθ /nα où θ ∈ R \ 2πZ est convergente pour α > 0.

PROPOSITION 29. [PRODUIT DE CAUCHY]
Soient (an)n∈N, (bn)n∈N ∈ KN. Si

∑
ak et

∑
bk sont absolument convergentes, alors la série

de terme général cn =
∑n
k=0 akbn−k (appelée produit de CAUCHY) est absolument conver-

gente et on a ∑
n∈N cn =

∑
p∈N ap

∑
q∈N bq

EXEMPLE 30. Pour a, b ∈ C, on a exp(a+ b) = exp(a) exp(b).
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IV. Applications

IV. A. Séries entières [Gou08, §4.4, p236]

DÉfiNITION 31. [SÉRIE ENTIÈRE]
On appelle série entière toute série de fonctions de la forme z 7−→

∑
n≥0 anz

n où (an)n∈N
est à valeurs dans C.

DÉfiNITION 32. [RAYON DE CONVERGENCE]
On définit le rayon de convergence de la série entière par le réel R =
sup({r ≥ 0 | (|anrn|)n∈N est bornée}).

PROPOSITION 33.
• Si |z| < R, la série

∑
akz

k converge,
• Si |z| > R, la série

∑
akz

k diverge (grossièrement).

COROLLAIRE 34. On aR−1 = lim supn→+∞
n
√
an.

APPLICATION 35. Si
∑
akz

k et
∑
bkz

k sont des séries entières de rayons de convergenceRa
etRb, alors leur produit de CAUCHY a un rayon de convergence supérieur à min(Ra, Rb).

EXEMPLE 36. [DIFFÉRENTS COMPORTEMENTS POSSIBLES ENR]
• si an = 1, on a convergence sur D1(0).
• si an = 1/n, on a convergence sur D1(0, 1) \ {1}.
• si an = 1/n2, on a convergence sur D1(0, 1).

THÉORÈME 37. [THÉORÈME D’ABEL]
Soit f : z −→

∑
n≥0 anz

n de rayon de convergence 1. On suppose que
∑
n≥0 an

converge. Alors pour tout α ∈ [0, π/2[, on a

lim
z→1,z∈∆α

f(z) =
∑
n≥0

an où ∆α =
{
z = 1− ρ eiθ ∈ C | |z| < 1, ρ > 0, θ ∈ [−α, α]

}

THÉORÈME 38. [THÉORÈME TAUBÉRIEN FAIBLE]
Soit f : z −→

∑
n≥0 anz

n de rayon de convergence 1. On suppose que an = o(1/n) et
qu’il existe S ∈ C tel que f(x) −→

x→1−
S. Alors

∑
n≥0 an converge et

∑
n≥0 an = S.

PROPOSITION 39. Soit
∑
n≥0 anz

n une série entière de rayon de convergenceR > 0.
La convergence de

∑
n≥0 anz

n est normale sur tout disque Dr(O) de rayon r < R. En parti-
culier, la série entière est continue sur DR(O).

IV. B. Vers la formule d’EULER-MACLAURIN [Gou08, §4.7, p301]

DÉfiNITION 40. [NOMBRES ET POLYNÔMES DE BERNOULLI]
z 7−→ z

ez −1 est développable en série entière sur un disque Dr(0) pour un r > 0.
• On note (bn)n∈N la suite telle que z

ez −1 =
∑
n≥0

bn
n! z

n sur ce disque.
• Il existe une suite de polynômes, notée (Bn)n∈N, telle que z exz

ez −1 =
∑
n≥0

Bn(x)
n! zn par

produit de CAUCHY.

PROPOSITION 41. Pour n ∈ N et x ∈ C, on a :

(i) Bn(1− x) = (−1)nBn(x),
(ii) B′n+1 = (n+ 1)Bn,

(iii) Bn(x+ 1)−Bn(x) = nxn−1,

(iv) Bn(0) = Bn(1) = bn pour n ≥ 2,
(v) b2n+1 = 0.

THÉORÈME 42. [FORMULE D’EULER-MACLAURIN]
Soientm < n ∈ Z, r ∈ N∗ et f : [m,n] −→ C une fonction de classe Cr. Alors :

n∑
k=m

f(k) =
∫ n

m

f(t)dt+ 1
2[f(m) + f(n)] +

r∑
`=2

b`
`! [f (`−1)(n)− f (`−1)(m)] +Rr

oùRr = (−1)r+1

r!
∫ n
m
B̃r(t)f (r)(t)dt où B̃r(t) = Br(t− btc).

APPLICATION 43. [SÉRIE HARMONIQUE]
Soit r ∈ N∗. On aHn = lnn+ γ + 1

2n −
∑r−1
`=1

b2`
2`

1
n2` +O

( 1
n2r

)
.
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COMMENTAIRES
Speech : une bonne manière de faire consiste à se poser des questions (teaser) puis d’introduire
les outils qui y répondent.

QUESTIONS
Q Montrer que la convergence d’une série entière de rayon de convergenceR est uniforme sur

un disque Dr(O) avec r < R.
Q Déterminer la nature de la série de terme général un = cos(π

√
n2 + n+ 1).

R Écrire un = cos(nπ
√

1 + 1/n+ 1/n2) et faire un développement limité.
Q Supposons unSn −→

n→+∞
1 et que un > 0 pour tout n ∈ N∗. Donner un équivalent de un.

R On vérifie que la série diverge et que le terme général tend vers 0. On écrit

S2
n − S2

n−1 = un(2Sn − un) = 2Snun − u2
n −→
n→+∞

2

d’où S2
N =

∑N
n=1 S

2
n − S2

n−1 ∼ 2N et donc u2
N ∼ 1/S2

N ∼ 1
2N . Finalement uN ∼ 1√

2N .
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233 ANALYSE NUMÉRIQUE MATRICIELLE : RÉSOLUTION APPROCHÉE DE SYSTÈMES LINÉAIRES, RECHERCHE DE
VECTEURS PROPRES, EXEMPLES.

Soit K = R ou C, n ∈ N. PourA ∈Mn(K), on désigne parA∗ la matriceA>.

I. Préliminaires théoriques
I. A. Normes matricielles [AK02, ChI.3, p51]

Définition norme matricielle : norme sous-multiplicative surMn(K)
Contre-exemple : ‖A‖ = maxi,j |ai j |
Définition norme subordonnée : dérive d’une autre norme
Une norme subordonnée est une norme matricielle
Exemples des normes p subordonnées : |||A|||1 = sup1≤j≤n

∑
1≤i≤n |ai j | et |||A|||∞ =

sup1≤i≤n
∑

1≤j≤n |ai j |
Exemple de norme matricielle non subordonnée : la norme de FROBENIUS : ‖A‖F =√

Tr(A>A)

I. B. Rayon spectral [AK02, ChI.3, p51]

Définition du rayon spectral. Lien avec la norme 2 subordonnée : |||A|||2 = |||A∗|||2 =
√
ρ(AA∗)

Proposition : toute norme matricielle vérifie ρ(.) ≤ ‖.‖. Réciproquement pour toute matriceA,
on a ρ(A) = inf {‖A‖ | ‖.‖ est une norme subordonnée} (HOUSEHOLDER)
Remarque : c’est faux pour une norme quelconque (considérer ‖A‖ = maxi,j |ai j |)
Équivalence entre An −→ 0, Anx −→ 0 ∀x, ρ(A) < 1 et il existe une norme subordonnée
telle que ‖A‖ < 1
Application : lorsque ρ(A) < 1, In −A est inversible, d’inverse

∑
i≥0A

i

I. C. Conditionnement [All05, §II.5.5, p89]

SoitA une matrice inversible.
Exemple de matrice A et vecteur b pour laquelle les résolution de Ax = b et Ax = b + δb
donnent des solutions très di�érentes. (petite erreur sur les données implique grosse erreur
sur la solution.
Contrôle de cette erreur par la notion de conditionnement
Définition du conditionnement par rapport à une norme subordonnée
Exemples de condp
Proposition : si Ax = b et A(x + δx) = b + δb, alors ‖δx‖‖x‖ ≤ cond(A)‖δb‖‖b‖ et l’égalité est
atteinte pour certains choix de x et δb. Si de plus (A + δA)(x + δx) = b, alors on a ‖δx‖

‖x+δx‖ ≤
cond(A)‖δA‖‖A‖ et l’égalité est atteinte pour certains choix de δa et b
Propriétés du conditionnement : cond(A) = cond(A−1) = cond(αA) (α 6= 0)
Pour la norme 2 : si U est unitaire, cond2(AU) = cond2(UA) = cond2(A), et si A,B sont
symétriques définies positives, on a cond2(A + B) ≤ max(cond2(A), cond2(B)). Liens avec

les valeurs singulières ou même les valeurs propres dans le cas particulier oùA est normale
Exemple : problème du laplacien

II. Résolutions de systèmes linéairesAx = b

SoitA inversible.

II. A. Méthodes directes [AK02, PIII, p105]

Formules de CRAMER. Dans la pratique le coût en O(n!) est très mauvais! On ne l’utilise donc
jamais (sauf en dimensions 2 ou 3)
Remarque : pour une matrice triangulaire, le coût est en n2/2 (voir algorithme en annexe), on
se ramène donc à l’étude de systèmes linéaires!
Théorème d’élimination deGAUSS : il existeT triangulaire supérieure telle queT = M1 . . .MrA
où lesMi sont des matrices de transvection ou de permutation.
Méthode : en pratique on ne calcule pas M1 . . .Mr : on met à jour le second membre b′ =
M1 . . .Mrb à chaque étape puis on résout Tx = b′. On a une complexité en n3/3 mais on peut
récupérer det(A).

THÉORÈME 1. [FACTORISATION LU]
SoitA ∈Mn(K) une matrice dont tous les mineurs principaux sont non nuls. Alors il existe
un unique couple (L,U) de matrices tel que L est triangulaire inférieure avec diagonale
de 1,U est triangulaire supérieure etA = LU .

THÉORÈME 2. [FACTORISATION DE CHOLESKY]
Soit A une matrice symétrique réelle définie positive. Alors il existe une unique matrice B
triangulaire inférieure telle que tous ses éléments diagonaux soient positifs etA = BB∗.

Théorème : factorisationLU , lorsque les mineurs principaux deA sont tous non nuls
Méthode : on résoutLy = b puisUx = y
Théorème : méthode de CHOLESKY : siA est symétrique réelle définie positive, il existeB trian-
gulaire inférieure réelle à diagonale positive telle queA = BB>

Complexité en n3/6, exemple

II. B. Méthodes itératives [AK02, PIV, p153]

Idée : décomposition régulièreA = M −N avecM facile à inverser
On définit x0 ∈ Kn et xn+1 = M−1(Nxn + b). Si cette suite converge, la limite est la solution
deAx = b
Théorème : la méthode itérative converge pour tout x0 si et seulement si ρ(M−1N) < 1. Dans
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ce cas, la vitesse de convergence est géométrique.
Exemple : méthode de RICHARDSON
Pour une matriceA hermitienne définie positive, siM,N est une décomposition satisfaisante,
on aM∗ +N est hermitienne et si elle est définie positive, alors ρ(M−1N) < 1
Méthode de JACOBI : on prend pourD la diagonale deA. On aM−1N = In −D−1A (on peut
supposerD inversible quitte à permuter les colonnes deA
SiA est hermitienne, on a convergence siA et 2D −A sont définies positives
Méthode de GAUSS-SEIDEL : on prend pour M la matrice triangulaire inférieure issue de A, et
pourN l’opposé des coe�icients restants. SiA est hermitienne définie positive, on a la conver-
gence de la méthode carM∗ +N l’est aussi
Remarque : les itérations correspondent à un calcul matriciel, on a donc n2 opérations. Les
inversions deM nécessitent n opérations pour JACOBI, n2/2 pour GAUSS-SEIDEL, donc pour un
nombre d’itérations� n, ces méthodes sont plus rapides que les méthodes directes

II. C. Minimisation de fonctionnelle [FGN12, §1.21, p39–41]

Minimisation de x 7−→ 1
2 〈Ax | x〉 − 〈b | x〉

THÉORÈME 3. [MÉTHODE DE GRADIENT À PAS OPTIMAL]
Soit f : Rp −→ R elliptique, c’est-à-dire f est C1 et telle qu’il existe α > 0 satisfaisant

∀x, y ∈ Rp, 〈∇f(x)−∇f(y) | x− y〉 ≥ α ‖x− y‖2

Alors la suite (xn)n∈N définie par x0 ∈ Rp et xn+1 = xn − ρn∇f(xn) où ρn =
argminρ>0 f(xn − ρ∇f(xn)) converge vers l’unique minimum global de f .

III. Recherche de valeurs propres
III. A. Localisation [FGN07, §2.8, p80]

Proposition : matrice à diagonale dominante
Disques de GERSHGÖRIN.

III. B. Méthode de la puissance [AK02, Ch15, p215]

Méthode de la puissance pour trouver la plus grande valeur propre en module, ainsi qu’un vec-
teur propre, vitesse géométrique

III. C. Méthode de JACOBI [AK02, Ch15, p215]

Matrices de GIVENS
Méthode de JACOBI :Ak −→

k→+∞
diag(λσ(i)) pour un σ ∈ Sn

ANNEXE
Quelques algorithmes vus dans la leçon

SPEECH

On s’intéresse à deux problèmes : résoudre l’équationAx = bet rechercher des valeurs propres
de matrices données.

COMMENTAIRES
Si [AK02] n’est pas disponible, la dernière annexe de [All05] peut permettre de s’en sortir quand
même, mais reste beaucoup moins détaillée.

QUESTIONS
Q Montrer que cond2(A+B) ≤ max(cond2(A), cond2(B)) pourA,B ∈ S++

n (R).
R CommeA+B ∈ S++

n (R), écrivons Sp(A) = {λ1 ≤ · · · ≤ λn}, Sp(B) = {µ1 ≤ · · · ≤ µn}
et Sp(A+B) = {γ1 ≤ · · · ≤ γn}. Alors ‖A‖2 = λn et

∥∥A−1
∥∥

2 = 1/λ1. Donc

cond2(A) = λn/λ1 cond2(B) = µn/µ1 cond2(A+B) = γn/γ1

Or il est clair que γn ≤ λn + µn puisque si x est un vecteur propre associé à γn, on a
‖(A+B)x‖ ≤ (λn + µn) ‖x‖.
De plus γ1 ≥ λ1 + µ1 puisque l’on a :

γ1 = inf
‖x‖=1

〈x | (A+B)x〉 ≥ inf
‖x‖=1

〈x | Ax〉+ inf
‖x‖=1

〈x | Bx〉 = λ1 + µ1

On en déduit le résultat.
Q SoitA ∈Mn(R) telle queAij = 0 lorsque |i− j| ≥ p (A est une matrice bande). SoitL,U

sa décomposition. Montrer queL,U sont des matrices bandes. [AK02, p119]
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234 FONCTIONS ET ESPACES DE FONCTIONS LEBESGUE-INTÉGRABLES.

Soit (E,A, µ) un espace mesuré. Soit K = R ou C.
Soit Ω un ouvert de Rd, muni de sa tribu borélienne et de la restriction à Ω de la mesure de
LEBESGUE, dont on suppose la construction connue.
Soit p ∈ [1,+∞] et q son exposant conjugué ( 1

p + 1
q = 1).

I. Construction de l’intégrale et théorèmes d’intégration
[BP15, Ch7, p115]

I. A. Intégrale de fonctions étagées
Définitions, exemple avec la mesure de DIRAC, la mesure de comptage
Résultats d’additivité, de croissance, de positive homogénéité

I. B. Intégrales de fonctions mesurables positives
Définition de l’intégrale de f à partir des fonctions étagées
Convergence uniforme d’une suite de fonctions étagées vers f (fondamental)
Convergence monotone (contre exemple dans le cas décroissant)
Transfert des propriétés des intégrales de fonctions étagées
Lemme de FATOU, exemples

I. C. Fonctions intégrables
Fonction intégrable (cas R puis C), exemples, contre-exemples
Théorème de convergence dominée
Importance de l’hypothèse de domination
Théorème de continuité sous le signe intégral, application à la transformée de FOURIER

II. Espaces Lp [BP15, Ch9, p157–194] [Bre99, ChIV, p54]

II. A. Définition

DÉfiNITION 1. [APPLICATION ‖.‖p, ESPACELp]

Pour f : E −→ K mesurable, on définit ‖f‖p =
(∫
E
|f |p dµ

) 1
p lorsque p est fini, et ‖f‖∞ =

inf {M > 0 | |f | ≤M µ-p.p.}. On définit l’espace vectoriel :

Lp(E,A, µ) = {f : E −→ K mesurable | ‖f‖p < +∞}

THÉORÈME 2. [INÉGALITÉ DE HÖLDER]
Pour toutes fonctions f, g : E −→ K mesurables, on a ‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

COROLLAIRE 3. [INÉGALITÉ DE MINKOWSKI]
Pour toutes fonctions f, g : E −→ K mesurables, on a ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

On vérifie que deux fonctions f, gmesurables égalesµ-p.p. vérifient‖f‖p = ‖g‖p. Ainsi :

DÉfiNITION 4. [ESPACELp]
On noteLp(E,A, µ) = Lp(E,A, µ)/{‖.‖p = 0} (ouLp(E), ouLp) l’ensemble des fonctions
deLp(E,A, µ) quotienté par la relation d’égalitéµ-p.p.. L’application‖.‖p passe au quotient
et définit ainsi une application surLp(E,A, µ) notée également ‖.‖p par abus.

COROLLAIRE 5. ‖.‖p est une norme et l’espace (Lp(E), ‖.‖p) est un espace vectoriel normé.

EXEMPLE 6. [ESPACE `p]
Cas oùE = N et µ est la mesure de comptage.
Si p est fini, on note `p l’espaceLp = Lp = {(an)n∈N ∈ KN |

∑+∞
n=0 |an|

p
< +∞}.

`∞ = L∞ = L∞ est l’espace des suites bornées.

APPLICATION 7. [INCLUSION ENTRE ESPACESLp] Soient p, p′ ∈ [1,+∞].
• lorsque µ(E) < +∞, on a p < p′ =⇒ Lp

′ ⊂ Lp,
• contre-exemple dans le cas où µ(E) = +∞ : f : x −→ (1 + x)−11R∗+(x) ∈ L2 \ L1.
• on a p′ < p =⇒ `p

′ ⊂ `p.

II. B. Premières propriétés des espaces Lp

THÉORÈME 8. [CONVERGENCE DOMINÉE DANS LESLp]
Soit (fn)n∈N une suite de fonctions deLp convergeant µ-p.p. vers une fonction f . On suppose
qu’il existe une fonction g ∈ Lp telle que |fn| ≤ gµ-p.p. pour tout n ∈ N. Alors f ∈ Lp et on a
‖fn − f‖p −→

n→+∞
0.

THÉORÈME 9. [THÉORÈME DE RIESZ-FICHER]
L’espace (Lp(E,A, µ), ‖.‖p) est un espace de BANACH.

COROLLAIRE 10. Toute suite convergente dans Lp admet une sous-suite qui converge
µ-p.p..

EXEMPLE 11. Contre-exemple de non-convergence de la suite µ-p.p.. : les bosses roulantes.
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Agrégation – Leçons 234 – Fonctions et espaces de fonctions LEBESGUE-intégrables.

THÉORÈME 12. Lorsque p <∞ :
(i) l’ensemble des fonctions en escalier à support compact est dense dansLp,

(ii) l’ensemble des fonctions continues à support compact est dense dansLp.

APPLICATION 13. Uniforme continuité de l’opérateur par translation : pour tout f ∈ Lp, a 7−→
τaf est uniformément continue sur R.

COROLLAIRE 14. Lp est séparable lorsque p < +∞.

III. Convolution et régularisation [BP15, Ch14, p291–314]

III. A. Convolution
On se place sur E = Rd où d est un entier quelconque. Soit p ∈ [1,+∞] et q son exposant
conjugué.

DÉfiNITION 15. [CONVOLUTION]
On appelle convolution de f et g la fonction f ? g : x 7−→

∫
Rd f(y)g(x − y)dy, lorsque

celle-ci est bien définie.

THÉORÈME 16.
(i) Si f ∈ L1 et g ∈ Lp, alors f ? g existe µ-p.p. et ‖f ? g‖p ≤ ‖f‖1 ‖g‖p.

(ii) Si f ∈ Lp et g ∈ Lq , alors f ? g existe pour tout x et ‖f ? g‖∞ ≤ ‖f‖p ‖g‖q .
De plus, si 1 < p, q < +∞, alors lim|x|→+∞ f ? g(x) = 0.

PROPOSITION 17. La convolution est commutative, associative et bilinéaire surL1(Rd). Au-
trement dit, (L1(Rd),+, ?) est une algèbre de BANACH. Elle est cependant sans unité.

APPLICATION 18. La somme de deux variables aléatoires indépendantes définies sur Rd et de
densités respectives f, g par rapport à la mesure de LEBESGUE a pour densité f ? g.

EXEMPLE 19. SiGσ : t 7−→ 1√
2πσ2 e−

x2
2σ2 , alorsGσ ? Gσ′ = Gσ+σ′

III. B. Approximation de l’unité et régularisation par convolution

DÉfiNITION 20. [APPROXIMATION DE L’UNITÉ ET SUITE RÉGULARISANTE]
Une suite (αn)n≥1 de fonctions positives deL1 est une approximation de l’unité si :
• pour tout n ∈ N, on a

∫
Rd αndλd = 1,

• pour tout ε > 0, on a limn→+∞
∫
{x≥ε} αndλd = 0.

Si de plus les (αn)n≥1 sont de classe C∞c , alors on dit que c’est une suite régularisante.

PROPOSITION 21. Soient p < +∞, f ∈ Lp et (αn)n∈N une approximation de l’unité. Alors
f ∗ αn

Lp−→
n→+∞

f .

EXEMPLE 22. [EXISTENCE D’UNE SUITE RÉGULARISANTE]
On considère φ : x 7−→ exp( 1

‖x‖2−1 )1]0,1](‖x‖) puis α : x 7−→ φ(x)∫
Rd
φdλd

.

Alors la suite αn : x 7−→ ndα(nx) est une suite régularisante.

PROPOSITION 23. Si f ∈ Ckc (Rd) et f ∈ L1(Rd), alors f ? g ∈ Ck(Rd) et

∀ |α| ≤ k, ∂α(f ? g) = (∂αf) ? g

APPLICATION 24. [CONSTRUCTION DE FONCTIONS PLATEAUX] [QZ13, ChIX.III, p318]
Soit K un compact de Rd et Ω un ouvert contenant K. Alors il existe θ ∈ C∞(Rd) telle que
θ = 1 surK, θ = 0 sur Rd \ Ω et 0 ≤ θ ≤ 1.

THÉORÈME 25. C∞c (Rd) est dense dansLp pour 1 ≤ p < +∞.

APPLICATION 26. Si f ∈ Lp et g ∈ Lq , f ? g est uniformément continue.

IV. Le cas de L2

COROLLAIRE 27. [DU THÉORÈME 9]
L2(E,A, µ) est un espace de HILBERT pour le produit scalaire : 〈f | g〉 =

∫
E
fgdµ.

IV. A. Application en probabilités [BL07, ChVI, p149]

PROPOSITION 28. [ESPÉRANCE CONDITIONNELLE]
Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé, et soit B une sous-tribu de A. Soit de plus X une
variable aléatoire réelle sur (Ω,A,P), intégrable (X ∈ L1(Ω,A,P)). Alors il existe une
unique (presque sûrement) variable aléatoireZ telle que :

(i) Z est B-mesurable,
(ii) pour toutB ∈ B, E[X1B ] = E[Z1B ].

De plus, Z est intégrable. On l’appelle espérance conditionnelle de X sachant B, notée
E[X | B].
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APPLICATION 29. SoitB une tribu. SoientX une variable aléatoire indépendante deB etY une
variable aléatoire B-mesurable. Alors pour toute fonction ψ telle que ψ(X,Y ) est intégrable :

E[ψ(X,Y ) | B] =
∫
ψ(x, Y ) dµX(x) = h(Y )

où h(y) = E[ψ(X, y)].

EXEMPLE 30. Soit (Sn)n∈N la marche aléatoire centrée réduite surZd. AlorsE[Sn+1 |Sn] = Sn.

IV. B. Polynômes orthogonaux [BMP05, §3.1.5, p110] [Dem96, §II.5, p51]

Soit I un intervalle de R.

DÉfiNITION 31. Soit ρ : I −→ R une fonction mesurable, strictement positive et telle que
pour tout n ∈ N,

∫
I
|x|n ρ(x)dx < +∞. On dit alors que ρ est une fonction de poids.

DÉfiNITION 32. On définitL2(I, ρ) =
{
f : I −→ C mesurable |

∫
I
|f(x)|2 ρ(x)dx < +∞

}
.

PROPOSITION 33. L2(I, ρ) est un espace de HILBERT pour le produit du scalaire 〈f | g〉ρ =∫
I
f(x)g(x)ρ(x)dx.

PROPOSITION 34. Il existe une unique famille (Pn)n∈ N de polynômes unitaires deux à deux
orthogonaux pour 〈. | .〉ρ et tels que deg(Pn) = n pour tout n.

EXEMPLE 35. Voir les dessins en annexe :
• Pour I = R et ρ : x 7−→ e−x2 , les (Pn)n∈ N sont les polynômes de HERMITE,
• Pour I = [−1, 1] et ρ : x 7−→ 1, les (Pn)n∈ N sont les polynômes de LEGENDRE.

THÉORÈME 36. [BASE HILBERTIENNE DE POLYNÔMES ORTHOGONAUX]
Soit ρ une fonction de poids. S’il existe α > 0 tel que

∫
I

eα|x| ρ(x)dx < +∞, alors la famille
(Pn)n∈N est une base hilbertienne deL2(I, ρ).

APPLICATION 37. Si I est borné, on a donc nécessairement une base hilbertienne.
La famille (Pn exp(−.2/2))n, pour (Pn)n∈ N les polynômes de HERMITE, est une base hilber-
tienne deL2(R).

EXEMPLE 38. Sans l’hypothèse on a le contre-exemple suivant : soit la fonction de poids w :
x 7−→ x− ln(x) sur I = R+. Alors (Pn)n∈N ne forme pas une base deL2(I, w).

SPEECH
La théorie de LEBESGUE a permis de s’abstenir de nombreuses conditions jusqu’alors néces-
saires pour définir l’intégrale d’une fonction. Si CAUCHY puis RIEMANN ont défini les intégrales
de fonctions continues et d’autres classes de fonctions régulières, c’est bien LEBESGUE qui avec
la notion de mesure a permis une nouvelle approche de l’intégrale, avec une intégration en
tranches horizontales et non plus verticales. Cette nouvelle théorie s’étend a des espaces de
fonctions extrêmement riches, qui sont des espaces deBANACH. De plus, les théorèmes d’inter-
version de symboles ne nécessitent que peu d’hypothèses.

QUESTIONS
Q Soit p0 > 1 et f > 0 ∈ Lp0(µ) où µ est une mesure de probabilité. On suppose que ln(f)

est intégrable, d’intégralem. Mq la suite ‖f‖p −→p→0
exp(m). [BP15]

R

ln(‖f‖p) = 1
p

ln(1− (1−
∫
|f |p)) = −

1−
∫
|f |p

p
+ o(1) = −

∫
1− |f |p

p
+ o(1)

= −
∫

Ω

1− exp(p ln(f))
p

dµ

On sépare selon si f > 1 ou non.
Q Montrer que Ψ : Lq −→ (Lp)∗, g 7−→ (f 7−→

∫
fg) est une isométrie.

Q Montrer que ‖f‖p −→
p→+∞

‖f‖∞ si ‖f‖p < +∞ pour tout p.
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On considère une suite (fn)n∈N de fonctions et f une fonction, toutes définies sur un même
ensembleE et à valeurs dans K = R ou C.

DÉfiNITION 1. [CONVERGENCES SIMPLE, UNIFORME]
On dit que (fn)n∈N converge simplement vers f si pour toutx ∈ E, on a fn(x) −→

n→+∞
f(x).

On dit que (fn)n∈N converge uniformément vers f si supE |fn − f | −→
n→+∞

0.

I. Suites et séries de fonctions : propriétés de la limite et de la
somme

I. A. Interversion limite-limite [AF91, El 11]

EXEMPLE 2. [Hau07, p235] Pour fn : x ∈ [0, 1] 7−→ xn, on a limn→+∞ limx→1− fn(x) = 1 6=
0 = limx→1− limn→+∞ fn(x).

THÉORÈME 3. SupposonsEmétrique. Soita ∈ E tel quefn(x) −→
x→a

`n ∈ Ketfn
u−→

n→+∞
f

sur un voisinage de a.
Alors limn→+∞ `n et limx→a f(x) existent et sont égales. Autrement dit :

lim
n→+∞

lim
x→a

fn(x) = lim
x→a

lim
n→+∞

fn(x)

THÉORÈME 4. Dans le même contexte, si les (fn)n∈N sont continues en a et si fn
u−→

n→+∞
f

sur un voisinage de a, alors f est continue en a.

COROLLAIRE 5. [SÉRIES DE FONCTIONS]
SupposonsEmétrique et soita ∈ E. Si limx→a fn(x) existe pour toutn ∈ Net

∑
fk converge

uniformément au voisinage de a, alors :

lim
x→a

∑
n≥0

fn(x) =
∑
n≥0

lim
x→a

fn(x)

REMARQUE 6. Dans les deux théorèmes on aurait pu plus généralement considérer les fonc-
tions à valeurs dans un espace complet. Dans le corollaire on aurait pu les supposer à valeurs
dans un espace de BANACH.

EXEMPLE 7. ζ : x > 1 −→
∑
n≥1

1
nx est continue et ζ(x) −→

x→+∞
1.

APPLICATION 8. Une série entière de rayon de convergenceR > 0 est continue sur DR(O).

REMARQUE 9. On ne peut rien dire sur le cercle de convergence : par exemple avec∑
n≥0(−1)nzn = 1

1+z définie pour |z| < 1, on a 1
1+z −→z→1

1/2 mais
∑

(−1)n diverge.

PROPOSITION 10. Soit I un intervalle de R, on suppose les (fn)n∈N dans C1(I,R) telles que
f ′n

u−→
n→+∞

g et fn
s−→

n→+∞
f .

Alors f ∈ C1(I,R), fn
u−→

n→+∞
f et f ′ = g.

REMARQUE 11. La preuve de ce théorème utilise le Théorème 16.

COROLLAIRE 12. Si les (fn)n∈N sont Ck([a, b],R) et telles que f (p)
n

s−→
n→+∞

gp pour p ≤ k

avec f (k)
n

u−→
n→+∞

gk, alors g0 ∈ Ck([a, b],R), fn
u−→

n→+∞
g0 et g(p)

0 = gp pour p ≤ k.

EXEMPLE 13. Soit fu : t 7−→ exp(tu) (u ∈ R). Alors fu est C∞ et f (p)
u : t 7−→

∑
n∈N

tn−p

(n−p)!u
n.

EXEMPLE 14. [Hau07, p241] Importance de la convergence uniforme de (f ′n)n∈N : considérer
fn(x) =

√
x2 + 1/n.

I. B. Interversion limite-intégrale sur un segment [Gou08, §4.3, p222–223]

EXEMPLE 15. On considère la suite de fonctions (fn)n∈N définie sur [0, 1] par fn(0) = 0,
fn(1/n) = n2, fn([2/n, 1]) = 0 et fn est a�ine sur [0, 1/n] puis [1/n, 2/n].
Alors fn est continue, converge simplement vers 0 mais limn→+∞

∫ 1
0 fn = limn→+∞

∫ 1
0 n =

+∞ 6= 0 =
∫ 1

0 limn→+∞ fn.

THÉORÈME 16. Soit [a, b] un segment de R et (fn)n∈N définies, continues et convergeant
uniformément sur [a, b] vers f . Alors f est continue et :

lim
n→+∞

∫ b

a

fn =
∫ b

a

f

EXEMPLE 17. fn : x ∈ [0, 1] 7−→ xn(1− x)n.
On a sup[0,1] fn = 1/4n −→

n→+∞
0 donc

∫ 1
0 fn −→

n→+∞
0.
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EXEMPLE 18. Importance de l’hypothèse de compacité : considérer fn définie par fn(0) = 0,
fn(n) = 1/

√
n, fn([2n,+∞[) = 0 et fn a�ine sur [0, n] et [n, 2n].

Alors supR+ |fn| = 1/
√
n −→

n→+∞
0 et

∫∞
0 fn =

√
n −→

n→+∞
+∞.

COROLLAIRE 19. [SÉRIES DE FONCTIONS]
Dans le même contexte, soit (fn)n∈N telle que

∑
fk converge uniformément sur [a, b], alors :∫ b

a

∑
n≥0

fn(t)dt =
∑
n≥0

∫ b

a

fn(t)dt

APPLICATION 20. Si f(x) =
∑
n≥0 anx

n est une série entière de rayon de convergenceR > 0,
alors pour [a, b] ⊂]−R,R[, on a

∫ b
a
f(x)dx =

∑
n≥0 an

∫ b
a
xndx.

EXEMPLE 21. Pour x ∈] − 1, 1[, on a 1
1+x2 =

∑
n≥0(−1)nx2n, d’où arctan(x) =∑

n≥0
(−1)n
2n+1 x

2n+1.

II. Théorèmes d’interversion en théorie de l’intégration
Dans toute la suite (E,A, µ) désigne un espace mesuré.

II. A. Les théorèmes fondamentaux [BP15, Ch7/8, p115–157]

THÉORÈME 22. [CONVERGENCE MONOTONE]
Soit (fn)n∈N une suite croissante µ- p.p. de fonctions mesurables positives µ- p.p.. Alors :

lim
n→+∞

↑
∫
E

fndµ =
∫
E

lim
n→+∞

↑ fndµ (∈ [0,+∞])

EXEMPLE 23. Le résultat est faux pour des fonctions décroissantes :fn = 1/noufn = 1[n,+∞[.

COROLLAIRE 24. Soit (fn)n∈N des fonctions mesurables positives µ- p.p.. Alors :∑
n≥0

∫
E

fndµ =
∫
E

lim
n→+∞

∑
n≥0

fndµ (∈ [0,+∞])

THÉORÈME 25. [LEMME DE FATOU]
Soit (fn)n∈N une suite de fonctions mesurables positives µ- p.p..∫

E

lim inf
n→+∞

fndµ ≤ lim inf
n→+∞

∫
E

fndµ ≤ +∞

APPLICATION 26. Si (fn)n∈N est une suite de fonctions positives p.p. telles que
fn −→

n→+∞
+∞ p.p., alors

∫
E
fndµ −→

n→+∞
+∞.

THÉORÈME 27. [CONVERGENCE DOMINÉE]
Soit (fn)n∈N une suite de fonctions mesurables telles que :
• limn→+∞ fn existe µ- p.p.,
• il existe g intégrable surE telle que |fn(x)| ≤ g(x) µ- p.p.pour tout n ≥ 0.

Alors f est intégrable et limn→+∞
∫
E
|fn − f | dµ = 0 (et donc

∫
E
fndµ −→

n→+∞

∫
E
fdµ).

EXEMPLE 28. L’hypothèse de domination est cruciale : considérer fn = n1[0,1/n].

COROLLAIRE 29. Si les (fn)n∈N sont mesurables et telles que
∑
n≥0

∫
E
|fn| dµ < +∞, alors

les (fn)n∈N et
∑
n≥0 fn sont intégrables et on a :∫

E

∑
n≥0

fndµ =
∑
n≥0

∫
E

fndµ

APPLICATION 30.
∫ n

0 (1 + x/n)n e−αx dx −→
n→+∞

{
∞ si α ≤ 1
1/(α− 1) sinon .

THÉORÈME 31. [ÉQUATION DE LA CHALEUR PÉRIODIQUE]
Soit u0 : R −→ R non identiquement nulle, 2π-périodique, C1 par morceaux et continue.
Alors il existe une unique solution u ∈ C0(R+ × R) ∩ C∞(R∗+ × R) telle que :{

∂tu(t, x) = ∂2
xxu(t, x) ∀t > 0, x ∈ R

u(0, x) = u0(x) ∀x ∈ R
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II. B. Conséquences sur les intégrales à paramètres [BP15, §8.3, p140–147]

THÉORÈME 32. [CONTINUITÉ SOUS LE SIGNE INTÉGRALE]
SoientU un espace métrique, u0 ∈ U et f : U × E −→ K telles que :
• pour tout u ∈ U , x 7−→ f(u, x) est mesurable,
• pour µ-presque tout x, u 7−→ f(u, x) est continue en u0,
• il existe g intégrable telle que pour tout u ∈ U , |f(u, x)| ≤ g(x) µ- p.p..

Alors u 7−→
∫
E
f(u, x)dµ(x) est bien définie surU et est continue en u0.

APPLICATION 33. Continuité de la transformée de FOURIER d’une fonctionL1(Rd).

THÉORÈME 34. [DÉRIVATION SOUS LE SIGNE INTÉGRALE]
Soient I un intervalle de R et f : I × E −→ K telles que :
• pour tout u ∈ I , x 7−→ f(u, x) est intégrable surE,
• pour µ-presque tout x, u 7−→ f(u, x) est dérivable sur I ,
• il existe g intégrable telle que pour tout u ∈ I ,

∣∣∣∂f∂u (u, x)
∣∣∣ ≤ g(x) µ- p.p..

Alors F : u 7−→
∫
E
f(u, x)dµ(x) est définie, dérivable sur I et F ′ : u 7−→

∫
E
∂f
∂u (u, x)dµ(x).

APPLICATION 35.
∫ +∞

0
sin(x)
x dx = π

2 .

APPLICATION 36. La transformée de FOURIER d’une gaussienne est une gaussienne. Si Gσ :
x 7−→ 1√

2πσ2 e−
x2

2σ2 pour un σ > 0, alors Ĝσ : ζ 7−→ e−
σ2ζ2

2 .

PROPOSITION 37. [FORMULE SOMMATOIRE DE POISSON] [Gou08, §6.4, p273]
Soit f : R −→ C une fonction C1 telle que f(x) = O(1/x2) et f ′(x) = O(1/x2) en ±∞.
Alors les sommes suivantes sont bien définies et on a :

∀x ∈ R,
∑
n∈Z

f(x+ 2nπ) = 1
2π
∑
n∈Z

f̂(n) einx

où f̂(n) =
∫
R f(t) e−int dt.

APPLICATION 38. [ÉQUATION FONCTIONNELLE DE LA FONCTION DE JACOBI]
Pour x > 0, Θ(x) =

∑
n∈Z e−πn2x vérifie Θ(x) = 1√

x
Θ( 1

x ).

THÉORÈME 39. [HOLOMORPHIE SOUS LE SIGNE INTÉGRALE]
Soient Ω un ouvert de C et f : Ω× E −→ C tels que :
• pour tout z ∈ Ω, x 7−→ f(z, x) est mesurable surE,
• pour µ-presque tout x, u 7−→ f(z, x) est holomorphe sur Ω,
• il existe g intégrable telle que pour tout z ∈ Ω, |f(z, x)| ≤ g(x) µ- p.p..

Alors F : z 7−→
∫
E
f(z, x)dµ(x) est holomorphe sur Ω et

∀k ≥ 0, F (k) : z 7−→
∫
E

∂kf

∂zk
(z, x)dµ(x)

EXEMPLE 40. La fonction Γ : z 7−→
∫∞

0 e−t tz−1dt est définie et holomorphe sur {<(z) > 0}.

II. C. Interversion intégrale-intégrale [BP15, §11.3, p235–241]

Soit (F,B, ν) un autre espace mesuré. On suppose que µ et ν sont σ-finies.

THÉORÈME 41. [THÉORÈME DE FUBINI-TONELLI]
Soit f : (E × F,A ⊗ B, µ ⊗ ν) −→ R+ mesurable positive. Alors x 7−→

∫
F
f(x, y)dν(y) et

y 7−→
∫
E
f(x, y)dµ(x) sont mesurables et on a :∫

E×F
f(x, y)d(µ⊗ν)(x, y) =

∫
E

∫
F

f(x, y)dν(y)dµ(x) =
∫
F

∫
E

f(x, y)dµ(x)dν(y) ∈ [0,+∞]

APPLICATION 42. Considérons µ et ν les mesures de comptages sur N. Alors pour tout famille
de réels positifs (ui,j)i,j∈N, on a

∑
i≥0
∑
j≥0 ui,j =

∑
j≥0

∑
i≥0 ui,j .

THÉORÈME 43. [THÉORÈME DE FUBINI-LEBESGUE]
Soit f : (E × F,A⊗ B, µ⊗ ν) −→ K intégrable. Alors
• x 7−→

∫
F
f(x, y)dν(y) est définie µ- p.p. et est intégrable surE,

• y 7−→
∫
E
f(x, y)dµ(x) est définie ν- p.p. et est intégrable sur F ,

•
∫
E×F f(x, y)d(µ⊗ ν)(x, y) =

∫
E

∫
F
f(x, y)dν(y)dµ(x) =

∫
F

∫
E
f(x, y)dµ(x)dν(y)

EXEMPLE 44. Considérons f : [0,+∞[×[0, 1] −→ R, (x, y) 7−→ 2 e−2xy − exy .
Elle est continue mais

∫ 1
0
∫∞

0 f(x, y)dxdy = 0 <
∫∞

0
∫ 1

0 f(x, y)dydx.

APPLICATION 45. Calcul du volume de la boule unité euclidienne de Rn :

Vn = Lebn(B(0, 1)) = πn/2

Γ(n/2 + 1)
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SPEECH
On s’intéresse à plusieurs situations dans lesquelles on veut intervertir limites et intégrales :
• limn→+∞

∫
fn =

∫
limn→+∞ fn,

• intégrales à paramètres u 7−→
∫
E
f(x, u)dµ(x),

•
∫
E

∫
Y
f =

∫
Y

∫
E
f .

Nous allons voir dans une première partie l’importance de la convergence uniforme, qui permet
l’interversion limite limite, puis même limite intégrale dans le cas de segments.
Ensuite nous verrons comment la théorie de l’intégration apporte beaucoup de souplesse. Les
outils des espacesLp comme la convergence monotone, le lemme de FATOU ou le théorème de
convergence dominée permettent des inversions faciles et ont des conséquences notables sur
les intégrales à paramètres
Enfin l’inversion entre intégrales va être également possible dans le cadre de cette théorie : c’est
l’objet des théorèmes de FUBINI.

COMMENTAIRES
Autres références possibles : [Bre99, Far00, QZ13, Rud98].
Dans le speech, ne pas trop parler de la di�érence des deux théories d’intégration RIE-
MANN/LEBESGUE pour éviter des questions piège.

QUESTIONS
Q Pourquoi le théorème de continuité sous le signe intégral est-il une conséquence des théo-

rèmes précédents?
R On se ramène à des suites car l’espace est métrique. On fait le lien entre les hypothèses qui

vont permettre d’appliquer les théorèmes précédents.
Q Soit T > 0 et f : [0, T ] −→ C continue. Pour n ∈ N et t ∈ [0, T ], on pose gn(t) =∑

k≥1
(−1)k
k!

∫ T
0 f(u) e−kn(t−u) du. Déterminer la limite simple de (gn)n∈N.

Q Étudier l’existence et la continuité de la fonction x 7−→
∫
R

sin(t)
1+(x−t)4 dt.

Q On considère la série de fonctions
∑
fk avec fk : x 7−→ e−nx−2 e−2nx pour x ≥ 0. Com-

parer l’intégrale sur (R+)∗ de la limite avec la limite de l’intégrale. Que peut-on dire de la
convergence simple? normale?
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236 ILLUSTRER PAR DES EXEMPLES QUELQUES MÉTHODES DE CALCUL D’INTÉGRALES DE FONCTIONS D’UNE
OU PLUSIEURS VARIABLES.

I. Méthodes de calcul directes
I. A. Calculs de primitives [Gou09, §2.3, p70] [Gou09, §3.2, p132]

THÉORÈME 1. Si F est une primitive de f sur [a, b], alors on a
∫ b
a
f(t)dt = F (b)− F (a).

EXEMPLE 2. Pour α > 1,
∫ +∞

1
1
tα dt = 1

α+1 . Pour x ∈ R,
∫ x

0
1

1+x2 dx = arctan(x).

THÉORÈME 3. [DÉCOMPOSITION EN ÉLÉMENTS SIMPLES]
Soit f ∈ K(X) non nulle (K = R ou C), écrivons f = N/D avec N,D ∈ K[X] premiers
entre eux et D unitaire. Ecrivons D =

∏n
i=1D

αi
i sa décomposition en facteurs irréductibles.

Alors f s’écrit de manière unique sous la forme f = E +
∑n
i=1
∑αi
j=1

Ai, j

Dj
i

avec E ∈ K[X],
Ai, j ∈ K[X] et deg(Ai, j) < deg(Di).

APPLICATION 4. Pour calculer une intégrale d’une fraction rationnelle réelle, on la décompose
en éléments simples. Il su�it alors de connaître les intégrales :
• de x 7−→ 1

(x−a)h pour a ∈ R et h ∈ N∗. On calcule facilement une primitive :

x 7−→ 1
(1− h)(x− a)h−1 si h 6= 1 x 7−→ ln(|x− a|) si h = 1

• de x 7−→ ax+b
(x2+cx+d)h pour c2 − 4d < 0 et h ∈ N∗. Ecrivons ax+b

(x2+cx+d)h = 2α(x−p)
[(x−p)2+q2]h +

β
[(x−p)2+q2]h . On calcule facilement la première primitive, et on procède par récurrence sur
h pour la seconde.

EXEMPLE 5. En décomposant en éléments simples 1
x(x2+1) = 1

x −
x

x2+1 −
x

(x2+1)2 , on obtient
que x 7−→ ln(|x|)− 1

2 ln(x2 + 1) + 1
2

1
1+x2 est une primitive de x 7−→ 1

x(x2+1) .

I. B. Intégration par parties [Gou08, §3.1, p123]

THÉORÈME 6. [INTÉGRATION PAR PARTIES]
Soient u, v : [a, b] −→ C deux fonctions de classe C1. Alors∫ b

a

u(x)v′(x)dx = [uv]ba −
∫ b

a

u′(x)v(x)dx

APPLICATION 7. L’intégrale
∫ +∞

0
sin(x)
x dx est semi-convergente.

EXEMPLE 8. [INTÉGRALES DE WALLIS]
Posons In =

∫ π/2
0 sinn(x)dx pour n ∈ N. Alors In = n−1

n In−2 pour n ≥ 2.

EXEMPLE 9. Soit Γ : x 7−→
∫ +∞

0 e−t tx−1dt pour x ∈ R∗+. Alors Γ(x+1) = xΓ(x) pour x > 0.
On en déduit Γ(n+ 1) = n! pour n ∈ N.

I. C. Changement de variables [Gou08, §3.1, p123] [BP15, §12.2, p255]

THÉORÈME 10. [CHANGEMENT DE VARIABLES EN DIMENSION 1]
Soitϕ : [a, b] −→ R de classe C1 dont la dérivée ne s’annule pas de f : I −→ R continue par
morceaux telle que ϕ([a, b]) ⊂ I . Alors∫ b

a

f(ϕ(t))ϕ′(t)dt =
∫ ϕ(b)

ϕ(a)
f(u)du

APPLICATION 11. [RÈGLE DE BIOCHE]
On cherche à calculer une primitive de fraction rationnelle en cos(x), sin(x). Notons-là
R(cos(x), sin(x)).
• SiR(cos(x), sin(x))dx est inchangé par x 7−→ π − x, on pose t = sin(x),
• SiR(cos(x), sin(x))dx est inchangé par x 7−→ −x, on pose t = cos(x),
• SiR(cos(x), sin(x))dx est inchangé par x 7−→ π + x, on pose t = tan(x),
• Sinon, on peut toujours essayer t = tan(x/2)

EXEMPLE 12.
∫ π

0
sin3(x)

1+cos2(x) =
∫ 1
−1

1−t2
1+t2 dt = π − 2 via le changement de variables t = cos(x).

THÉORÈME 13. [CHANGEMENT DE VARIABLES EN DIMENSION QUELCONQUE]
SoitU, V deux ouverts deRn etφunC1-di�éomorphisme deU surV . Alors pour toute fonction
borélienne f : V −→ R+, on a :∫

V
f(v)dv =

∫
U
f(φ(u)) |Jφ(u)| du où Jφ(u) = det(d φu)

De plus, toute fonction g mesurable et définie sur ϕ(U) est intégrable si et seulement si (g ◦
ϕ) |Jϕ| est intégrable surU et dans ce cas la formule précédente reste vraie pour g.

APPLICATION 14. [PASSAGE EN COORDONNÉES POLAIRES]
Pour f : R2 −→ R+ borélienne, on a

∫
R2 f(x, y)dxdy =

∫
R∗+×]−π,π[ f(r cos(θ), r sin(θ))rdrdθ.

EXEMPLE 15.
∫
R e−x2

dx =
√
π.
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I. D. Théorèmes de FUBINI [BP15, §11.3, p235–241]

Soient (E,A, µ) et (F,B, ν) des espaces mesurés. On suppose que µ et ν sont σ-finies.

THÉORÈME 16. [THÉORÈME DE FUBINI-TONELLI]
Soit f : (E × F,A ⊗ B, µ ⊗ ν) −→ R+ mesurable positive. Alors x 7−→

∫
F
f(x, y)dν(y) et

y 7−→
∫
E
f(x, y)dµ(x) sont mesurables et on a :∫

E×F
f(x, y)d(µ⊗ν)(x, y) =

∫
E

∫
F

f(x, y)dν(y)dµ(x) =
∫
F

∫
E

f(x, y)dµ(x)dν(y) ∈ [0,+∞]

EXEMPLE 17. SoitD =
{

(x, y) ∈ R2
+ | x+ y ≤ 1

}
. Alors

∫
D
xydxxy = 1

24 .

THÉORÈME 18. [THÉORÈME DE FUBINI-LEBESGUE]
Soit f : (E × F,A⊗ B, µ⊗ ν) −→ K intégrable. Alors
• x 7−→

∫
F
f(x, y)dν(y) est définie µ- p.p. et est intégrable surE,

• y 7−→
∫
E
f(x, y)dµ(x) est définie ν- p.p. et est intégrable sur F ,

•
∫
E×F f(x, y)d(µ⊗ ν)(x, y) =

∫
E

∫
F
f(x, y)dν(y)dµ(x) =

∫
F

∫
E
f(x, y)dµ(x)dν(y)

EXEMPLE 19. Considérons f : [0,+∞[×[0, 1] −→ R
(x, y) 7−→ 2 e−2xy − exy .

Elle est continue mais
∫ 1

0
∫∞

0 f(x, y)dxdy = 0 <
∫∞

0
∫ 1

0 f(x, y)dydx.

APPLICATION 20. Calcul du volume de la boule unité euclidienne de Rn :

Vn = Lebn(B(0, 1)) = πn/2

Γ(n/2 + 1)

II. Techniques indirectes

II. A. Paramétrisation, interversions somme-intégrale [BP15, Ch7/8,
p115–157]

Soit (E,A, µ) un espace mesuré.

THÉORÈME 21. [CONVERGENCE DOMINÉE]
Soit (fn)n∈N une suite de fonctions mesurables telles que :
• limn→+∞ fn existe µ- p.p.,
• il existe g intégrable surE telle que |fn(x)| ≤ g(x) µ- p.p.pour tout n ≥ 0.

Alors f est intégrable et limn→+∞
∫
E
|fn − f | dµ = 0 (et donc

∫
E
fndµ −→

n→+∞

∫
E
fdµ).

EXEMPLE 22. L’hypothèse de domination est cruciale : considérer fn = n1[0,1/n].

APPLICATION 23. Pour x > 0, Γ(x) = limn→+∞
∫ n

0 (1− t/n)ntx−1 = lim n!nx
x(x+1)...(x+n) .

APPLICATION 24. Lorsque l’on peut écrire f comme série de fonctions, on peut souvent appli-
quer le théorème de convergence dominée.∫ 1

0

ln(x)
x− 1dx =

∑
n∈N∗

1
n2 = π2

6

THÉORÈME 25. [DÉRIVATION SOUS LE SIGNE INTÉGRALE]
Soient I un intervalle de R et f : I × E −→ K telles que :
• pour tout u ∈ I , x 7−→ f(u, x) est intégrable surE,
• pour µ-presque tout x, u 7−→ f(u, x) est dérivable sur I ,
• il existe g intégrable telle que pour tout u ∈ I ,

∣∣∣∂f∂u (u, x)
∣∣∣ ≤ g(x) µ- p.p..

Alors F : u 7−→
∫
E
f(u, x)dµ(x) est définie, dérivable sur I et F ′ : u 7−→

∫
E
∂f
∂u (u, x)dµ(x).

APPLICATION 26. La transformée de FOURIER d’une gaussienne est une gaussienne. Si Gσ :
x 7−→ 1√

2πσ2 e−
x2

2σ2 pour un σ > 0, alors Ĝσ : ζ 7−→ e−
σ2ζ2

2 .

APPLICATION 27. Prenant f : (t, x) 7−→ sin(x)
x e−tx, on montre que

∫ +∞
0

sin(x)
x dx = π

2 .

II. B. Analyse complexe [Tau06, §15.2.5, p192]

THÉORÈME 28. [THÉORÈME DES RÉSIDUS]
Soit U un ouvert convexe ou étoilé (ou simplement convexe). Soit f méromorphe sur U . On
note P l’ensemble de pôles de f . Alors pour γ : [0, 1] −→ U \ P chemin fermé, on a :

1
2iπ

∫
γ

f(z)dz =
∑
a∈P

Res(f, a) Ind(γ, a)

APPLICATION 29. Pour α ∈ R∗+, on a
∫
R+

exp(−x2) cos(αx)dx =
√
π

2 exp(−α2/4).

APPLICATION 30. On retrouve
∫
R

1
1+x2 dx = π ou

∫ 2π
0

sin(x)
x dx = π

2 .
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EXEMPLE 31. Soit−1 < α < 1. Alors Iα =
∫ +∞

0

xα ln(x)
x2 − 1 dx = π2

4 cos2(π2α) .

III. Méthodes d’approximation numérique

III. A. Méthodes de quadrature [Dem96, ChIII, p59]

Soit f : [a, b] −→ R une fonction continue. On cherche des formules pour approcher I(f) =∫ b
a
f(t)dt. Fixonsa = x0 < x1 < · · · < xn = bune subdivision de [a, b]. On posehi = xi+1−xi.

DÉfiNITION 32. [MÉTHODE DE QUADRATURE]
Une méthode de quadrature consiste, pour 0 ≤ i ≤ n − 1 à approcher Ii =

∫ xi+1
xi

f par
Ai(f) = hi

∑`j
j=0 ωi jf(ζi j) où les (ζi j)j sont dans [xi, xi+1] et les (ωi j)0≤j≤n sont des

réels fixés tels que
∑
j ωi j = 1.

On note alorsE(f) = I(f)−
∑n−1
i=0 Ai(f) l’erreur de la méthode.

DÉfiNITION 33. [MÉTHODE DE QUADRATURE]
On dit qu’une méthode de quadrature est d’ordreN si elle est exacte (E(f) = 0) pour tout
f ∈ RN [X] et s’il existe f ∈ RN+1[X] telle qu’elle soit inexacte.

DÉfiNITION 34. [MÉTHODE PAR INTERPOLATION DE LAGRANGE]
Fixons i et (ζj)j . La méthode d’interpolation de LAGRANGE associée consiste à prendreωj =
1
hi

∫
[xi,xi+1] `j où `j =

∏
k 6=j

X−ζk
ζj−ζk .

APPLICATION 35. Comme
∑
j `j = 1, on utilise souvent comme fonction de poids les (`j)j

associés à une subdivision de [xi, xi+1] : ce sont les méthodes par interpolation de LAGRANGE.
(i) [MÉTHODE DES RECTANGLES]

On approxime I(f) par
∑n−1
i=0 hif(zi) où (zi)i = (xi)i ou (xi+1)i. Méthode d’ordre 0.

(ii) [MÉTHODE DES POINTS MILIEUX]
De même avec (zi)i = (xi+1−xi

2 )i. Méthode d’ordre 1 etE(f) ≤ 1
3 ‖f

′′‖∞ si f est C2.
(iii) [MÉTHODE DES TRAPÈZES]

On approxime I(f) par
∑n−1
i=0 hi

f(xi+1)+f(xi)
2 . Méthode d’ordre 1 etE(f) ≤ 2

3 ‖f
′′‖∞ si f

est C2.
(iv) [MÉTHODE DE SIMPSON]

On approxime I(f) par
∑n−1
i=0 hi

f(xi+1)+4f( xi+1−xi
2 )+f(xi)

6 . Méthode d’ordre 3 et E(f) =
O(
∥∥f (4)

∥∥
∞) si f est C4.

EXEMPLE 36. Approximation de
∫ π

0 cos2(x)dx = π
4 :

(i) méthode des rectangles (à gauche ou à droite) : π,
(ii) méthode des points milieux : 0,

(iii) méthode des trapèzes : π,
(iv) méthode de SIMPSON : π3 .

III. B. Méthode de MONTE-CARLO [BL07, §V.5, p132] et [Mé11, §5.3/6.5, p147/178]

Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé.

THÉORÈME 37. [LOI DES GRANDS NOMBRES]
Soit (Xi)i∈N∗ des variables aléatoires i.i.d. intégrables. Alors :

1
n

∑n
i=1Xi −→

n→+∞
E[X1] p.s.

APPLICATION 38. [MÉTHODE DE MONTE-CARLO]
Soit f : [0, 1]d −→ R intégrable par rapport à la mesure de LEBESGUE. Soit (Xi)n∈N∗ une suite
de variables aléatoires i.i.d. de loi U([0, 1]d). Alors

In = 1
n

n∑
i=1

f(Xi) −→
n→+∞

I =
∫

[0,1]d
f(x)dx p.s.

THÉORÈME 39. [THÉORÈME CENTRAL LIMITE]
Soit (Xi)i∈N∗ une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de carré intégrable. Alors :

1√
n

∑n
i=1(Xi − E[X1]) L−→

n→+∞
Z ∼ N (0,Var(X1))

APPLICATION 40. Supposons f telle que Var(f) =
∫

[0,1]d f(x)2dx −
( ∫

[0,1]d f(x)dx
)2 soit

majorée parM . Alors IC∞α =
[
In ± q1−α/2

√
M
n

]
est un intervalle de confiance asymptotique

de niveau α pour I(f), où q1−α/2 est le quantile de niveau 1− α/2 deN (0, 1).
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Agrégation – Leçons 236 – Illustrer par des exemples quelques méthodes de calcul d’intégrales de fonctions d’une ou plusieurs variables.

ANNEXE
Contours utilisés en analyse complexe.
Illustration des di�érentes méthodes numériques.

SPEECH
Calculer la valeur d’une intégrale est une question fréquente pour laquelle nous n’avons pas de
procédure automatique donnant la solution : on a donc besoin de nombreux outils de calculs.
Dans la première partie, on regarde ce qu’il se passe en dimension 1.
En dimension supérieure, on doit parfois se ramener en dimension 1, ou encore utiliser le théo-
rème de changement de variables multidimensionnel, par exemple pour passer en coordon-
nées polaires.
Ensuite on donne des résultats issus de la théorie de l’intégration, qui permettent par exemple
dans le cas d’intégrales à paramètres ou d’intégrales d’une série de fonctions d’obtenir des ré-
sultats sur les intégrales aux limites.
Enfin, d’autres méthodes comme l’analyse complexe et la transformée de FOURIER permettent
d’éto�er les outils à notre disposition.

QUESTIONS
Q Calculer

∫ +∞
0

x
1+ex dx.

R C’est l’intégrale d’une fonction continue sur R+, intégrable en +∞ car o(1/x2). On a 1
1+t =∑

n≥0(−1)ntn pour t ∈]− 1, 1[, donc :

x

1 + ex = x

ex
1

1 + e−x = x

ex
∑
n≥0

(−1)n e−nx

On a
∫ +∞

0 x e−(n+1)x dx = 1
(n+1)2 , donc on peut appliquer le théorème de FUBINI-

LEBESGUE : ∫ +∞

0

x

1 + ex dx =
∑
n∈N

(−1)n 1
(n+ 1)2

et : ∑
n∈N

(−1)n 1
(n+ 1)2 =

∑
p∈N

1
(2p+ 1)2 −

∑
p∈N∗

1
(2p)2 =

∑
p∈N

1
(2p+ 1)2 −

π2

24

= π2

6 −
∑
p∈N∗

1
(2p)2 −

π2

24 = π2

12

Q Quel avantage/inconvénient voyez vous à la méthode deMONTE-CARLO?
R Avantage : valable même pour f très irrégulière, et temps de calcul linéaire en la dimension.

Inconvénient : approximation aléatoire, donc pas de contrôle déterministe de l’erreur.
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239 FONCTIONS DÉFINIES PAR UNE INTÉGRALE DÉPENDANT D’UN PARAMÈTRE. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Généralités sur les intégrales à paramètre

I. A. Régularité [BP15, §8.3, p140–147] [BMP05, §2.7, p82]

Soit (E,A, µ) un espace mesuré et U un espace métrique. On considère f : U × E −→ C et
on pose lorsque cela à un sens F (t) =

∫
E
f(t, x)dµ(x) pour t ∈ U .

THÉORÈME 1. [CONTINUITÉ SOUS LE SIGNE INTÉGRALE]
Supposons que :
• pour tout t ∈ U , x 7−→ f(t, x) est mesurable,
• pour µ-presque tout x, u 7−→ f(t, x) est continue en t0,
• il existe g intégrable telle que pour tout t ∈ U , |f(t, x)| ≤ g(x) µ- p.p..

Alors F est bien définie surU et est continue en t0.

APPLICATION 2. Continuité de la transformée de FOURIER d’une fonctionL1(Rd).

THÉORÈME 3. [DÉRIVATION SOUS LE SIGNE INTÉGRALE]
SiU est un intervalle I de R, supposons que :
• pour tout t ∈ I , x 7−→ f(t, x) est intégrable surE,
• pour µ-presque tout x, u 7−→ f(t, x) est dérivable sur I ,
• il existe g intégrable telle que pour tout t ∈ I ,

∣∣∣∂f∂t (t, x)
∣∣∣ ≤ g(x) µ- p.p..

Alors F est définie, dérivable sur I et F ′ : t 7−→
∫
E
∂f
∂t (t, x)dµ(x).

APPLICATION 4. Prenant f : (t, x) 7−→ sin(x)
x e−tx, on montre que

∫ +∞
0

sin(x)
x dx = π

2 .

COROLLAIRE 5. [DÉRIVATION MULTIPLE SOUS LE SIGNE INTÉGRALE]
SiU est un intervalle I de R, supposons que pour un k ∈ N∗ :
• pour tout t ∈ I , x 7−→ f(t, x) est intégrable surE,
• pour µ-presque tout x, t 7−→ f(t, x) est Ck sur I ,
• pour 1 ≤ i ≤ k, il existe gi intégrable telle que pour tout u ∈ I ,

∣∣∣∂if∂ui (t, x)
∣∣∣ ≤ gi(x)

µ- p.p..
Alors F est Ck sur I et F i : t 7−→

∫
E
∂if
∂ti (t, x)dµ(x) pour tout 1 ≤ i ≤ k.

EXEMPLE 6. La fonction Γ : z 7−→
∫∞

0 e−t tz−1dt est C∞ sur R∗+.

THÉORÈME 7. [HOLOMORPHIE SOUS LE SIGNE INTÉGRALE]
Supposons queU est un ouvert Ω de C et f : Ω× E −→ C tels que :
• pour tout z ∈ Ω, x 7−→ f(z, x) est mesurable surE,
• pour µ-presque tout x, u 7−→ f(z, x) est holomorphe sur Ω,
• il existe g intégrable telle que pour tout z ∈ Ω, |f(z, x)| ≤ g(x) µ- p.p..

Alors F est holomorphe sur Ω et pour tout k ≥ 0, F (k) : z 7−→
∫
E
∂kf
∂zk

(z, x)dµ(x).

EXEMPLE 8. Γ est holomorphe sur {<(z) > 0}.

APPLICATION 9. Γ admet un unique prolongement méromorphe sur C, holomorphe sur
C \ −N. Celui-ci ne s’annule pas et de plus 1/Γ est une fonction entière.

I. B. Comportement asymptotique [Gou08, §3.4, p159]

THÉORÈME 10. [INTÉGRATION DES RELATIONS DE COMPARAISON]
Soient I = [a, b[ un intervalle semi-ouvert de R, f : I −→ R et g : I −→ R∗+ des applications
continues par morceaux sur I . Alors lorsque x→ b− :

f = o(g) f = O(g) f ∼ g∫ b
a
g < +∞

∫ b
x
f = o(

∫ b
x
g)

∫ b
x
f = O(

∫ b
x
g)

∫ b
x
f ∼

∫ b
x
g∫ b

a
g = +∞

∫ x
a
f = o(

∫ x
a
g)

∫ x
a
f = O(

∫ x
a
g)

∫ x
a
f ∼

∫ x
a
g

APPLICATION 11.
• ln(x) =

∫ x
1

1
t dt =x→+∞ o(xα) pour tout α > 0.

•
∫ x

1 e−t ln(t)dt =x→1+ o(e1−x) = o(x− 1).

PROPOSITION 12. [MÉTHODE DE LAPLACE] [Rou99, p322]
Soient [a, b[ un intervalle deR,ϕ : [a, b[−→ R de classe C2 et f : [a, b[−→ C telle que e−t0ϕ f
soit intégrable pour un certain t0 ∈ R. On suppose que f est continue en a et f(a) 6= 0, et que
ϕ′ > 0 sur ]a, b[, ϕ′(a) = 0 et ϕ′′(a) > 0. Alors :∫ b

a

e−tϕ(x)f(x)dx ∼
t→+∞

√
π

2ϕ′′(a)
e−tϕ(a)f(a)√

t
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Agrégation – Leçons 239 – Fonctions définies par une intégrale dépendant d’un paramètre. Exemples et applications.

APPLICATION 13.
• [FORMULE DE STIRLING] Γ(t+ 1) ∼t→+∞

√
2πt
(
t
e
)t

• Pour α > 0,
∫
R+
x−αxtxdx ∼

√
2π
eα t

1/(2α) exp
(
αt1/α

e
)

.

II. Produit de convolution [BP15, Ch14, p291–314] [QZ13, ChIX.III, p318]

On se place sur E = Rd où d est un entier quelconque. Soit p ∈ [1,+∞] et q son exposant
conjugué.

DÉfiNITION 14. [CONVOLUTION]
On appelle convolution de f et g la fonction f ? g : x 7−→

∫
Rd f(y)g(x − y)dy, lorsque

celle-ci est bien définie.

THÉORÈME 15.
(i) Si f ∈ L1 et g ∈ Lp, alors f ? g existe µ-p.p. et ‖f ? g‖p ≤ ‖f‖1 ‖g‖p.

(ii) Si f ∈ Lp et g ∈ Lq , alors f ? g existe pour tout x et ‖f ? g‖∞ ≤ ‖f‖p ‖g‖q .
De plus, si 1 < p, q < +∞, alors lim|x|→+∞ f ? g(x) = 0.

PROPOSITION 16. La convolution est commutative, associative et bilinéaire surL1(Rd). Au-
trement dit, (L1(Rd),+, ?) est une algèbre de BANACH. Elle est cependant sans unité.

APPLICATION 17. La somme de deux variables aléatoires indépendantes définies sur Rd et de
densités respectives f, g par rapport à la mesure de LEBESGUE a pour densité f ? g.

EXEMPLE 18. SiGσ : t 7−→ 1√
2πσ2 e−

x2
2σ2 , alorsGσ ? Gσ′ = Gσ+σ′

PROPOSITION 19. Si f ∈ Ckc (Rd) et f ∈ L1(Rd), alors f ? g ∈ Ck(Rd) et

∀ |α| ≤ k, ∂α(f ? g) = (∂αf) ? g

DÉfiNITION 20. [APPROXIMATION DE L’UNITÉ ET SUITE RÉGULARISANTE]
Une suite (αn)n≥1 de fonctions positives deL1 est une approximation de l’unité si :
• pour tout n ∈ N, on a

∫
Rd αndλd = 1,

• pour tout ε > 0, on a limn→+∞
∫
{x≥ε} αndλd = 0.

Si de plus les (αn)n≥1 sont de classe C∞c , alors on dit que c’est une suite régularisante.

EXEMPLE 21. [EXISTENCE D’UNE SUITE RÉGULARISANTE]
On considère φ : x 7−→ exp( 1

‖x‖2−1 )1]0,1](‖x‖) puis α : x 7−→ φ(x)∫
Rd
φdλd

.

Alors la suite αn : x 7−→ ndα(nx) est une suite régularisante.

PROPOSITION 22. Soient p < +∞, f ∈ Lp(Rd) et (αn)n∈N une approximation de l’unité.
Alors f ∗ αn

Lp−→
n→+∞

f .

APPLICATION 23. [CONSTRUCTION DE FONCTIONS PLATEAUX]
Soit K un compact de Rd et Ω un ouvert contenant K. Alors il existe θ ∈ C∞(Rd) telle que
θ = 1 surK, θ = 0 sur Rd \ Ω et 0 ≤ θ ≤ 1.

THÉORÈME 24. C∞c (Rd) est dense dansLp pour 1 ≤ p < +∞.

APPLICATION 25. Si f ∈ Lp et g ∈ Lq , f ? g est uniformément continue.

III. Transformée de FOURIER [BP15, Ch15, p315] [Rud98, Ch9, p219]

DÉfiNITION 26. Pour f ∈ L1(Rd), on définit sa transformée de FOURIER par :

F(f) : ζ 7−→ f̂(ζ) =
∫
Rd
f(x) e−i〈x|ζ〉dx

DÉfiNITION 27. Pour f ∈ L1(Rd), on note f̌ l’application x 7−→ f(−x).

PROPOSITION 28. F est linéaire et pourf ∈ L1(Rd), f̂ est uniformément continue et bornée.

THÉORÈME 29. [LEMME DE RIEMANN-LEBESGUE]
Si f ∈ L1(Rd) alors f̂ ∈ C0(Rd).

PROPOSITION 30. Soient f, g ∈ L1(Rd).

(i) ˆ̌
f = f̂ = ˇ̂

f ,
(ii) F(f ? g) = F(f)F(g),

(iii) Si τh est l’opérateur de translation par h ∈ Rd alorsF(τhf)(ζ) = e−i〈h|ζ〉 F(f)(ζ).
(iv) Pour λ > 0,F(f(./λ)) = λf̂(λ.)
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APPLICATION 31. La transformée de FOURIER d’une gaussienne est une gaussienne. On a Ĝσ :
ζ 7−→ e−

σ2ζ2
2 .

PROPOSITION 32. F : L1(Rd) −→ C0(Rd) est injective et continue.

APPLICATION 33. En probabilité, la fonction caractéristique caractérise la loi d’une variable
aléatoire.

DÉfiNITION 34. [CLASSE DE SCHWARTZ]
On définit la classe de SCHWARTZ sur Rd, notéeS(Rd), comme l’ensemble des fonctions f ∈
C∞(Rd) telles que :

∀p ∈ N, Np(f) = sup
|α|≤p,|β|≤p

sup
x∈Rd

∣∣xβ∂αf(x)
∣∣ < +∞

On munit cet espace de la famille dénombrable de semi-normes (Np)p∈N, il est donc métri-
sable (espace de FRÉCHET).

EXEMPLE 35. C∞c (Rd) ⊂ S(Rd) etGσ ∈ S(Rd).

PROPOSITION 36. Pour f ∈ S(Rd), on a f̂ ∈ S(Rd).

PROPOSITION 37. S(Rd) est complet et s’injecte continument dans lesLp(Rd), dans lesquels
il est dense pour p < +∞.

PROPOSITION 38. S(Rd) est stable par dérivation, multiplication interne, multiplication par
un polynôme (ces opérations étant continues).

PROPOSITION 39. Pour α, β ∈ Nn et f ∈ S(Rd), on a :

∀ζ ∈ Rd, F(∂αf)(ζ) = i|α|ζαF(f)(ζ) et F(.βf)(ζ) = i|β|∂βF(f)(ζ)

COROLLAIRE 40. Si f ∈ L1(Rd) est telle que f̂ ∈ L1(Rd), alors

∀x ∈ Rd, f(x) = 1
(2π)d

ˆ̂
f(−x) p.p.

En particulier f est égale p.p. à une fonction C0(Rd).

EXEMPLE 41. On aF(e−|x|) : ζ 7−→ 2
1+ζ2 . On en déduit queF( 1

1+x2 ) : ζ 7−→ π e−|ζ|.

COROLLAIRE 42. [INVERSION DE FOURIER DANS S(Rd)]
F : S(Rd) −→ S(Rd) est un automorphisme continu et on aF−1 : f 7−→ 1

(2π)dF(f̌).

APPLICATION 43. [RÉSOLUTION D’EDP] [Bon01, §9.6, p184]
• On considère l’équation de la chaleur ∂tu = ∂2

xu avec condition initiale f ∈ S(Rd). Alors
il existe une unique solution u ∈ C2(R×Rd) telle que u(t, .) ∈ S(Rd) uniformément en t
sur tout compact et u(t, .) −→

t→0
f dansL1. Cette solution est donnée par :

∀t > 0,∀x ∈ Rd, u(t, x) = 1
(4πt)d/2

∫
Rd
f(y) e−

|x−y|2
4t dy = f?kt(x) où kt = 1

(4πt)d/2
e−
|.|2
4t

• On considère l’équation de SCHRÖDINGER ∂tu = i∂2
xu avec condition initiale f ∈ S(R).

Cette équation possède une unique solution u ∈ C2(R×R) telle que pour tout t, u(t, .) ∈
S(R) uniformément en t sur tout compact. On a :

∀t > 0,∀x ∈ Rd, u(t, x) = 1
2π

∫
R
f̂(ζ) e−iζ

2t eixζ dζ

PROPOSITION 44. Si f, g ∈ S(Rd) alors∫
Rd
f(x)ĝ(x)dx =

∫
Rd
f̂(x)g(x)dx

THÉORÈME 45. [THÉORÈME DE FOURIER-PLANCHEREL]
F se prolonge en un unique opérateur linéaire (toujours noté F ) de L2(Rd) dans lui-même
vérifiant :
• F ◦ F = (2π)dǏd,

• Pour f ∈ L2(R)d, ‖f‖2L2 = 1
(2π)d

∥∥∥f̂∥∥∥2

L2
,

• Pour f, g ∈ L2(Rd),
∫
Rd f(x)g(x)dx = 1

(2π)d
∫
Rd f̂(x)ĝ(x)dx.

REMARQUE 46. La définition de F ci-dessus coïncide avec celle sur L1, il n’y a donc pas
d’ambiguïté.

EXEMPLE 47. On calcule 1̂[−1,1] : ζ 7−→ 2 sinc(ζ). Les deux fonctions étant L2(R), on en
déduit que ŝinc = π1[−1,1].
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SPEECH
Les intégrales à paramètres sont l’analogue des séries de fonctions si on voit l’intégrale comme
une généralisation de la somme. On voudrait donc voir les propriétés de la régularité de ces in-
tégrales, c’est l’objet de la première partie. Notons également des propriétés de comportement
asymptotique (méthode de LAPLACE).
Le cas particulier du produit de convolution qui est une intégrale à paramètres : bonne structure
cependant sans unité, mais on peut essayer d’approcher ces unités via une approximation de
l’unité. On peut alors par exemple construire des fonctions plateaux et avoir des résultats de
densité.
Ensuite les transformées de FOURIER, qui sont l’analogue continu des séries de FOURIER. On a
envie d’étendre la transformée de FOURIER via l’espace de SCHWARTZ qui est un espace dans le-
quel tout se passe bien. Cela permet notamment d’obtenir le théorème d’inversion de FOURIER
et d’étendre la transformée de FOURIER à de nouvelles fonctions. Cela o�re de nombreuses ap-
plications en ÉDP : l’esprit des méthodes de résolution est de passer en FOURIER pour obtenir
des ÉDO, plus simples, puis repasser en temporel.
Notons aussi des applications en probabilités via la fonction caractéristique qui va caractériser
la loi d’une variable aléatoire.

QUESTIONS
Q Quelle est l’idée derrière la méthode de LAPLACE?
R On cherche l’endroit « qui va le plus compter dans l’intégrale », c’est-à-dire l’endroit où l’ex-

ponentielle est la plus importante. Voir l’explication heuristique du [Rou99].
Q Et pour la phase stationnaire?
R En un point stationnaire, la fonctionϕ est à peu près constante, on perd en quelque sorte le

caractère oscillant autour de ce point. C’est donc cette partie de l’intégrale qui va compter,
alors que le reste va plus ou moins s’annuler par oscillations.

Q Soit F : x 7−→
∫ +∞

0
1

tx(1+t)dt. Trouver son domaine de définition, montrer que la fonction
est continue. Donner le comportement de F en 0.

R Soit f : (t, x) 7−→ 1
tx(1+t) . f(., x) ∈ C0(R∗+) est mesurable, f(t, x) ∼ 1

tx en 0
donc est intégrable si et seulement si x < 1, puis f(t, x) ∼ 1

tx+1 en +∞ est intégrable
si et seulement si x+ 1 > 1. Ainsi F est définie sur ]0, 1[.
Comportement en 0 : si jamais on avait du t1/x on aurait pour t < 1, t1/x −→ 0 et si t > 1,
t1/x −→ +∞.
Pour s’y ramener, procédons au changement de variables u = tx, qui donne du =
x
t exp(e ln(t))dt = x

t udt, ou encore du/u = xdt/t, et finalement dt = x ln t = u1/x. Ainsi :

F (x) =
∫ +∞

0

u1/x

xu2(1 + u1/x)
du = 1

x

∫ +∞

0

u1/x

u2(1 + u1/x)
du

Pour u < 1, u1/x

u2(1+u1/x) −→ 0. Pour u > 1, u1/x

u2(1+u1/x) −→ 1/u2.
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241 SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS. EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES.

I. Convergences
On considère une suite (fn)n∈N de fonctions et f une fonction, toutes définies sur un même
ensembleE et à valeurs dans K = R ou C.

I. A. Autour de la convergence uniforme [Gou08, §4.3, p220-222] [QZ13, §V.III,
p149]

DÉfiNITION 1. [CONVERGENCES SIMPLE, UNIFORME]
On dit que (fn)n∈N converge simplement vers f si pour toutx ∈ E, on a fn(x) −→

n→+∞
f(x).

On dit que (fn)n∈N converge uniformément vers f si supE |fn − f | −→
n→+∞

0.

EXEMPLE 2. (x 7−→ xn)n∈N converge simplement mais pas uniformément vers 0 sur [0, 1[.

THÉORÈME 3. SoientE un espaces métrique. Soit a ∈ E. On suppose que fn
u−→

n→+∞
f sur

un voisinage de a et que les (fn)n∈N sont continues en a. Alors f est continue en a.

PROPOSITION 4. [CRITÈRE DE CAUCHY UNIFORME]
Il existe une fonction g telle que fn

u−→
n→+∞

g si et seulement si :

∀ε > 0,∃N ∈ N | ∀p, q ≥ N, ∀x ∈ E, |fp − fq| (x) ≤ ε

REMARQUE 5. Cb(X, ‖.‖∞) est complet (oùX est un espace métrique complet).

THÉORÈME 6. [THÉORÈME D’ARZELA-ASCOLI]
Supposons E compact. Alors on peut extraire de (fn)n∈N une sous-suite uniformément
convergente si et seulement si pour tout x ∈ E :

(i) ∀ε > 0,∃η > 0 | ∀n ∈ N,∀y ∈ E, d(x, y) ≤ η =⇒ d(fn(x), fn(y)) ≤ ε,
(ii) Fx = {fn(x) | n ∈ N} est relativement compact.

THÉORÈME 7. [THÉORÈME DE WEIERSTRASS] [QZ13, §XIII.II.1, p518–519]
R[X] est dense dans C([a, b],R, ‖.‖∞) pour a < b ∈ R.

DÉfiNITION 8. [CONVERGENCES DE SÉRIES DE FONCTIONS]
On définit de même les convergences simple et uniforme d’une série de fonctions. On dit
que

∑
fk converge normalement si

∑
n ∈N ‖fn‖∞ < +∞.

EXEMPLE 9. La série de terme général fn : x 7−→ 1
x+n2 converge normalement pourx ∈ [a,A]

où 0 < a < A.

THÉORÈME 10. La convergence normale implique la convergence uniforme.

EXEMPLE 11. La réciproque est fausse. Considérer fn = 1
n+11[n,n+1[.

PROPOSITION 12. Soit I un intervalle de R, on suppose les (fn)n∈N dans C1(I,R) telles que
f ′n

u−→
n→+∞

g et fn
s−→

n→+∞
f .

Alors f ∈ C1([a, b],R), fn
u−→

n→+∞
f et f ′ = g.

REMARQUE 13. La preuve de ce théorème utilise le Théorème 21.

COROLLAIRE 14. Si les (fn)n∈N sont Ck([a, b],R) et telles que f (p)
n

s−→
n→+∞

gp pour p ≤ k

avec f (k)
n

u−→
n→+∞

gk, alors g0 ∈ Ck([a, b],R), fn
u−→

n→+∞
g et g(p)

0 = gp pour p ≤ k.

EXEMPLE 15. Soit fu : t 7−→ exp(tu) (u ∈ R). Alors fu est C∞ et f (p)
u : t 7−→

∑
n∈N

tn−p

(n−p)!u
n.

EXEMPLE 16. [Hau07, p241] Importance de la convergence uniforme de (f ′n)n∈N : considérer
fn(x) =

√
x2 + 1/n.

I. B. Convergence en théorie de l’intégration
[Gou08, §4.3, p222] [BP15, Ch7/8, p115–157]

Soit (E,A, µ) un espace mesuré.

THÉORÈME 17. [CONVERGENCE DOMINÉE]
Si (fn)n∈N est une suite de fonctions mesurables telles que :
• limn→+∞ fn existe et vaut f µ- p.p.,
• il existe g intégrable surE telle que |fn(x)| ≤ g(x) µ- p.p.pour tout n ≥ 0.

Alors f est intégrable et limn→+∞
∫
E
|fn − f | dµ = 0 (et donc

∫
E
fndµ −→

n→+∞

∫
X
fdµ).

EXEMPLE 18.
• L’hypothèse d’intégrabilité est nécessaire : considérer fn = 1/n sur R+.
• L’hypothèse de domination est cruciale : considérer fn = n1[0,1/n].
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APPLICATION 19.
∫ n

0 (1 + x/n)n e−αx dx −→
n→+∞

{
∞ si α ≤ 1
1/(α− 1) sinon .

COROLLAIRE 20. Si (fn)n∈N est une suite de fonctions mesurables telles que∑
n≥0

∫
X
|fn| dµ < +∞, alors les (fn)n∈N et

∑
n≥0 fn sont intégrables et on a :∫

E

∑
n≥0

fndµ =
∑
n≥0

∫
E

fndµ

COROLLAIRE 21. Si (fn)n∈N converge uniformément vers f sur [a, b] un segment de R alors
f est continue et

∫ b
a
fn(t)dt −→

n→+∞

∫ b
a
f(t)dt.

DÉfiNITION 22. [CONVERGENCELp]
On dit que (fn)n∈N tend vers f dans Lp si ce sont des éléments de Lp et si
‖fn − f‖p −→

n→+∞
0.

PROPOSITION 23. La convergenceLp implique la convergence µ- p.p.d’une sous-suite.

EXEMPLE 24. Stroboscope (bosses roulantes) : on n’a pas convergence simple de la suite.

DÉfiNITION 25. [APPROXIMATION DE L’UNITÉ ET SUITE RÉGULARISANTE]
Une suite (αn)n≥1 de fonctions positives deL1 est une approximation de l’unité si :
• pour tout n ∈ N, on a

∫
Rd αndλd = 1,

• pour tout ε > 0, on a limn→+∞
∫
{x≥ε} αndλd = 0.

Si de plus les (αn)n≥1 sont de classe C∞c , alors on dit que c’est une suite régularisante.

EXEMPLE 26. [EXISTENCE D’UNE SUITE RÉGULARISANTE]
On considère φ : x 7−→ exp( 1

‖x‖2−1 )1[0,1](‖x‖) puis α : x 7−→ φ(x)∫
Rd
φdλd

.

Alors la suite αn : x −→ ndα(nx) est une suite régularisante.

PROPOSITION 27. Soit (ρn)n∈N une suite régularisante et f ∈ Lp. Alors (ρn ∗ f)n∈N est une
suite de fonctions C∞c qui converge vers f dansLp.

COROLLAIRE 28. C∞c est dense dansLp.

II. Séries entières [Gou08, §4.4, p236–256]

DÉfiNITION 29. [SÉRIE ENTIÈRE]
On appelle série entière toute fonction de la forme z 7−→

∑
n≥0 anz

n où (an)n∈N ∈ CN.

DÉfiNITION 30. [RAYON DE CONVERGENCE]
On définit le rayon de convergence de la série entière par le réel R =
sup({r ≥ 0 | (|anrn|)n∈N est bornée}).

EXEMPLE 31. La série entière
∑
n≥0

zn

n! a un rayon de convergence infini.

Soit désormais
∑
n≥0 anz

n une série entière de rayon de convergenceR.

PROPOSITION 32. [LEMME D’ABEL]
• Si |z| < R, la série

∑
n≥0 anz

n converge absolument,
• La série entière

∑
n≥0 anz

n convergence normalement sur Dr(0) pour tout r < R. En
particulier, la série entière est continue sur DR(O),

EXEMPLE 33. On n’a pas forcément convergence ou continuité sur DR(0) ! Par exemple∑
n≥0(−1)nzn = 1

1−z sur D1(0), prolongeable en 1 par 1/2 mais dont la série en 1 diverge.

PROPOSITION 34.
• Si |z| > R, la série

∑
akz

k diverge (grossièrement),
• La série entière

∑
akz

k convergence normalement sur tout compactK ⊂ DR(0).

EXEMPLE 35. [DIFFÉRENTS COMPORTEMENTS POSSIBLES SUR LE CERCLE CR(0)]
•
∑
n≥1 z

n diverge en tout point de C1(0),
•
∑
n≥1 z

n/n converge en tout point de C1(0) sauf en 1,
•
∑
n≥1 z

n/n2 converge en tout point de C1(0).

THÉORÈME 36. [RÈGLES DE D’ALEMBERT ET DE CAUCHY]
i) Si an+1/an −→

n→+∞
λ ∈ [0,+∞], alorsR = 1/λ.

ii) Si n
√
|an| −→

n→+∞
λ ∈ [0,+∞], alorsR = 1/λ.

EXEMPLE 37. Pour an =
{

1/3n si n est pair
4/3n si n est impair , on peut appliquer la règle de CAUCHY

mais pas la règle de HADAMARD.
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THÉORÈME 38. f : DR(0) −→ C, z 7−→
∑
n≥0 anz

n est de classe C∞ et ses dérivées sont
des séries entières de rayon de convergenceR.

APPLICATION 39. Si
∑
akz

k et
∑
bkz

k sont des séries entières de rayons de convergenceRa
etRb, alors leur produit de CAUCHY a un rayon de convergence supérieur à min(Ra, Rb).

III. Séries de FOURIER
[Gou08, Ch4.5, p256–270] [QZ13, Ch4, p68–135] [BMP05, §3.3.3/3.3.4, p127]

On note T = R/2πZ, en = ein. pour n ∈ Z. On définit lorsque cela a un sens 〈f | g〉 =
1

2π
∫ 2π

0 f(t)g(t)dt et ‖f‖1 =
√
〈f | f〉.

DÉfiNITION 40. [COEFfiCIENT DE FOURIER]
Pour f ∈ L1(T), on définit cn(f) = 1

2π
∫ π
−π f(t) e−int dt = 〈f | en〉 le n-ième coe�icient de

FOURIER de f , où n ∈ Z.

EXEMPLE 41.
• Pour f = 1]−a,a[ où 0 < a < π, on a cn(f) =

{
a/π si n = 0
sin(na)/nπ sinon .

• Pour f : x 7−→ 1− x2

π2 , on a cn(f) =
{

1 si n = 0
2(−1)n
π2n2 sinon .

PROPOSITION 42. Pour f ∈ L1(T), on a :
(i) cn(f) = c−n(f),

(ii) cn(τaf) = eina cn(f),
(iii) f ∗ en = cn(f)en,
(iv) si f ∈ C(T) ∩ C1

pm(T), on a cn(f ′) = incn(f).

LEMME 43. [LEMME DE RIEMANN-LEBESGUE]
Si f ∈ L1(T), alors cn(f) −→

n→+∞
0.

DÉfiNITION 44. [SOMME PARTIELLES DE FOURIER, DE FEJÉR]
On appelle somme partielle de FOURIER d’ordre N ∈ N la quantité SN (f) =∑N
n=−N cn(f)en.

On appelle somme partielle de FEJÉR d’ordreN ∈ N la quantité σN (f) = 1
N

∑N−1
n=0 SN (f).

REMARQUE 45. On peut voir SN (f) comme la projection surPN = Vect((en)−N≤n≤N ).

DÉfiNITION 46. [NOYAUX DE DIRICHLET, DE FEJÉR]
On appelle noyau de DIRICHLET à l’ordreN ∈ N la fonctionDN =

∑N
n=−N en.

On appelle noyau de FEJÉR à l’ordre N ∈ N la fonction KN = 1
N

∑N−1
n=0 Dn =∑N

n=−N (1− |n| /N)en.

PROPOSITION 47. On a les propriétés suivantes :

D1) SN (f) = f ∗DN ,
D2) DN est pair et ‖DN‖1 = 1,

D3) ∀x ∈ T, DN (x) = sin
(

2N+1
2 x

)
sin(x/2) ,

F1) σN (f) = f ∗KN ,
F2) ‖KN‖1 = 1,
F3) ∀x ∈ T,KN (x) = 1

N
sin2(Nx/2)
sin2(x/2) ≥ 0,

F4) ∀δ ∈]0, π],
∫
δ≤|t|≤πKN (t)dt −→

N→+∞
0.

THÉORÈME 48. [THÉORÈME DE FEJÉR]
• Soit f ∈ C(T). Alors ‖σN (f)‖∞ ≤ ‖f‖∞ pour tout N ≥ 1 et σN (f) = f ∗
KN

u−→
N→+∞

f .

• Soit f ∈ Lp(T) pour un p ∈ [1,+∞[. Alors ‖σN (f)‖p ≤ ‖f‖p pour tout N ≥ 1 et
limN→+∞ ‖σN (f)− f‖p = 0.

REMARQUE 49. On peut retrouver le théorème deWEIERSTRASS à partir du premier résultat.

APPLICATION 50. F : C(T) −→ c0(Z), f 7−→ (cn(f))n∈Z est injective.

THÉORÈME 51. (en)n∈Z est une base hilbertienne deL2(T). En particulier, pour f ∈ L2(T) :

f =
∑
n∈Z cn(f)en et ‖f‖2L2 =

∑
n∈Z |cn(f)|2

APPLICATION 52. [CALCULS DE SÉRIES]
On peut reprendre l’Exemple 41 pour calculer les normes des applications dans L2 : pour a ∈
J0, 2πK :

∑
n∈N∗

sin(na)
n = π−a

2 (première fonction) et
∑
n∈N∗

1
n4 = π4

90 (deuxième fonction).
On peut aussi calculer classiquement

∑
n∈N∗

1
n2 = π2

6 et
∑
n∈N∗

1
(2n−1)2 = π2

8 .

THÉORÈME 53. Si f ∈ C(T) ∩ C1
pm(T), alors (SN (f))N∈N converge normalement vers f .

EXEMPLE 54. Contre-exemple sans l’hypothèse C1
pm : il existe une fonction f ∈ C(T) telle que

(SN (f)(0))N∈N ne converge pas (c’est un corollaire du théorème de BANACH-STEINHAUS).
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COMMENTAIRES
Références pour la théorie de FOURIER : [SS03, QZ13].

QUESTIONS
Q Soit f : R −→ R telle que f est limite uniforme de polynômes sur R. Que dire de f ?
Q Soient (Xn)n∈N des variables aléatoires (pas forcément indépendantes) de lois respectives
E(n2). Montrer que

∑
Xk converge dansL2 et presque surement.

Q On pose f : x −→
∑
n≥1

e−nx
n2+1 sur R+.

1) Montrer que f est bien définie et continue sur R+.
2) Montrer que f est C∞ sur R∗+ et qu’elle est solution d’une ÉDO linéaire d’ordre 2 à

coe�icients constants.
3) Quelle est la limite de f en +∞?
4) f est-elle dérivable en 0?

Q On prend une suite (un)n∈N croissante qui tend vers +∞ avec un > 0 pour tout n. On
s’intéresse à la somme de la série de fonctions

∑
n≥1(−1)n exp(−un.). Cette application

est-elle bien définie? La somme de la série est-elle continue? Peut-on calculer la valeur de
l’intégrale entre 0 et +∞ de cette fonction?
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243 CONVERGENCE DES SÉRIES ENTIÈRES, PROPRIÉTÉS DE LA SOMME. EXEMPLES ET APPLICATIONS.

I. Généralités [Gou08, §4.4, p236–256] [BMP05, §2.1/2.2, p47–56]

I. A. Série entière et rayon de convergence

DÉfiNITION 1. [SÉRIE ENTIÈRE]
On appelle série entière toute fonction de la forme z 7−→

∑
n≥0 anz

n où (an)n∈N ∈ CN.

DÉfiNITION 2. [RAYON DE CONVERGENCE]
On définit le rayon de convergence de la série entière par le réel R =
sup({r ≥ 0 | (|anrn|)n∈N est bornée}).

EXEMPLE 3. La série entière
∑
n≥0

zn

n! a un rayon de convergence infini.
Soit désormais

∑
n≥0 anz

n une série entière de rayon de convergenceR.

PROPOSITION 4. [LEMME D’ABEL]
• Si |z| < R, la série

∑
n≥0 anz

n converge absolument,
• La série entière

∑
n≥0 anz

n convergence normalement sur Dr(0) pour tout r < R. En
particulier, la série entière est continue sur DR(O),

EXEMPLE 5. On n’a pas forcément continuité sur DR(0) ! Considérer par exemple∑
n≥0(−1)nzn = 1

1−z sur D1(0), prolongeable en 1 par 1/2 mais dont la série en 1 diverge.

PROPOSITION 6.
• Si |z| > R, la série

∑
akz

k diverge (grossièrement),
• La série entière

∑
akz

k convergence normalement sur tout compactK ⊂ DR(0).

EXEMPLE 7. [DIFFÉRENTS COMPORTEMENTS POSSIBLES SUR LE CERCLE CR(0)]
•
∑
n≥0 z

n diverge en tout point de C1(0),
•
∑
n≥0 z

n/n converge en tout point de C1(0) sauf en 1,
•
∑
n≥0 z

n/n2 converge en tout point de C1(0).

THÉORÈME 8. [RÈGLES DE D’ALEMBERT ET DE CAUCHY]
i) Si an+1/an −→

n→+∞
λ ∈ [0,+∞], alorsR = 1/λ.

ii) Si n
√
|an| −→

n→+∞
λ ∈ [0,+∞], alorsR = 1/λ.

EXEMPLE 9. Pour an =
{

1/3n si n est pair
4/3n si n est impair , on peut appliquer la règle de CAUCHY

mais pas la règle de HADAMARD.

COROLLAIRE 10. [FORMULE DE CAUCHY-HADAMARD]
On aR−1 = lim supn→+∞

n
√
an.

EXEMPLE 11.
∑
n≥0 n

azn, où a ∈ R, a un rayon de convergence égal à 1.∑
n≥0

nn

n! z
n a un rayon de convergence égal à 1/e.

I. B. Opérations sur les séries entières
Soient

∑
n≥0 anz

n et
∑
n≥0 bnz

n des séries entières de rayons de convergenceRa etRb.

PROPOSITION 12. Si an =
n→+∞

O(|bn|) alorsRa ≥ Rb.

PROPOSITION 13. [SOMME DE SÉRIES ENTIÈRES]∑
n≥0(an + bn)zn a un rayon de convergenceR supérieur à min(Ra, Rb) et on a :

∀z ∈ D(0,min(Ra, Rb)),
∑
n≥0(an + bn)zn =

∑
n≥0 anz

n +
∑
n≥0 bnz

n

DÉfiNITION 14. [PRODUIT DE CAUCHY]
On définit la série entière

∑
n≥0 cnz

n, où cn =
∑n
k=0 akbn−k, appelée produit de CAUCHY

de
∑
n≥0 anz

n et
∑
n≥0 bnz

n. On noteRc sont rayon de convergence.

PROPOSITION 15. [PRODUIT DE CAUCHY]
On aRc ≥ min(Ra, Rb) et :

∀z ∈ D(0,min(Ra, Rb)),
∑
n≥0 cnz

n =
(∑

n≥0 anz
n
)(∑

n≥0 bnz
n
)

EXEMPLE 16. Les rayons des sommes/produits peuvent être distincts de min(Ra, Rb) :
•
∑
n≥0(1 + 2n)zn +

∑
n≥0(1− 2n)zn =

∑
n≥0 z

n (Ra, Rb, R) = (1/2, 1/2, 1).
• (1− z)

∑
n≥0 z

n = 1 (Ra, Rb, Rc) = (+∞, 1,+∞).

•
{
an = 21n=0 + 2n1n≥1
bn = −1n=0 + 1n≥1

=⇒ cn = −21n=0 (Ra, Rb, Rc) = (1/2, 1,+∞).
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II. Régularité de la somme [Gou08, §4.4, p236–256] [BMP05, §2.1/2.2, p47–56]

II. A. Régularité sur le disque de convergence, restriction à R
Soit f : z −→

∑
n≥0 anz

n une série entière de rayon de convergenceR > 0. On a vu que f est
continue sur DR(0), normalement sur tout compact.

THÉORÈME 17. f est holomorphe sur C (dérivable au sens complexe) sur DR(0), de dérivée
f ′ : z −→

∑
n≥1 nanz

n−1, qui a pour rayon de convergenceR.

COROLLAIRE 18. On a pour tout n ∈ N, an = f(n)(0)
n! .

REMARQUE 19. Ainsi f coïncide sur DR(0) avec sa série de TAYLOR en 0.
Soit désormais f : x −→

∑
n≥0 anx

n définie sur ]−R,R[ oùR > 0.

COROLLAIRE 20. [RÉGULARITÉ]
f est C∞ sur ]−R,R[ et pour tout k ∈ N et x ∈]−R,R[, on a f (k)(x) =

∑
n≥k

n!
k!anx

n−k.

COROLLAIRE 21. La série F : x −→
∑
n≥0

an
n+1x

n+1 est une primitive de f sur ]−R,R[.

EXEMPLE 22. Développements de log(1 + .), arctan, arcsin, argth, argsh.

II. B. Convergence sur le cercle

THÉORÈME 23. [THÉORÈME D’ABEL] [Gou08, p252-253]
Soit f : z 7−→

∑
n≥0 anz

n de rayon de convergence 1. On suppose que
∑
n≥0 an

converge. Alors pour tout α ∈ [0, π/2[, on a limz→1,z∈∆α
f(z) =

∑
n≥0 an, où

∆α =
{

1− ρ eiθ ∈ D(0, 1) | |z| < 1, ρ > 0, θ ∈ [−α, α]
}

THÉORÈME 24. [THÉORÈME TAUBÉRIEN FAIBLE] [Gou08, p253-254]
Soit f : z 7−→

∑
n≥0 anz

n de rayon de convergence 1. On suppose que an = o(1/n) et
qu’il existe S ∈ C tel que f(x) −→

x→1−
S. Alors

∑
n≥0 an converge et

∑
n≥0 an = S.

THÉORÈME 25. [THÉORÈME TAUBÉRIEN FORT]
Le résultat précédent est toujours vrai si l’on suppose an = O(1/n).

III. Fonctions développables en série entière
[Gou08, §4.4, p236–256] [BMP05, §2.1/2.2, p47–56]

III. A. Sur C
Soit Ω un ouvert de C et f : Ω −→ C. On suppose 0 ∈ Ω (sinon on translate la fonction).

DÉfiNITION 26. [FONCTION DÉVELOPPABLE EN SÉRIE ENTIÈRE, ANALYTIQUE, ENTIÈRE]
• On dit que f est développable en série entière au voisinage de z0 ∈ Ω s’il existe r > 0

et (an)n∈N tels que Dr(a) ⊂ Ω et f(z) =
∑
n≥0 an(z − z0)n sur Dr(a),

• On dit que f est analytique sur Ω si elle est développable en série entière au voisinage
de tout point de Ω,

• Si Ω = C, f est dite entière si elle est analytique.

EXEMPLE 27. 1
1−z =

∑
n≥0 z

n est développable en série entière en 0.

On supposera dans la suite f analytique.

PROPOSITION 28. Sif admet un développement en série entière surDR(0) autour de 0, alors
pour tout z0 ∈ DR(0), le développement en série entière de f en z0 a un rayon de convergence
au moins égal àR− |z0| et coïncide avec f sur DR−|z0|(z0).

THÉORÈME 29. [FORMULE DE CAUCHY]
Pour tout r ∈]0, R[ et n ∈ N, on a 2πrnan =

∫ 2π
0 f(r eiθ) e−niθ dθ.

THÉORÈME 30. [THÉORÈME DES ZÉROS ISOLÉS]
Si f : Ω −→ C est non nulle, l’ensemble des zéros de f n’admet pas de point d’accumulation.

COROLLAIRE 31. [UNICITÉ DU DÉVELOPPEMENT EN SÉRIE ENTIÈRE]
Deux séries entières sont égales si et seulement si leurs coe�icients sont égaux.

COROLLAIRE 32. [THÉORÈME DE LIOUVILLE]
Une fonction entière est bornée si et seulement si elle est constante.

APPLICATION 33. Une fonction entière telle que ∀z ∈ C, |f(z)| ≤ P (|z|) où P ∈ R+[X] est
un polynôme de degré inférieur à deg(m).
Une fonction entière qui évite deux valeurs est constante [PETIT THÉORÈME DE PICARD].

PROPOSITION 34. [HOLOMORPHIE]
g : Ω −→ C est holomorphe si et seulement si elle est analytique.
Dans ce cas, on a pour tout z0 ∈ Ω, g(z) =

∑
n≥0

g(n)(z0)
n! (z − z0)n au voisinage de z0.
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III. B. Sur R
Dans le cas réel, le développement en série entière est beaucoup moins puissant. En e�et :
EXEMPLE 35. Une fonction C∞ peut ne pas être développable en série entière en un point.
Considérer par exemple en 0 la fonction f : x −→ e−1/x2

1x>0.

THÉORÈME 36. [RDO98] Si f estC∞ sur un voisinage de 0, alors f est développement en série
entière en 0 si et seulement si il existe α > 0 tel que ] − α, α[⊂ I et ∀x ∈] − α, α[, Rn(x) =
f(x)−

∑n
k=0

f(k)(x)
k! xk −→

n→+∞
0.

THÉORÈME 37. [THÉORÈME DE BERNSTEIN]
Soit a > 0 et f :]− a, a[−→ R une fonction C∞ telle que pour tout entier k, f (2k) ≥ 0 sur
]− a, a[. Alors f admet un développement en série entière sur ]− a, a[.

IV. Applications
IV. A. Exponentielle complexe [Rud98, Prologue, p1–4] [AF93, §VI.7, p226]

DÉfiNITION 38. [EXPONENTIELLE, COSINUS ET SINUS]
On définit les séries entières suivantes :

exp(z) = ez =
∑
n∈N

zn

n! cos(z) =
∑
n∈N

(−1)nz2n

(2n)! sin(z) =
∑
n∈N

(−1)nz2n+1

(2n+1)!

PROPOSITION 39.
(i) exp, sin, cos sont des séries entières de rayon de convergence infini et sont donc définies

et holomorphes sur C. De plus exp est sa propre dérivée,
(ii) Pour tout z ∈ C, on exp(iz) = cos(z) + i sin(z),

(iii) Pour θ ∈ R, cos(θ) et sin(θ) sont réels et
∣∣eiθ∣∣ = 1.

(iv) exp est un morphisme surjectif de (C,+) dans (C∗,×) de noyau 2iπZ.
(v) Pour z1, z2 ∈ C, exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(z2),

COROLLAIRE 40. [FORMULE DE MOIVRE ET D’EULER]
• Pour n ∈ N et θ ∈ R, on a (cos(θ) + i sin(θ))n = cos(nθ) + i sin(nθ).
• Pour θ ∈ R, on a cos(θ) = eiθ + e−iθ

2 et sin(θ) = eiθ − e−iθ
2i .

APPLICATION 41. Développement de cos(nθ) et sin(nθ) par la formule deMOIVRE. Linéarisa-
tion de cosn(θ) et sinn(θ) par les formules d’EULER. Exemples de cos5(θ) et sin(5θ). Polynômes
de TCHEBYCHEV.

IV. B. Équations di�érentielles [QZ13, §X.VI, p408/435] [Gou08, p245]

Il est souvent judicieux de rechercher des solutions particulières d’équations di�érentielles
sous forme de série entière, notamment lorsque les fonctions coe�icients sont des polynômes.

THÉORÈME 42. Soient p(x) =
∑
n≥0 pnx

n et q(x) =
∑
n≥0 qnx

n convergeant pour x ∈
]−R,R[ oùR > 0. Alors pour tout a0, a1 ∈ C, il existe une unique solution y sur ]−R,R[ de
y′′ + py′ + qy = 0 avec y(0) = a0 et y′(0) = a1, y étant développable en série entière.

APPLICATION 43. Calcul des solutions de y′′ + xy = 0 avec y(0) = 1 et y′(0) = 0, de (1 −
x2)y′′ − xfy′ = 2 sur ]− 1, 1[ ou de 2x(1− x)y′ + (1− 2x)y = 1 sur ]0, 1[.

IV. C. Combinatoire : dérangements de n [Rom17, Ch2, p53/73] [FGN07, §I.2–6, p6]

DÉfiNITION 44. Pourn ∈ N∗, on appelle dérangement denune permutation de J1, nK sans
point fixe. On note dn le nombre de dérangements de n.

PROPOSITION 45. On a
∑n
k=0

(
n
k

)
dk = n!.

PROPOSITION 46. Soit f : z −→
∑
n≥0

dn
n! z

n.
• Le rayon de convergence de f est supérieur à 1,
• x 7−→ f(x) exp(x) est développable en série entière sur ]− 1, 1[ et on a f(x) = e−x

1−x ,

• dn = n!
∑n
k=0

(−1)k
k! .

IV. D. La fonction génératrice en probabilités [Mé11, p62/188]

DÉfiNITION 47. Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N. On définit sa fonction gé-
nératrice gX par gX(s) = E[sX ] =

∑
n∈N P(X = n)sn.

C’est une série entière de rayon de convergence supérieur ou égal à 1 et gX(1) = 1.
EXEMPLE 48. Fonctions génératrices de B(p),B(n, p),P(λ),G(p).

PROPOSITION 49. X admet un moment d’ordre p ∈ N∗ si et seulement si gX est p fois déri-
vable en 1, et dans ce casG(p)

X (1) = E[X(X − 1) . . . (X − p)].

PROPOSITION 50. SiX et Y ont même fonction génératrice, elles ont même loi.

APPLICATION 51. [PROCESSUS DE BRANCHEMENT DE GALTON-WATSON]
Soit (Zn)n∈N un processus de branchement deGALTON-WATSON de loi µ. Alors gZn = g⊗nµ pour
tout n ∈ N et si µ 6= δ0, on a P(survie du processus) > 0⇐⇒ E[µ] > 1.
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ANNEXE
Schéma des di�érents types de convergences [BMP05, p48]
Schéma de ∆α.
Principaux développements en série entière.

QUESTIONS
Q Quel critère est le plus fort : CAUCHY ou HADAMARD?
Q Qu’en est-il de la composition de séries entières?
Q Développement en série entière de arctan(x+ a).
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Soit Ω un ouvert de C, et f : Ω −→ C.

I. Fonctions holomorphes [Tau06, §3.4/Ch5, p39/58]

I. A. Holomorphie, di�érentiabilité, analycité
Fonction holomorphe

EXEMPLE 1. Soit f : z 7−→ 1
z . Alors pour z ∈ C∗, on a si |h| < |z| :

f(z + h)− f(z)
h

= − 1
(z + h)z −→|h|→0

− 1
z2

Donc f ∈ H(C∗).

Stabilité par somme, produit, composition, inverse, selon les hypothèses ...
Équations de CAUCHY-RIEMANN, application : f ′ = 0 implique f contante surU sur un connexe,
puis f contante surU correspond à<(f) constante correspond à |f | constante, etc
Fonction analytique (c’est-à-dire développable en série entière en tout point)

DÉfiNITION 2. [FONCTION DÉVELOPPABLE EN SÉRIE ENTIÈRE, ANALYTIQUE, ENTIÈRE]
• On dit que f est développable en série entière au voisinage de z0 ∈ Ω s’il existe r > 0

et (an)n∈N tels que Dr(a) ⊂ Ω et f(z) =
∑
n≥0 an(z − z0)n sur Dr(a),

• On dit que f est analytique sur Ω si elle est développable en série entière au voisinage
de tout point de Ω,

• Si Ω = C, f est dite entière si elle est analytique.

EXEMPLE 3. 1
1−z =

∑
n≥0 z

n est développable en série entière en 0.

On supposera dans la suite f analytique.

PROPOSITION 4. Si f admet un développement en série entière sur DR(0) autour de 0, alors
pour tout z0 ∈ DR(0), le développement en série entière de f en z0 a un rayon de convergence
au moins égal àR− |z0| et coïncide avec f sur DR−|z0|(z0).

DSE implique holomorphe, relation entre les dérivées et les coe�icients du DSE, exemple de
l’exponentielle

I. B. Application : détermination continue du logarithme

DÉfiNITION 5.
• Un argument continu sur Ω est une application continue Θ : Ω −→ R telle que pour

tout z ∈ Ω, z|z| = ε ◦Θ(z).
• Un logarithme continu sur Ω est une application continue ` : Ω −→ C telle que pour

tout z ∈ Ω, z = exp ◦`(z).

PROPOSITION 6. Soit Ω = C \ R−.
• Il existe un argument continu Θ sur Ω. Si on suppose de plus Θ à valeurs dans ] − π, π[,

on a alors unicité et on appelle Θ la détermination principale de l’argument,
• Il existe un logarithme continu sur Ω.

Application : détermination continue de zα

II. Intégrales sur des chemins [Tau06, Ch6, p67]

II. A. Définitions
Arcs, chemins, intégrales le long d’un chemin, exemples de z 7−→ z, z 7−→ z, z 7−→ z−1

L’intégrale est invariante par chemins équivalents, opposée par chemin opposé

II. B. Théorie de CAUCHY
f continue admet une primitive sur Ω si et seulement si pour tout chemin fermé,

∫
γ
f(z)dz = 0

Sur un convexe, f admet une primitive dès que
∫
T
f(z)dz = 0 pour tout triangle

Théorème de GOURSAT, formule de CAUCHY 1 :
∫
γ
f(z)dz = 0

Lemme de l’indice, exemple (en annexe)
Formule de CAUCHY 2, exemples

COROLLAIRE 7. Une fonction holomorphe est analytique. Plus précisément si D(z0, R) ⊂ U
et f est holomorphe surU alors f est développable en série entière sur D(z0, R) et on a pour
tout chemin γ d’indice 1 en z0 :

∀n ∈ N,
f (n)(z0)
n! = 1

2iπ

∫
γ

f(s)
(s− z0)n+1 ds

En particulier f est C∞
Dans le cas réel, le développement en série entière est beaucoup moins puissant. En e�et :

EXEMPLE 8. Une fonction C∞ peut ne pas être développable en série entière en un point.
Considérer par exemple en 0 la fonction f : x −→ e−1/x2

1x>0.

Inégalité de CAUCHY
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III. Propriétés des fonctions holomorphes [Tau06, Ch7, p84]

III. A. Propriétés liées à l’analycité et/ou l’holomorphie
Formule de la moyenne, principe du maximum
Lemme de SCHWARZ, automorphismes du disque

THÉORÈME 9. [THÉORÈME DES ZÉROS ISOLÉS]
Si f : Ω −→ C est non nulle, l’ensemble des zéros de f n’admet pas de point d’accumulation.

Théorème de LIOUVILLE

III. B. Convergence de suites de fonctions holomorphes [BMP05, §2.7, p82]

Convergence uniforme sur tout compact implique fonction limite holomorphe

THÉORÈME 10. [HOLOMORPHIE SOUS LE SIGNE INTÉGRALE]
Supposons queU est un ouvert Ω de C et f : Ω× E −→ C tels que :
• pour tout z ∈ Ω, x 7−→ f(z, x) est mesurable surE,
• pour µ-presque tout x, u 7−→ f(z, x) est holomorphe sur Ω,
• il existe g intégrable telle que pour tout z ∈ Ω, |f(z, x)| ≤ g(x) µ- p.p..

Alors F est holomorphe sur Ω et pour tout k ≥ 0, F (k) : z 7−→
∫
E
∂kf
∂zk

(z, x)dµ(x).

Prolongement des fonctions holomorphes (par le théorème des zéros isolés)

EXEMPLE 11. Γ est holomorphe sur {<(z) > 0}.

APPLICATION 12. Γ admet un unique prolongement méromorphe sur C, holomorphe sur
C \ −N. Celui-ci ne s’annule pas et de plus 1/Γ est une fonction entière.

IV. Fonctions méromorphes [Tau06, Ch8, p98]

IV. A. Singularités isolées
Singularité isolée, 3 cas possibles, tous distincts
Pôle simple, pôle multiple, résidu, exemples
Fonction méromorphe

IV. B. Calculs d’intégrales

THÉORÈME 13. [THÉORÈME DES RÉSIDUS]
Soit U un ouvert convexe ou étoilé (ou simplement convexe). Soit f méromorphe sur U . On
note P l’ensemble de pôles de f . Alors pour γ : [0, 1] −→ U \ P chemin fermé, on a :

1
2iπ

∫
γ

f(z)dz =
∑
a∈P

Res(f, a) Ind(γ, a)

APPLICATION 14. Pour α ∈ R∗+, on a
∫
R+

exp(−x2) cos(αx)dx =
√
π

2 exp(−α2/4).

APPLICATION 15. On retrouve
∫
R

1
1+x2 dx = π ou

∫ 2π
0

sin(x)
x dx = π

2 .

EXEMPLE 16. Soit−1 < α < 1. Alors Iα =
∫ +∞

0

xα ln(x)
x2 − 1 dx = π2

4 cos2(π2α) .

Autres exemples
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ANNEXE
Exemples de contours, dessins d’indices

SPEECH
On étend la notion de dérivée pour des fonctions de variables complexes. En fait cette nouvelle
notion va donner une structure extrêmement forte qui va découler sur toute une théorie.

COMMENTAIRES
C’est une leçon vaste, rester sur ce que l’on maitrise.

QUESTIONS
Q Soit f : t 7−→ 1/(1 + t2). f est la restriction d’une fonction holomorphe sur un voisinage

de R. Pourquoi le rayon de convergence n’est pas infini?
R ±i sont pôles.
Q Quelle est la caractérisation géométrique d’une fonction holomorphe?
R La di�érentielle d’une fonction holomorphe préserve les angles.
Q Interprétation géométrique de l’indice?
Q Soit (fn)n une suite de fonctions holomorphes convergeant vers f holomorphe, telle que

les (fn)n ne s’annulent pas. Que dire de f ?
R f est soit nulle, soit ne s’annule pas. Supposons f non nulle.

En admettant la formuleN = 1
2iπ
∫ f ′(z)

f(z) dz le nombre de 0 dans l’ouvert délimité par γ tel
que f ne s’annule pas sur γ.
Si a est un zéros de f , on prend un chemin autour de γ et Nn = 0 pour tout n puisque les
(fn)n ne s’annulent pas. Par convergence uniforme,Nn −→ N doncN = 0. Absurde.
Il faut vérifier la convergence uniforme sur tout compact de f ′n

fn
vers f ′(z)

f(z) , on utilise les
convergences uniformes de f ′n vers f ′ et de fn vers f .

Q On rappelle le théorème de BAIRE : si (X, d) est métrique et les (Fn)n sont des fermés tels
que F◦n = ∅, alors (∪nFn)◦ = ∅. Soit f ∈ H(C) telle que ∀z ∈ C,∃n0 | f (n)(z) = 0.
Montrer que f est un polynôme.

R On a C = ∪n≥0Z(f (n)). Z(f (n)) est un fermé. Si f (n) 6= 0 alors par le théorème des zéros
isolés Z(f (n)) est d’intérieur vide. Si c’est le cas pour tout n, par BAIRE on aurait C = ∅.
Donc f (n0) = 0 pour un n0. Donc f est un polynôme.
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On note T = R/2πZ, en = ein. pour n ∈ Z. On définit lorsque cela a un sens 〈f | g〉 =
1

2π
∫ 2π

0 f(t)g(t)dt et ‖f‖1 =
√
〈f | f〉.

I. Coe�icients et séries de FOURIER
[Gou08, §4.5, p256–270] [QZ13, ChIV, p68]

I. A. Séries trigonométriques et coe�icients de FOURIER
Polynôme trigonométrique : polynôme en les (en)n, coe�icients cn, an, bn, liens entre les deux
série trigonométrique, convergence normale dans certains cas

DÉfiNITION 1. [COEFfiCIENT DE FOURIER]
Pour f ∈ L1(T), on définit cn(f) = 1

2π
∫ π
−π f(t) e−int dt = 〈f | en〉 le n-ième coe�icient de

FOURIER de f , où n ∈ Z.
Coe�icients an(f), bn(f), nuls quand f est paire ou impaire
Par inclusion desLp, le coe�icient de FOURIER est défini sur toutLp, lien avec le produit scalaire
surL2

EXEMPLE 2.
• ck(en) = δk,n

• Pour f = 1]−a,a[ où 0 < a < π, on a cn(f) =
{

a/π si n = 0
sin(na)/nπ sinon .

• Pour f : x 7−→ 1− x2

π2 , on a cn(f) =
{

1 si n = 0
2(−1)n
π2n2 sinon .

PROPOSITION 3. Pour f, g ∈ L1(T), on a :
(i) cn(f) = c−n(f),

(ii) cn(τaf) = eina cn(f),
(iii) f ∗ en = cn(f)en,
(iv) si f ∈ C(T) ∩ C1

pm(T), on a cn(f ′) = incn(f).
(v) cn(f ∗ g) = cn(f)cn(g),

LEMME 4. [LEMME DE RIEMANN-LEBESGUE]
Si f ∈ L1(T), alors cn(f) −→

n→+∞
0.

F : C(T) −→ c0(Z), f 7−→ (cn(f))n∈Z est linéaire, de norme 1

I. B. Séries de FOURIER et noyaux trigonométriques
Série de FOURIER associée à f

DÉfiNITION 5. [SOMME PARTIELLES DE FOURIER, DE FEJÉR]
On appelle somme partielle de FOURIER d’ordre N ∈ N la quantité SN (f) =∑N
n=−N cn(f)en.

On appelle somme partielle de FEJÉR d’ordreN ∈ N la quantité σN (f) = 1
N

∑N−1
n=0 SN (f).

REMARQUE 6. Dans l’espace de HILBERT L2, SN (f) est la projection sur PN =
Vect((en)−N≤n≤N ).

Exemple : si f est un polynôme trigonométrique

DÉfiNITION 7. [NOYAUX DE DIRICHLET, DE FEJÉR]
On appelle noyau de DIRICHLET à l’ordreN ∈ N la fonctionDN =

∑N
n=−N en.

On appelle noyau de FEJÉR à l’ordre N ∈ N la fonction KN = 1
N

∑N−1
n=0 Dn =∑N

n=−N (1− |n| /N)en.

PROPOSITION 8. On a les propriétés suivantes :

D1) SN (f) = f ∗DN ,
D2) DN est pair et ‖DN‖1 = 1,

D3) ∀x ∈ T, DN (x) = sin
(

2N+1
2 x

)
sin(x/2) ,

F1) σN (f) = f ∗KN ,
F2) ‖KN‖1 = 1,
F3) ∀x ∈ T,KN (x) = 1

N
sin2(Nx/2)
sin2(x/2) ≥ 0,

F4) ∀δ ∈]0, π],
∫
δ≤|t|≤πKN (t)dt −→

N→+∞
0.

II. Convergences des séries de FOURIER
[QZ13, ChIV, p68] [Gou08, ChIV.5] [BMP05, Ch3.3, p122]

II. A. Convergence au sens de CESÀRO

THÉORÈME 9. [THÉORÈME DE FEJÉR]
• Soit f ∈ C(T). Alors ‖σN (f)‖∞ ≤ ‖f‖∞ pour tout N ≥ 1 et σN (f) = f ∗
KN

u−→
N→+∞

f .

• Soit f ∈ Lp(T) pour un p ∈ [1,+∞[. Alors ‖σN (f)‖p ≤ ‖f‖p pour tout N ≥ 1 et
limN→+∞ ‖σN (f)− f‖p = 0.

Applications :
• si f est continue et SN (f)(x0) −→ `, alors ` = f(x0),
• si f est continue et si SN (f) converge uniformément alors elle converge vers f ,
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• théorème deWEIERSTRASS
• injectivité deF : C(T) −→ c0(Z), f 7−→ (cn(f))n∈Z.

Exemple : fonction triangle

II. B. Convergence en moyenne quadratique
Inégalité de BESSEL

THÉORÈME 10. (en)n∈Z est une base hilbertienne deL2(T). En particulier, pour f ∈ L2(T) :

f =
∑
n∈Z cn(f)en et ‖f‖2L2 =

∑
n∈Z |cn(f)|2

Applications :
• deux fonctionsL1 ayant mêmes coe�icients de FOURIER sont égales p.p.
• convolution : si f ∈ L2, alors f ∗ f =

∑
n cn(f)2 en

• F est une isométrie bijective
Exemple : fonction signal : valeur au point limite 1/2

II. C. Convergence ponctuelle et uniforme
[Bre99, II.1, p16–17] [Gou08, An. A, p404–405]

Contre-exemple si f n’est pas continue

THÉORÈME 11. [THÉORÈME DE BANACH-STEINHAUS]
SoitE un espace deBANACH etF un espace vectoriel normé. Soit (ui)i∈I une famille d’ap-
plications deLc(E,F ) simplement bornée (c’est-à-dire ∀x ∈ E, supi∈I ‖ui(x)‖ ≤ +∞).
Alors supi∈I |||ui||| < +∞.

APPLICATION 12. Existence d’une fonction continue 2π-périodique telle que sa série de
FOURIER diverge en 0.

THÉORÈME 13. [THÉORÈME DE JORDAN-DIRICHLET]
Si f est L1(T) et telle qu’en x0 elle admet limite à droite et à gauche, et si h = ... est bornée
au voisinage de 0, alors SN (f)(x0) −→ 1

2 (f(x+
0 ) + f(x−0 ))

COROLLAIRE 14. [THÉORÈME DE DIRICHLET]
Si f ∈ C(T) ∩ C1

pm(T), alors (SN (f))N∈N converge normalement vers f .

III. Applications

III. A. Calcul de séries
[Gou08, §IV.5, p256] [QZ13, ChIV, p68]

APPLICATION 15. [CALCULS DE SÉRIES]
On peut reprendre l’Exemple 2 pour calculer les normes des applications dans L2 : pour a ∈
J0, 2πK :

∑
n∈N∗

sin(na)
n = π−a

2 (première fonction) et
∑
n∈N∗

1
n4 = π4

90 (deuxième fonction).
On peut aussi calculer classiquement

∑
n∈N∗

1
n2 = π2

6 et
∑
n∈N∗

1
(2n−1)2 = π2

8 .

III. B. Formule de POISSON
[Gou08, §IV.5/IV.6, p256/273] [FGN07, §4.16/17, p304–308]

PROPOSITION 16. [FORMULE SOMMATOIRE DE POISSON]
Soit f : R −→ C une fonction C1 telle que f(x) = O(1/x2) et f ′(x) = O(1/x2) en ±∞.
Alors les sommes suivantes sont bien définies et on a :

∀x ∈ R,
∑
n∈Z

f(x+ 2nπ) = 1
2π
∑
n∈Z

f̂(n) einx où f̂(n) =
∫
R
f(t) e−int dt

APPLICATION 17. [ÉQUATION FONCTIONNELLE DE LA FONCTION DE JACOBI]
Pour s > 0, Θ(x) =

∑
n∈Z e−πn2s vérifie Θ(s) = 1√

s
Θ( 1

s ).

III. C. Equation de la chaleur périodique [FGN12, §1.28, p49] [QZ13, §IV.VI.3, p105]

THÉORÈME 18. [ÉQUATION DE LA CHALEUR PÉRIODIQUE]
Soit u0 : R −→ R non identiquement nulle, 2π-périodique continue et C1

pm.
Alors il existe une unique solution u ∈ C0(R+ × R) ∩ C∞(R∗+ × R) telle que :{

∂tu = ∂2
xxu sur R∗+ × R

u(0, .) = u0 sur R
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ANNEXE
Fonction signal, triangle

SPEECH
Historiquement introduction pour l’étude des fonctions périodiques. Mais pas de réelle justifi-
cation de la convergence des séries, ce que l’on voudrait étudier ici.

COMMENTAIRES
Attention à bien préparer les exemples, et à ne pas trop se disperser dans plusieurs livres avec
plusieurs notations.
Ne pas justifier l’intérêt des séries de FOURIER par le calcul de sommes (juste le signaler rapide-
ment).

QUESTIONS
Q À quoi correspond SN (f)?
R C’est une projection sur l’espace vectoriel engendré par e−N , . . . , eN .
Q Pourquoi le noyau de FEJÉR fonctionne-t-il mieux que celui de DIRICHLET?
Q Si f est C0

2π ∩ C1
pm, a-t-on convergence normale de la série de FOURIER?

R On a puisque f ′ ∈ L2 :∑
n∈Z
|cn(f)| =

∑
n∈Z

|cn(f ′)|
n

≤
(∑

n

|cn(f ′)|2
)1/2

(
∑
n

1
n2 )1/2 ≤

(∑
n

|cn(f ′)|2
)1/2

‖f‖22

On en déduit
∑
|n|≥N |cn(f)| ≤ 2C‖f ′‖2√

N
. On a même

∑
|n|≥N |cn(f)| = o(1/

√
N).

Q Si l’on remplace C1 par Ck, qu’obtient-on?
R On va trouver o(1/

√
N2k−1).

Q Soit f ∈ C0
2π avec cn(f) ∈ R+ pour tout n ∈ Z. A-t-on convergence de SN (f)?

R Si SN (f)(0) −→
N→+∞

+∞, alors σN (f)(0) −→
N→+∞

+∞ : c’est absurde.
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I. Transformée de FOURIER sur L1(Rd) [BP15, Ch15, p315] [Rud98, Ch9,
p219]

DÉfiNITION 1. Pour f ∈ L1(Rd), on définit sa transformée de FOURIER par :

F(f) : ζ 7−→ f̂(ζ) =
∫
Rd
f(x) e−i〈x|ζ〉dx

DÉfiNITION 2. Pour f ∈ L1(Rd), on note f̌ l’application x 7−→ f(−x).

PROPOSITION 3. F est linéaire et pour f ∈ L1(Rd), f̂ est uniformément continue et bornée.

THÉORÈME 4. [LEMME DE RIEMANN-LEBESGUE]
Si f ∈ L1(Rd) alors f̂ ∈ C0(Rd).

PROPOSITION 5. Soient f, g ∈ L1(Rd).

(i) ˆ̌
f = f̂ = ˇ̂

f ,
(ii) F(f ? g) = F(f)F(g),

(iii) Si τh est l’opérateur de translation par h ∈ Rd alorsF(τhf)(ζ) = e−i〈h|ζ〉 F(f)(ζ).
(iv) Pour λ > 0,F(f(./λ)) = λf̂(λ.)

Exemple de convolution : f = 1[−1,1] ? 1[−1,1] donne f̂ = 4 sinc2

APPLICATION 6. La transformée de FOURIER d’une gaussienne est une gaussienne. On a Ĝσ :
ζ 7−→ e−

σ2ζ2
2 .

Convolution, approximation de l’unité

PROPOSITION 7. F : L1(Rd) −→ C0(Rd) est injective et continue.

Inversion de FOURIERL1

EXEMPLE 8. On aF(e−|x|) : ζ 7−→ 2
1+ζ2 . On en déduit queF( 1

1+x2 ) : ζ 7−→ π e−|ζ|.

Inversion ponctuelle

II. Régularité de la transformée de FOURIER, prolongement à
L2(Rd) [BP15, Ch15, p315] [Rud98, Ch9, p219]

DÉfiNITION 9. [CLASSE DE SCHWARTZ]
On définit la classe de SCHWARTZ sur Rd, notéeS(Rd), comme l’ensemble des fonctions f ∈
C∞(Rd) telles que :

∀p ∈ N, Np(f) = sup
|α|≤p,|β|≤p

sup
x∈Rd

∣∣xβ∂αf(x)
∣∣ < +∞

On munit cet espace de la famille dénombrable de semi-normes (Np)p∈N, il est donc métri-
sable (espace de FRÉCHET).

EXEMPLE 10. C∞c (Rd) ⊂ S(Rd) etGσ ∈ S(Rd).

PROPOSITION 11. Pour f ∈ S(Rd), on a f̂ ∈ S(Rd).

PROPOSITION 12. S(Rd) est complet et s’injecte continument dans lesLp(Rd), dans lesquels
il est dense pour p < +∞.

PROPOSITION 13. S(Rd) est stable par dérivation, multiplication interne, multiplication par
un polynôme (ces opérations étant continues).

PROPOSITION 14. Pour α, β ∈ Nn et f ∈ S(Rd), on a :

∀ζ ∈ Rd, F(∂αf)(ζ) = i|α|ζαF(f)(ζ) et F(.βf)(ζ) = i|β|∂βF(f)(ζ)

COROLLAIRE 15. [INVERSION DE FOURIER DANS S(Rd)]
F : S(Rd) −→ S(Rd) est un automorphisme continu et on aF−1 : f 7−→ 1

(2π)dF(f̌).

PROPOSITION 16. Si f, g ∈ S(Rd) alors∫
Rd
f(x)ĝ(x)dx =

∫
Rd
f̂(x)g(x)dx
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THÉORÈME 17. [THÉORÈME DE FOURIER-PLANCHEREL]
F se prolonge en un unique opérateur linéaire (toujours noté F ) de L2(Rd) dans lui-même
vérifiant :
• F ◦ F = (2π)dǏd,

• Pour f ∈ L2(R)d, ‖f‖2L2 = 1
(2π)d

∥∥∥f̂∥∥∥2

L2
,

• Pour f, g ∈ L2(Rd),
∫
Rd f(x)g(x)dx = 1

(2π)d
∫
Rd f̂(x)ĝ(x)dx.

REMARQUE 18. La définition de F ci-dessus coïncide avec celle sur L1, il n’y a donc pas
d’ambiguïté.

EXEMPLE 19. On calcule 1̂[−1,1] : ζ 7−→ 2 sinc(ζ). Les deux fonctions étant L2(R), on en
déduit que ŝinc = π1[−1,1].

III. Applications

III. A. Fonction caractéristique en probabilités
[Ouv09, §12.2, p197] [BL07, §III.5, p61]

SoitX une variable aléatoire à valeurs dans Rd.

DÉfiNITION 20. [FONCTION CARACTÉRISTIQUE]
On définit φX la fonction caractéristique deX par φX(λ) = E

[
ei〈λ|X〉

]
pour λ ∈ Rd.

EXEMPLE 21. Fonctions caractéristiques de B(n, p), E(λ) . . . [VOIR ANNEXE]

EXEMPLE 22. φN (0,σ2) : ζ 7−→ e−
σ2ζ2

2 .

PROPOSITION 23. φX caractérise PX .

APPLICATION 24. [LOI MULTINOMIALE POISSONNIfiÉE]
Soient (pj)1≤j≤d des réels positifs tels que

∑
1≤j≤d pj = 1. Soient (Y k)k≥1 des variables

aléatoires indépendantes et identiquement distribuées telles que P(Y k = j) = pj . SoitN
indépendante des (Y k)k≥1 de loiP(λ) pour un λ > 0.
En posantXk = (1Y k=1, . . . ,1Y k=d), la loi de S =

∑N
k=1X

k estP(λp1)⊗ · · · ⊗ P(λpd).

PROPOSITION 25. SiX est réelle et admet un moment d’ordre p, alorsφX est p fois dérivable
et on a φ(p)

X (λ) = ipE[Xp eiλX ]. En particulier, φ(p)(0) = ipE[Xp].

REMARQUE 26. Réciproquement, si p est pair estφX est p fois dérivable en 0, alorsX admet
un moment d’ordre p. On peut construireX n’admettant pas d’espérance mais telle queφX
soit dérivable en 0 (admis).

Caractérisation de l’indépendance de variables aléatoires, exemple
Théorème de LÉVY

THÉORÈME 27. [THÉORÈME CENTRAL LIMITE]
Si les (Xi)i∈N∗ sont i.i.d. de carré intégrable, alors :

1√
n

∑n
i=1(Xi − E[X1]) L−→

n→+∞
Z ∼ N (0,Var(X1))

APPLICATION 28. [INTERVALLE DE CONfiANCE ASYMPTOTIQUE] [RS12, §3.4, p25]
Soient (Xi)i∈N∗ des réalisations i.i.d. de B(p) pour un p ∈ [0, 1] inconnu. Le théorème cen-
tral limite donne un intervalle de confiance asymptotique de niveau α pour p en fonction de
la moyenne empirique p̂n = 1

n

∑n
k=1Xi : ICα(p) =

[
p̂n ±

q1−α/2
2

1√
n

]
, où qt est le quantile

d’ordre t deN (0, 1).

Théorème central limite poissonien

III. B. Vers la résolution d’EDP [Bon01, §9.6, p184]

Transformée de FOURIER partielle.

APPLICATION 29. [RÉSOLUTION D’EDP]
• On considère l’équation de la chaleur ∂tu = ∂2

xu avec condition initiale f ∈ S(Rd). Alors
il existe une unique solution u ∈ C2(R×Rd) telle que u(t, .) ∈ S(Rd) uniformément en t
sur tout compact et u(t, .) −→

t→0
f dansL1. Cette solution est donnée par :

∀t > 0,∀x ∈ Rd, u(t, x) = 1
(4πt)d/2

∫
Rd
f(y) e−

|x−y|2
4t dy = f?kt(x) où kt = 1

(4πt)d/2
e−
|.|2
4t

• On considère l’équation de SCHRÖDINGER ∂tu = i∂2
xu avec condition initiale f ∈ S(R).

Cette équation possède une unique solution u ∈ C2(R×R) telle que pour tout t, u(t, .) ∈
S(R) uniformément en t sur tout compact. On a :

∀t > 0,∀x ∈ Rd, u(t, x) = 1
2π

∫
R
f̂(ζ) e−iζ

2t eixζ dζ

III. C. Polynômes orthogonaux [BMP05, §3.4, p140]
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THÉORÈME 30. [BASE HILBERTIENNE DE POLYNÔMES ORTHOGONAUX]
Soitρune fonction de poids. S’il existeα > 0 tel que

∫
I

eα|x| ρ(x)dx < +∞, alors la famille
(Pn)n∈N est une base hilbertienne deL2(I, ρ).

EXEMPLE 31. Sans l’hypothèse on a le contre-exemple suivant : soit la fonction de poids
w : x 7−→ x− ln(x) sur I = R+. Alors (Pn)n∈N ne forme pas une base deL2(I, w).

ANNEXE
Quelques fonctions et leur transformée de FOURIER
Fonctions caractéristiques usuelles

COMMENTAIRES
Les points forts de la transformée de FOURIER :
• son injectivité sur les espaces sur lesquels elle est définie,
• la formule d’inversion sous certaines hypothèses,
• la simplification des calculs dans le domaine de FOURIER (typiquement, permutations

des propriétés de convolution et de produit, équations dérivées partielles deviennent des
équations di�érentielles ordinaires, . . .).

L’intérêt de la transformée de FOURIER est donc de simplifier des calculs, via le troisième point,
mais pour que cela soit un minimum intéressant, les deux premiers points sont nécessaires, on
ne pourrait pas faire grand chose d’autre sinon!
Le théorème d’échantillonnage de SHANNON utilise a priori plutôt la transformée de FOURIER
mais on peut le voir comme une utilisation des séries de FOURIER. On montre que la suite des
translatées du sinus cardinal est une base hilbertienne de l’espace considéré. Les calculs faits
reviennent à développer en série de FOURIER la fonction x 7−→ e−2iπax, où a ∈ R.

QUESTIONS
Q Théorème d’inversion ponctuelle, exemple?
R Voir [BP15, Far00]. L’intérêt du théorème est surtout de faire l’analogie avec les séries de
FOURIER.

Q Donner une fonction dans la classe de SCHWARTZ? Pourquoi a-t-on densité de S(Rd) dans
L2 ?

R Une gaussienne. S(Rd) contient les fonctions C∞K , donc est dense dansL2.
Q Avez-vous un exemple de fonctions C∞K ?

R Voir l’exemple de suite régularisante.
Q Expliquer le principe de la marche aléatoire.
Q SoitPune probabilité surR. On considèreT : S −→ R, ϕ 7−→

∫
ϕdP. Cette application est-

elle une distribution? Peut-on calculer sa transformée de FOURIER? Quelle est le lien avec
la fonction caractéristique?

R L’application est linéaire et continue puisque |〈T | ϕ〉| ≤ ‖ϕ‖∞ ≤ N0(ϕ).
On calcule T̂ = T−φX .

Q Soit fq : t 7−→ e−|t|q pour un entier q ∈ N. Est-ce la transformée de FOURIER d’une certaine
fonction?

R La transformée de FOURIER de 1 7−→ 1 + x2 est f1 (à une constante près).
Si q ≥ 3, montrons que ce n’est pas une transformée de FOURIER. On a que fq est q − 1 fois
dérivable en 0, elle a donc un moment d’ordre 2 égal à f ′′q (0) = 0, par ailleurs f ′q(0) = 0,
donc si X est une variable aléatoire de fonction caractéristique fq , alors X est constante
presque sûrement, égale à 0, et on vérifie que ϕX = 1, ce qui est absurde.
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SoitE un R-espace vectoriel normé.

I. Généralités autour de la convexité
[Gou08, §1.5/2.3, p51/94] [BMP05, §1.5.1, p26]

I. A. Ensembles et fonctions convexes

DÉfiNITION 1. A ⊂ E est convexe si ∀a, b ∈ A,∀t ∈ [0, 1], (1− t)a+ tb ∈ A.

EXEMPLE 2. Un intervalle de R est convexe, une boule deE est convexe.

DÉfiNITION 3. f : E −→ R est dite
• convexe si ∀a, b ∈ E,∀t ∈]0, 1[, f((1− t)a+ tb) ≤ (1− t)f(a) + tf(b),
• strictement convexe si ∀a, b ∈ E,∀t ∈]0, 1[, f((1− t)a+ tb) < (1− t)f(a) + tf(b),
• concave si−f est convexe.

EXEMPLE 4. Une application a�ine est convexe et concave.

EXEMPLE 5. Toute norme ‖.‖ deE est convexe, non strictement convexe dès queE 6= {0}.

PROPOSITION 6. f : E −→ R est convexe si et seulement si
• Ef =

{
(x, y) ∈ R2 | f(x) ≤ y

}
est convexe,

• ∀n ∈ N∗,∀(a1, . . . , an) ∈ En,∀(t1, . . . , tn) ∈ (R+)n \ {0Rn} , f(Bar((ai, ti)i)) ≤
Bar((f(ai), ti)i)).

PROPOSITION 7. Soit f : I −→ R où I est un intervalle de R. f est convexe
si et seulement si :
• pour tout a ∈ I , x 7−→ f(x)−f(a)

x−a est croissante sur I \ {a},
• pour tout a, x ∈ I , f ′(a)(x− a) + f(a) ≤ f(x),
• f ′ est croissante,
• f ′′ ≥ 0.

les trois dernières équivalences ayant lieu lorsque f est assez régulière (C1 ou C2).
On déduit de la première équivalence qu’une fonction convexe sur I est continue sur

◦
I et

admet une dérivée à droite et à gauche en tout point de
◦
I .

EXEMPLE 8. exp est convexe, log est concave.

EXEMPLE 9. Fonction convexe non continue sur le bord : voir annexe.

I. B. Inégalités de convexité

EXEMPLE 10. On a des inégalités provenant de la convexité/concavité de certaines fonctions :

∀x ∈ R, ex ≥ 1 + x ∀y ∈]− 1,+∞[, ln(1 + y) ≤ y ∀θ ∈
[
0, π2

]
,

2
π
θ ≤ sin(θ) ≤ θ

PROPOSITION 11. [INÉGALITÉ ARITHMÉTICO-GÉOMÉTRIQUE]
Soient n ∈ N∗ et a1, . . . , an ∈ R+. Alors n

√
a1 . . . an ≤ 1

n

∑n
i=1 ai.

EXEMPLE 12. On peut généraliser pour toute famille a1, . . . , an ∈ R+ et b1, . . . , bn ∈ R∗+, on
a

(ab1
1 . . . abnn )1/b ≤ 1

b

∑n
i=1 biai où b =

∑n
i=1 bi

PROPOSITION 13. [INÉGALITÉ DE YOUNG]
Soient p, q > 0 tels que 1

p + 1
q = 1. Alors pour tout a, b ∈ R+, on a ab ≤ ap

p + bq

q avec égalité
si et seulement si ap = bq .

II. Exemples d’applications dans certains espaces
II. A. Espaces de HILBERT [BMP05, §3.1.2, p95] [Bre99, ChV/VIII, p79–82/136]

Soit (H, 〈. | .〉) un espace de HILBERT.

THÉORÈME 14. [PROJECTION SUR UN CONVEXE FERMÉ]
SoitC un convexe fermé de HILBERTH . Alors :

∀x ∈ H,∃!p ∈ C | ‖x− p‖ = d(x,C)

De plus, p est l’unique élément deC satisfaisant ∀c ∈ C,<(〈x− p | c− p〉) ≤ 0.

REMARQUE 15. On a en fait juste besoin deC complet etH préhilbertien.

EXEMPLE 16. SiC n’est pas convexe : soitH = R etC = R\]− 1, 1[. Alors 1 et−1 minimisent
la distance de 0 àC.

COROLLAIRE 17. Soit F un sous-espace vectoriel fermé deH . AlorsH = F ⊕ F⊥.

APPLICATION 18. Existence de l’espérance conditionnelle d’une variable aléatoireL2.
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THÉORÈME 19. [THÉORÈME DE RIESZ-FRÉCHET]
Pour toute application φ ∈ H ′, il existe un unique f ∈ H tel que ∀v ∈ H,φ(v) = 〈f | v〉.
De plus φ 7−→ f est une isométrie (‖f‖H = ‖φ‖H′ ).

APPLICATION 20. Existence et unicité de l’adjoint d’un opérateur T ∈ L(H).

THÉORÈME 21. [THÉORÈME DE LAX-MILGRAM]
Soit a : H2 −→ R une forme bilinéaire continue et coercive. Alors pour tout ` ∈ H ′, il existe
un unique u ∈ H tel que ∀v ∈ H, a(u, v) = `(v).
Si de plusaest symétrique alorsuest l’unique élément deH minimisantv 7−→ 1

2a(v, v)−`(v).

APPLICATION 22. [PROBLÈME DE DIRICHLET FAIBLE]
Soit I =]0, 1[ et f ∈ L2(I). Alors

∃!u ∈ H1
0 (I) | ∀v ∈ H1

0 (I),
∫
I

u′.v′ +
∫
I

uv =
∫
I

fv

De plus uminimise la fonction v 7−→ 1
2
∫
I
|v′|2 + v2 −

∫
I
fv.

II. B. Espaces Lp [BP15, Ch9, p157–194] [Bre99, ChIV, p54]

Soit (E,A, µ) un espace mesuré. Soit K = R ou C.
Soit p ∈ [1,+∞] et q son exposant conjugué ( 1

p + 1
q = 1).

DÉfiNITION 23. Pour f : E −→ K mesurable, on définit ‖f‖p =
(∫
E
|f |p dµ

) 1
p lorsque p

est fini, et ‖f‖∞ = inf {M > 0 | |f | ≤M µ-p.p.}. On définit l’espace vectoriel :

Lp(E,A, µ) = {f : E −→ K mesurable | ‖f‖p < +∞}

THÉORÈME 24. [INÉGALITÉ DE HÖLDER]
Pour toutes fonctions f, g : E −→ K mesurables, on a ‖fg‖1 ≤ ‖f‖p ‖g‖q .

COROLLAIRE 25. [INÉGALITÉ DE MINKOWSKI]
Pour toutes fonctions f, g : E −→ K mesurables, on a ‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

DÉfiNITION 26. On note Lp(E,A, µ) = Lp(E,A, µ)/{‖.‖p = 0} (ou Lp(E), ou Lp) l’en-
semble des fonctions deLp(E,A, µ) quotienté par la relation d’égalité µ-p.p.. L’application
‖.‖p passe au quotient et définit ainsi une application surLp(E,A, µ) notée également‖.‖p.

COROLLAIRE 27. ‖.‖p est une norme et l’espace (Lp(E), ‖.‖p) est un espace vectoriel normé.

APPLICATION 28. [INCLUSION ENTRE ESPACESLp]
Soient p, p′ ∈ [1,+∞].
• lorsque µ(E) < +∞, on a p < p′ =⇒ Lp

′ ⊂ Lp,
• contre-exemple dans le cas où µ(E) = +∞ : f : x −→ (1 + x)−11R∗+(x) ∈ L2 \ L1.
• on a p′ < p =⇒ `p

′ ⊂ `p.

PROPOSITION 29. [INÉGALITÉ DE JENSEN]
Si µ est une mesure de probabilité, alors pour toute fonction f ∈ L1 à valeurs réelles et ϕ :
R −→ R une fonction convexe, on a ϕ(

∫
E
fdµ) ≤

∫
E
ϕ(f)dµ.

APPLICATION 30. On retrouve que f(
∑
i λixi) ≤

∑
i λif(xi) dans le cas d’une fonction

convexe avec des (λi)1≤i≤n positifs de somme 1.

APPLICATION 31. [THÉORÈME DE YOUNG]
Soient p, q, r ∈ [1,+∞] tels que 1

p + 1
q = 1 + 1

r .
Alors si f ∈ Lp et g ∈ Lq , on a f ∗ g ∈ Lr et ‖f ∗ g‖r ≤ ‖f‖p ‖g‖q .
Lorsque q = 1 et p = r, c’est une application de l’inégalité de JENSEN.
Plus généralement, hormis le cas p = q = 1, c’est une application de l’inégalité de HÖLDER.

II. C. Inégalités en probabilités [Ouv09, p162/508]

Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé. SoitX une variable aléatoire.

PROPOSITION 32. [INÉGALITÉ DE JENSEN]
SiX ∈ L1 et φ est convexe, alors φ(E[X]) ≤ E[φ(X)]. De plus, si φ est strictement converxe,
on a égalité si et seulement siX est constante presque sûrement.

REMARQUE 33. En particulier on retrouve |E[X]| ≤ E[|X|] et E[X]2 ≤ E[X2].

APPLICATION 34. SoitX1, . . . , Xn des v.a. i.i.d. de loi E(θ) pour un paramètre θ > 0 inconnu.
Alors Xn = 1

n

∑n
i=1Xi est un estimateur sans biais fortement convergeant de E[E(θ)] = 1

θ .
Alors 1

Xn
est un estimateur fortement convergeant avec biais de θ.

APPLICATION 35. L’inégalité de JENSEN reste valable si l’on remplace l’espérance par une es-
pérance conditionnelle.
Ainsi pourϕ convexe, si (Xn)n∈N est une martingale, alors (ϕ(Xn))n∈ N est une sur-martingale.
On a aussi ‖E[Y | B]‖p ≤ ‖Y ‖p pour toute v.a. Y ∈ Lp et B une sous-tribu deA.
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PROPOSITION 36. [INÉGALITÉ DE HOEFFDING]
Soient (Xi)1≤i≤n des variables aléatoires indépendantes telles que pour tout i, Xi ∈
[ai, bi] p.s. pour des réels ai ≤ bi. Alors pour tout t ≥ 0 :

P(|
∑n
i=1Xi − E[Xi]| ≥ t) ≤ 2 exp(−2t2/

∑n
i=1(bi − ai)2)

REMARQUE37. Par un argument de convexité on montre que chaqueXi est (bi−ai)/2-sous-
gaussienne (vérifie E[eλXi ] ≤ exp(λ2(bi − ai)2/8) pour tout λ ∈ R). L’inégalité de HOEFF-
DING est alors une application d’une inégalité similaire sur les variables sous-gaussiennes.

APPLICATION 38. Soient (Xi)1≤i≤n des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuéesde RADEMACHER centrées, c’est-à-dire P(X1 = 1) = P(X1 = −1) = 1/2. Alors :

∀t > 0,P(|
∑n
i=1Xi| ≥ t) ≤ 2 exp(− t2

2n )1t≤n

DÉfiNITION 39. [FONCTION GÉNÉRATRICE, FONCTION CARACTÉRISTIQUE]
SoitX une variable aléatoire à valeurs dans N presque sûrement. On définit gX la fonction
génératrice deX par gX(s) = E[sX ] =

∑
k≥0 P(X = k)sk (lorsque la série converge).

PROPOSITION 40. gX est bien définie, croissante et convexe sur [0, 1]. Si de plus P (X =
k) > 0 pour au moins un k ≥ 2, alors gX est strictement convexe sur [0, 1].

PROPOSITION 41. [PROCESSUS DE BRANCHEMENT DE GALTON-WATSON]
Soient (Xj

i )i,j≥1 des v.a. i.i.d. à valeurs dans N. On note µ leur loi,m leur espérance et on
définit le processus (Zn)n∈N par Z0 = 1 et Zn+1 =

∑Zn
i=1X

n+1
i pour n ∈ N. et enfin

ρ = P(∃n ≥ 0 |Zn = 0). Alors si µ 6= δ1, on a :
• sim ≤ 1, ρ = 1 et on a extinction du processus presque surement,
• sim > 1, ρ < 1 et il y a une probabilité strictement positive de survie.

III. Recherche d’extrema et de points fixes
[Rou99, Ch4, p140] [FGN07, §4.51, p287] [FGN12, §4.51, p39–41] [BMP05, §1.3.2, p19]

PROPOSITION 42. Soit f : Rp −→ R.
• Si f est di�érentiable, f est convexe (resp. strictement convexe) si et seulement si pour

tout x 6= y ∈ Rp, f(y)− f(x) ≥ 〈∇f(x) | y−x〉 (resp. f(y)− f(x) > 〈∇f(x) | y−x〉,
• Si f est C2, f est convexe (resp. strictement convexe) si et seulement si∇2f(x) est posi-

tive (resp. définie positive) pour tout x ∈ Rp.

EXEMPLE 43. SoitA ∈ Sn(R), b ∈ Rn, c ∈ R et f : x 7−→ 1
2 〈Ax | x〉 − 〈b | x〉+ c.

Si A est positive (resp. définie positive), f est convexe (resp. strictement convexe). Ainsi par
exemple si (E, 〈. | .〉) est euclidien, l’application x 7−→ ‖x‖2 est strictement convexe.

Soit f : Rp −→ R une fonction convexe.

PROPOSITION 44. SoitC un convexe deRp etM = {x ∈ C | f(x) = infC f} l’ensemble des
minimums globaux de f surC.
On suppose qu’il existe un minimum local x? de f surC. Alors :
• M est un ensemble convexe et x? ∈M est un minimum global,
• si de plus f est strictement convexe, alorsM = {x?}.

PROPOSITION 45. [INÉGALITÉ D’EULER]
SoitC un convexe de Rp. Si f admet un minimum local surC en x? et si f est di�érentiable en
x? alors df(x?)(y − x?) ≥ 0 pour tout y ∈ C.

THÉORÈME 46. [MÉTHODE DE NEWTON]
Soit f : [c, d] −→ R une fonction C2, où c < d, et telle que f(c) < 0 < f(d) et f ′ > 0
sur [c, d]. On considère la suite récurrente définie par x0 ∈ [c, d] et xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn) pour
n ∈ N.
Alors en notant a l’unique 0 de f , on a :

(i) il existeα > 0 tel que pour tout x0 ∈ [a−α, a+α], (xn)n∈N converge vers a de manière
quadratique et il existeC > 0 telle que ∀n ∈ N, |xn+1 − a| ≤ C |xn − a|2.

(ii) si de plusf ′′ > 0 (f est strictement convexe) sur [a, d], alors pour toutx0 ∈]a, d], (xn)n∈N
est strictement décroissante et xn+1 − a ∼n→+∞

f ′′(a)
2f ′(a) (xn − a)2.

APPLICATION 47. Approximation des zéros d’un polynôme.

THÉORÈME 48. [MÉTHODE DE GRADIENT À PAS OPTIMAL]
Soit f : Rp −→ R elliptique, c’est-à-dire f est C1 et telle qu’il existe α > 0 satisfaisant

∀x, y ∈ Rp, 〈∇f(x)−∇f(y) | x− y〉 ≥ α ‖x− y‖2

On définit (xn)n∈N par x0 ∈ Rp et xn+1 = xn − ρn∇f(xn) où ρn = argminρ>0 f(xn −
ρ∇f(xn)). Alors (xn)n∈N converge vers l’unique minimum global de f .

APPLICATION 49. SoitA ∈ S++
n (R), b ∈ Rn et c ∈ R. L’application f : x 7−→ 1

2 〈Ax | x〉− 〈b |
x〉 admet un unique minimum x caractérisé par∇f(x) = Ax− b = 0. On converge vers cette
solution par l’algorithme de gradient à pas optimal.
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ANNEXE SPEECH
La convexité est une propriété forte sur des ensembles ou des fonctions, qui va se traduire par
tout un tas de propriétés, caractérisations, rappelées au début du plan, et qui va o�rir un cadre
très adéquat pour les problèmes d’optimisation. La définition de la convexité est une propriété
de dimension finie (nombre fini de points), donc on va pouvoir avoir des raisonnements géo-
métriques, notamment dans les espaces de HILBERT.
La convexité fournit de nombreuses inégalités pratiques provenant de certaines fonctions, fré-
quemment utilisés notamment lorsque l’on travaille au voisinage du point d’égalité.
L’inégalité arithmético-géométrique va avoir pour application l’inégalité de YOUNG, qui elle
même sera très utile dans la construction des espacesLp, avec l’inégalité de HÖLDER.
La convexité est un véritable outil dans de nombreux cadres, c’est ce que l’on voit dans la par-
tie 2. Déjà dans les HILBERT, un théorème fondamental est le théorème de projection sur un
convexe fermé qui va avoir de nombreuses conséquences : avec notamment le théorème de
RIESZ-FRÉCHET puis de LAX-MILGRAM et ses applications aux EDP, mais aussi l’existence de l’es-
pérance conditionnelle en probabilités.
Ensuite la construction des espaces Lp repose sur les inégalités de HÖLDER et de MINKOWSKI,
qui vont permettre d’assurer que l’on a une norme sur cet espace, et qui reposent sur l’inégalité
de YOUNG vue précédemment. La convexité va aussi servir lorsque l’on s’intéresse aux convo-
lutions de fonctions, par exemple avec le théorème de YOUNG.
Enfin en probabilités, la convexité intervient avec l’inégalité de JENSEN, mais elle permet aussi
d’avoir des inégalités de concentration, comme par exemple l’inégalité de HOEFFDING : le fait
d’additionner des variables indépendantes va augmenter leur régularité. Enfin la fonction gé-
nératrice de variables aléatoires à valeurs dans N est convexe sur [0, 1], et on pourra appliquer
cela dans le premier développement sur le processus de branchement de GALTON-WATSON, où
l’on fait une distinction de cas dont chacun utilise di�érentes propriétés de convexité.
Enfin dans une dernière partie, je parle d’optimisation puisque la convexité fournit un cadre
intéressant : tout minimum local va être global, et unique si on a stricte convexité. La convexité
d’une fonction va permettre à la méthode deNEWTON de passer d’un comportement local à un
comportement global. Enfin en deuxième développement on montrera la convergence de l’al-
gorithme de gradient à pas optimal dans le cas d’une fonction elliptique, c’est-à-dire fortement
convexe dans un certain sens (convexe + coercive etc).

QUESTIONS
Q Soit f : U −→ R une fonction convexe définie sur un convexeU de Rn, supposé borné. On

suppose qu’il existeC convexe deU et ε > 0 tel que ∀x ∈ C,B(x, 2ε) ⊂ U . Montrer que f
est lispchitzienne surC.

R On prend deux points x, y distincts et on regarde sur la droite (xy) les points xε et yε à dis-
tance ε dex et y en dehors de [x, y]. Ces points sont dansU par hypothèse, et on peut écrire
x comme barycentre de xε et y, puis y comme barycentre de x et yε. En utilisant alors la
convexité def , on peut majorer |f(x)− f(y)|par d

d+ε max(|f(x)− f(yε)| , |f(y)− f(xε)|)
où d = d(x, y).
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Reste alors à utiliser que f est continue sur U (propriété un peu compliqué qui est admise
pour l’exercice), en on obtient que |f(x)− f(y)| ≤ d

ε2 ‖f‖∞,Cε où Cε = C + B(0, ε) est
un ensemble borné deU , et f est continue sur le compactCε.

R SoitZ une variable aléatoire réelle et r ≥ s > 0. Montrer que E[|Z|r]1/r ≥ E[|Z|s]1/s.
Q Il s’agit d’appliquer l’inégalité de HÖLDER :

E[|Z|s] ≤ E[|Z|r]s/r
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260 ESPÉRANCE, VARIANCE ET MOMENTS D’UNE VARIABLE ALÉATOIRE.

Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé, et (E, E) un espace probabilisable.

I. Autour de l’espérance et de la variance [BL07, §III.4/5, p52–71]

I. A. Espérance

DÉfiNITION 1. [VARIABLE ALÉATOIRE]
Une variable aléatoireX est une fonction mesurableX : (Ω,A) −→ (E, E).
On note PX la mesure image de P parX et on l’appelle loi deX .
Si on a (E, E) = (R,B(R)), on dit queX est une variable aléatoire réelle.

SoitX une variable aléatoire à valeurs dansE = Rd où d ∈ N∗.

DÉfiNITION 2. [ESPÉRANCE]
• SiE = R+, on définit l’espérance deX par E[X] =

∫
ΩX(ω) dP(ω) ∈ [0,+∞],

• SiE = R et E[|X|] < +∞, on définit l’espérance deX par la même formule,
• Si E = Rd, on définit l’espérance de X = (X1, . . . , Xd) lorsque E[‖X‖] < +∞ par
E[X] = (E[X1], . . . ,E[Xd]).

EXEMPLE 3. Espérance d’une loi binomiale et d’une loi normale, . . . [VOIR ANNEXE]
Les lois de CAUCHY n’admettent pas d’espérance.

REMARQUE 4. L’espérance est une forme linéaire positive et les résultats classiques d’inté-
gration sont valables pour l’espérance : lemme de FATOU, théorèmes de convergence domi-
née et convergence monotone, inégalité de CAUCHY-SCHWARZ.

PROPOSITION 5. [LEMME DE TRANSFERT]
SiX est à valeurs dans Rd, soit f : Rd −→ R une fonction borélienne.
Alors f(X) ∈ L1(Ω,A,P)⇐⇒ f ∈ L1(Rd,B(Rd),PX) et dans ce cas :

E[f(X)] =
∫

Ω
f(X(ω))dP(ω) =

∫
Rd
f(x)dPX(x)

APPLICATION 6. SiX ∼ E(λ) avec λ > 0 et θ > 0, alors θX ∼ E(λ/θ).
SiX ∼ G(p) et f : n 7−→ 1n est pair, alors E[f(X)] = 1/3.

REMARQUE 7. SiX est réelle positive, on a E[X] =
∫∞

0 P(X > t)dt. Dans le cas oùX est à
valeurs dans N, on a E[X] =

∑
n≥1 P(X ≥ n).

PROPOSITION 8. [ESPÉRANCE CONDITIONNELLE]
Soit B une sous-tribu deA. Soit X une variable aléatoire réelle sur (Ω,A,P), intégrable.
Alors il existe une unique (presque sûrement) variable aléatoireZ telle que :

(i) Z est B-mesurable,
(ii) pour toutB ∈ B, E[X1B ] = E[Z1B ].

De plus,Z est intégrable.

DÉfiNITION 9. [ESPÉRANCE CONDITIONNELLE]
Z est appelée espérance conditionnelle deX sachant B, et est notée E[X | B].

APPLICATION 10. SoientX une variable aléatoire indépendante de B et Y une variable aléa-
toire B-mesurable. Alors pour toute fonction ψ telle que ψ(X,Y ) est intégrable :

E[ψ(X,Y ) | B] =
∫
ψ(x, Y ) dµX(x) = h(Y ) où h(y) = E[ψ(X, y)]

EXEMPLE 11. Soit (Xi)i∈N∗ des v.a. i.i.d. intégrables. Alors siSn =
∑n
k=1Xi, on a pour p < q,

E[Sq | Sp] = Sp + (q − p)E[X1].

I. B. Variance
SoientX et Y deux variables aléatoires à valeurs dansE = Rd de carré intégrable.

DÉfiNITION 12. [COVARIANCE, VARIANCE]
Si d = 1, on définit la covariance deX et Y par Cov(X,Y ) = E[(X −E[X])(Y −E[Y ])], la
variance deX par Var(X) = Cov(X,X) = E[(X − E[X])2].
Sinon, on définit Σ = (Cov(Xi, Xj))1≤i,j≤d la matrice de covariance deX = (X1, . . . , Xd).

APPLICATION 13. SiA ∈Md(R) et b ∈ Rd alors ΣAX+b = AΣXA>.

PROPOSITION 14. Cov est une forme bilinéaire symétrique positive sur L2 et on a
Cov(X,Y ) = E[XY ]− E[X]E[Y ] et Var(X) = E[X2]− E[X]2.

REMARQUE 15. Var(X) s’interprète comme la projection de X sur l’espace des fonctions
constantes presque sûrement.

EXEMPLE 16. Variance d’une loi de poisson et d’une loi exponentielle, . . . [VOIR ANNEXE]
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PROPOSITION 17. SiX |= Y alors Cov(X,Y ) = 0 et Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ).

EXEMPLE 18. La réciproque est fausse : prendreX ∼ N (0, 1) ouX ∼ U([−1, 1]) et Y = X2.

I. C. Inégalités importantes en probabilités
SoitX une variable aléatoire réelle.

PROPOSITION 19. [INÉGALITÉ DE MARKOV]
SiX ≥ 0 p.s., alors ∀t > 0,P(X ≥ t) ≤ E[X]

t .

PROPOSITION 20. [INÉGALITÉ DE BIENAYMÉ-TCHEBYCHEV]
On a ∀t > 0,P(|X − E[X]| ≥ t) ≤ Var(X)

t2 .

PROPOSITION 21. [INÉGALITÉ DE JENSEN]
SiX ∈ L1 et φ est convexe, alors φ(E[X]) ≤ E[φ(X)]. De plus, si φ est strictement converxe,
on a égalité si et seulement siX est constante presque sûrement.

REMARQUE 22. En particulier |E[X]| ≤ E[|X|] et E[X]2 ≤ E[X2]. L’inégalité de JENSEN
s’applique en dehors du cadre des probabilités, par exemple pour montrer que f ∗ g est
bien défini et ‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖1 ‖g‖p lorsque f ∈ L1, g ∈ Lp.

APPLICATION 23. Si (Xi)1≤i≤n sont des v.a. i.i.d. d’espérancem et de variance σ2 finies, alors

∀t > 0,P
( 1
n

∣∣∣ n∑
k=1

Xi −m
∣∣∣ ≥ t) ≤ σ2

nt2

APPLICATION 24. [THÉORÈME DE WEIERSTRASS]
R[X] est dense dans C([a, b],C, ‖.‖∞) pour a < b ∈ R.

II. Moments d’une variable aléatoire [BL07, §III.4/5, p52–71]

SoitX une variable aléatoire réelle. Soit p ∈ N∗.

II. A. Généralités

DÉfiNITION 25. [MOMENT ET MOMENT CENTRÉ D’ORDRE p]
SiE[|X|p] < +∞, on dit queX admet un moment d’ordre p (ouX ∈ Lp) et alors on appelle
E[Xp] le moment d’ordre p et E[(X − E[X])p] le moment centré d’ordre p deX .

REMARQUE 26. Si X admet un moment d’ordre p, l’inégalité de MARKOV assure que
P(|X − E[X]| ≥ x) = P(|X − E[X]|p ≥ xp) ≤ E[|X−E[X]|p]

xp . Plus X admet de moments
d’ordre élevé, plus on a un contrôle sur la queue de distribution deX .

PROPOSITION 27. SiX ∈ Lp alorsX ∈ Lq pour tout 1 ≤ q ≤ p.

DÉfiNITION 28. [FONCTION GÉNÉRATRICE DES MOMENTS]
On définitMX la fonction génératrice des moments deX parMX(λ) = E[eλX ] pour λ ∈ R
tel que cette quantité soit définie.

PROPOSITION 29. SiMX est définie sur un voisinage de 0, alorsMX caractérise la loi deXet
alors on aMX(λ) =

∑
k≥0

tk

k!E[Xk] au voisinage de 0, en particulierX admet des moments
de tout ordre et E[Xp] = M

(p)
X (0) pour tout p.

EXEMPLE 30. MN (0,1) : λ 7−→ exp(λ2/2) etMR(1/2) : λ 7−→ ch(λ).

PROPOSITION 31. ∀t ∈ R,P(X ≥ t) ≤ infλ≥0{e−λtMX(λ)} [BORNE DE CHERNOFF]

APPLICATION 32. [VARIABLES ALÉATOIRES SOUS-GAUSSIENNES]
On dit queX estK-sous-gaussienne siMX(λ) ≤ exp(λ2K2/2) pour unK > 0.
On a alorsX centrée, V(X) ≤ E(X2) ≤ K2 et pour t ≥ 0, P(|X| ≥ t) ≤ 2 exp(−t2/2K2).
SiX ∼ N (0, 1),X est 1-sous-gaussienne.
SiX ∈ [a, b] p.s.,X − E[X] est (b− a)/2-sous-gaussienne (lemme de HOEFFDING, admis).
Si (Xi)1≤i≤n est une famille de variables aléatoires indépendantes et si pour tout i,Xi estKi-
sous gaussienne, alors

∑n
i=1Xi est

√∑n
i=1K

2
i sous-gaussienne.

En particulier, on obtient l’inégalité de HOEFFDING : si pour tout i,Xi ∈ [ai, bi] p.s., alors :

∀t ≥ 0,P (|
∑n
i=1(Xi − E[Xi])| ≥ t) ≤ 2 exp(−2t2/

∑n
i=1(bi − ai)2)

THÉORÈME 33. [THÉORÈME DES MOMENTS] (admis)
SiX et Y sont bornées p.s. et si leurs moments sont égaux à tout ordre, alorsX ∼ Y .

REMARQUE 34. C’est faux si X et Y ne sont pas bornées : les considérer de densités fX :
x 7−→ 1√

2πx e− ln(x)2/2 1R+(x) etfY : x 7−→ fX(x)(1+a sin(2π ln(x))) pour una ∈ [−1, 1].

II. B. Liens avec les fonctions génératrices et caractéristiques
[BL07, §III.5, p61]

SoientX,Y des variables aléatoires à valeurs dans Rd ou N selon le contexte.
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DÉfiNITION 35. [FONCTION GÉNÉRATRICE, FONCTION CARACTÉRISTIQUE]
SiX est à valeurs dans N presque sûrement, on définit gX la fonction génératrice deX par
gX(s) = E[sX ] =

∑
k≥0 P(X = k)sk (lorsque la série converge).

On définit φX la fonction caractéristique deX par φX(λ) = E
[
ei〈λ|X〉

]
pour λ ∈ Rd.

REMARQUE 36. Le rayon de convergence de cette série est au moins égal à 1 etGX(1) = 1.

EXEMPLE 37. Fonctions génératrices de B(p),B(n, p),P(λ),G(p) . . . Fonctions caractéris-
tiques de B(n, p), E(λ) . . .[VOIR ANNEXE]

PROPOSITION 38. φX etGX caractérisent la loi deX . En particulier, ∀k ∈ N,P(X = k) =
G(k)(0)
k! .

PROPOSITION 39.
• X admet un moment d’ordre p ∈ N∗ si et seulement si gX est p fois dérivable en 1, et

dans ce casG(p)
X (1) = E[X(X − 1) . . . (X − p)],

• Si X est réelle et admet un moment d’ordre p, alors φX est p fois dérivable et on a
φ

(p)
X (λ) = ipE[Xp eiλX ]. En particulier, φ(p)(0) = ipE[Xp].

APPLICATION 40. Expression de l’espérance, la variance, ou plus généralement d’un moment
en fonction des dérivées en 0 deGX .

PROPOSITION 41. Si X |= Y alors GX+Y = GXGY ou selon le contexte ∀(λ1, λ2) ∈ Rd ×
R`, φ(X+Y )(λ1, λ2) = φX(λ1)φY (λ2).

APPLICATION 42. [PROCESSUS DE BRANCHEMENT DE GALTON-WATSON]
Soit (Zn)n∈N un processus de branchement deGALTON-WATSON de loi µ. Alors gZn = g⊗nµ pour
tout n ∈ N et si µ 6= δ0, on a P(survie du processus) > 0⇐⇒ E[µ] > 1.

APPLICATION 43. Les composantes d’un vecteur gaussien sont indépendantes si et seulement
si sa matrice de covariance est diagonale.

APPLICATION 44. Calcul de la loi d’une variable aléatoire multinomiale dont le paramètre n
n’est pas déterministe mais suit une loiP(λ).

III. Théorèmes limites [BL07, §V.5, p131–147]

Des conditions sur les moments d’une loi apparaissent naturellement dans plusieurs énoncés
fondamentaux de convergence de variables aléatoires.

III. A. Loi des grands nombres

THÉORÈME 45. [LOI DES GRANDS NOMBRES]
Soit (Xi)i∈N∗ des variables aléatoires réelles i.i.d. intégrables. Alors :

1
n

∑n
i=1Xi −→

n→+∞
E[X1] p.s.

L’hypothèse d’intégrabilité est cruciale :

PROPOSITION 46. Soient (Xi)i∈N∗ une suite de variables aléatoires i.i.d. telle queE[|X1|] =
+∞. Alors la probabilité que la limite de 1

n

∑n
i=1Xi existe dans R est nulle.

APPLICATION 47. [MÉTHODE DE MONTE-CARLO] [Mé11]
Soit f : [0, 1] −→ R intégrable par rapport à la mesure de LEBESGUE et (Xi)n∈N∗ une suite de
variables aléatoiresi.i.d. de loi U([0, 1]). Alors In = 1

n

∑n
i=1 f(Xi) −→

n→+∞

∫ 1
0 f(x)dx p.s..

III. B. Théorème central limite

THÉORÈME 48. [THÉORÈME DE LÉVY (FAIBLE)]
Soient (Xn)n∈N et X des variables aléatoires à valeurs dans (Rd,B(Rd)). Alors
Xn

L−→
n→+∞

X si et seulement si φXn
s−→

n→+∞
φX .

THÉORÈME 49. [THÉORÈME CENTRAL LIMITE]
Soit (Xi)i∈N∗ une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de carré intégrable. Alors :

1√
n

∑n
i=1(Xi − E[X1]) L−→

n→+∞
Z ∼ N (0,Var(X1))

APPLICATION 50. [INTERVALLE DE CONfiANCE ASYMPTOTIQUE] [RS12, §3.4, p25]
Soient (Xi)i∈N∗ des réalisations i.i.d. de B(p) pour un p ∈ [0, 1] inconnu. Le théorème cen-
tral limite donne un intervalle de confiance asymptotique de niveau α pour p en fonction de
la moyenne empirique p̂n = 1

n

∑n
k=1Xi : ICα(p) =

[
p̂n ±

q1−α/2
2

1√
n

]
, où qt est le quantile

d’ordre t deN (0, 1).

ÉNS Paris-Saclay – 2018/2019 Antoine BARRIER – https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/ Page 221 sur 238

https://perso.ens-lyon.fr/antoine.barrier/fr/


Agrégation – Leçons 260 – Espérance, variance et moments d’une variable aléatoire.

ANNEXE

[BL07, Appendice, p229]
Tableau des principales lois discrètes
SoitX une loi discrète et p ∈ [0, 1], q ∈]0, 1[, n ∈ N, λ > 0.

L(X) PX E[X] Var(X) φX(t) GX(t)

U(J1, nK)
n∑
k=1

1
n
δk

n+ 1
2

n2 − 1
12

1
n

n∑
k=1

eikt 1
n

t− tn+1

1− t (t 6= 1)

B(p) pδ1 + (1− p)δ0 p p(1− p) p eit +(1− p) 1− p+ pt

B(n, p)
n∑
k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−kδk np np(1− p) p eit +(1− p)n (1− p+ pt)n

P(λ)
∞∑
k=0

λk e−λ

k! δk λ λ eλ(eit −1) e(λ−1)t

G(q)
∞∑
k=1

q(1− q)k−1δk
1
q

1− q
q2

q eit

1− (1− q) eit
pt

1− (1− p)t

Tableau des principales lois à densité
Soit X une loi admettant une densité f par rapport à la mesure de LEBESGUE. Soit a < b ∈
R,m ∈ R, σ > 0, λ > 0, α, β > 0.

L(X) f(t) E[X] Var(X) φX(t)

U([a, b])
1[a,b](t)
b− a

a+ b

2
(b− a)2

12
eitb− eita

it(b− a)

N (m,σ2) 1√
2πσ2

exp
(
− (t−m)2

2σ2

)
m σ2 eimt− t

2σ2
2

C(m,σ2) 1
πσ

1
1 + ( t−mσ )2 / / e−|t|

E(λ) λ exp(−λt)1[0,+∞[(t)
1
λ

1
λ2

1
1− it

λ

Γ(α, β) βα

Γ(α) e−βt tα−11[0,+∞[(t)
α

β

α

β2

(
1− it

β

)−α

QUESTIONS
Q Donner une variable aléatoire sans moment.
R Une variable aléatoire de loi de CAUCHY.
Q Quelles sont les applications de l’inégalité deMARKOV?
R De nombreuses autres inégalités classiques, le fait que la convergence L1 implique la

convergence en probabilité. Aussi, si X centrée admet un moment d’ordre p, alors P(X ≥
x) = P(Xp ≥ x) ≤ E[Xp]/xp, et donc plus X admets des moments d’ordres élevés, plus
on a une décroissance rapide de la queue de distribution.

Q Quel est l’intérêt de regarder la matrice de covariance d’un vecteur gaussien?
R Les coordonnées du vecteur sont indépendantes si et seulement si la matrice de covariance

est diagonale (le sens réciproque n’est vrai que pour des vecteurs gaussiens).
Q Démontrer le théorème central limite en dimension d?
R On se ramène au cas réel à partir du théorème de LÉVY.
Q Soit θ > 0 et (Xk)k≥1 i.i.d. de loiU([0, θ]). On pose θ̂n = max1≤i≤nXk. Calculer la fonction

de répartition, la densité, l’espérance et la variance de θ̂n.
Q Soit X ∈ L2 d’espérance m, de variance σ2. Montrer que P(X −m ≥ α) ≤ σ2+λ2

(α+λ)2 pour
tout α, λ > 0.

R P(X −m + λ ≥ α + λ) ≤ P((X −m + λ)2 ≥ (α + λ)2) puis on applique l’inégalité de
MARKOV et on développe l’espérance.

Q Dans le même contexte, montrer que P(X −m ≥ α) ≤ σ2

α2+σ2 pour tout α > 0.
R On minimise la fonction précédemment obtenue en λ = σ2/α.
Q Montrer queP(|X −m| ≥ α) ≤ 2 σ2

α2+σ2 . Comparer ce résultat avec l’inégalité deBIENAYMÉ-
TCHEBYCHEV.

R Pour σ ≥ α, cette inégalité est meilleure que l’inégalité de BIENAYMÉ-TCHEBYCHEV.
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Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé, et (E, E) un espace probabilisable. Soit d ∈ N∗.

I. Loi d’une variable aléatoire et premières caractérisations

I. A. Définitions et caractérisation des variables aléatoires discrètes
[Ouv08, Ch1, p14–20] [BL07, §III.4/5, p52–71]

DÉfiNITION 1. [VARIABLE ALÉATOIRE, LOI D’UNE VARIABLE ALÉATOIRE]
• Une variable aléatoireX est une fonction mesurableX : (Ω,A) −→ (E, E).
• On note PX la mesure image de P parX et on l’appelle loi deX .
• Si (E, E) = (R,B(R)), on dit queX est une variable aléatoire réelle.
• SiX(Ω) est dénombrable presque sûrement, on dit queX est discrète.
• Si PX est absolument continue par rapport à la mesure de LEBESGUE, on dit queX est

à densité, de densité dPX/dLeb.

EXEMPLE 2. Variable aléatoire qui associe le résultat du lancer d’une pièce : E = {P, F} , le
résultat de la couleur d’une boule tirée dans une urne :E = {couleurs}.
B(p) est discrète, E(λ) est continue.

SoitX une variable aléatoire discrète à valeurs dansE.

PROPOSITION 3. Enumérons E′ = (ei)i∈I ⊂ E où I est au plus dénombrable de sorte
que X(Ω) ⊂ E′ p.s.. Alors PX est caractérisée par la famille (pi)i∈I où pi = P(X = ei) et∑
i∈I pi = 1. De plus, on a PX =

∑
i∈I piδei .

REMARQUE 4. Réciproquement, si f : E′ −→ [0, 1] est telle que
∑
i∈I f(ei) = 1, alors il

existe une unique probabilité Q sur (E, E) telle que ∀i ∈ I,Q(ei) = f(ei). Une variable
aléatoire de loiQ est alors discrète.

EXEMPLE 5. B(p),B(n, p),G(p),P(λ), . . . et leur loi PX associée [VOIR ANNEXE]

I. B. Caractérisation par l’espérance de classes de fonctions [BL07, ChIII,
p41]

SoitX une variable aléatoire à valeurs dansE = Rd.

REMARQUE 6. Il est clair que PX est entièrement déterminée par la donnée de PX(A) pour
A ∈ B(Rd), ou pourA ∈ Λ où Λ est un π-système générateur de B(Rd).

DÉfiNITION 7. [ESPÉRANCE] Si X est réelle, on définit lorsque
∫

Ω |X(ω)| dP(ω) < +∞
l’espérance de X par E[X] =

∫
ΩX(ω) dP(ω). Sinon, on définit l’espérance de X =

(X1, . . . , Xd) lorsque E[‖X‖] < +∞ par E[X] = (E[X1], . . . ,E[Xd]).

EXEMPLE 8. Espérance de B(n, p),N (0, 1), . . . [VOIR ANNEXE]
Les lois de CAUCHY n’admettent pas d’espérance.

REMARQUE 9. L’espérance ne dépend que de la loi de la variable aléatoire.

PROPOSITION 10. [LEMME DE TRANSFERT]
Soit f : Rd −→ R une fonction borélienne.
Alors f(X) ∈ L1(Ω,A,P)⇐⇒ f ∈ L1(Rd,B(Rd),PX) et dans ce cas :

E[f(X)] =
∫

Ω
f(X(ω))dP(ω) =

∫
Rd
f(x)dPX(x)

APPLICATION 11. SiX ∼ E(λ) avec λ > 0 et θ > 0, alors θX ∼ E(λ/θ).

APPLICATION 12. [THÉORÈME DE WEIERSTRASS]
R[X] est dense dans C([a, b],C, ‖.‖∞) pour a < b ∈ R.

PROPOSITION 13. La donnée de E[f(X)] pour f ∈ C+
c (Rd) l’ensemble des fonctions conti-

nues positives à support compact caractérise la loi deX . [Ouv09, p10]

REMARQUE 14. On peut aussi prendre pour famille de fonctions Cb(Rd), C0(Rd), C∞c (Rd) . . .

APPLICATION 15. SiU1, U2 ∼ N (0, 1) et sont indépendantes, alorsU1/U2 ∼ C(0, 1).

II. Caractérisations par des fonctions

II. A. Fonction de répartition [BL07, §III.2, p45]

SoitX une variable aléatoire réelle.

DÉfiNITION 16. On définitFX la fonction de répartition deX parFX(x) = PX(]−∞, x]) =
P(X ≤ x) pour x ∈ R.
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EXEMPLE 17. Fonction de répartition de B(p), E(λ).

PROPOSITION 18.
(i) FX est croissante, continue à droite et lim−∞ FX = 0, lim+∞ FX = 1.

(ii) Réciproquement, toute fonction F satisfaisant ces hypothèses est la fonction de réparti-
tion d’une variable aléatoire.

(iii) Si f est une densité de probabilité, alors F : x 7−→
∫ x
−∞ f(t)dt est la fonction de répar-

tition d’une variable aléatoire Y telle que PY admette pour densité f .

APPLICATION 19. On définit l’inverse généralisée de FX par F←(u) = inf {t | FX(t) ≥ u}
pouru ∈ [0, 1]. Alors siU ∼ U([0, 1]), on a queF←(U) ∼ PX . Par exemple− ln(1−U) ∼ E(1).

PROPOSITION 20. FX caractérise PX .

REMARQUE 21. On peut généraliser la notion de fonction de répartition pour une variable
aléatoire à valeurs dans Rd. Le résultat reste alors valable.

II. B. Fonction caractéristique [BL07, §III.5, p61]

SoitX une variable aléatoire à valeurs dans Rd.

DÉfiNITION 22. [FONCTION CARACTÉRISTIQUE]
On définit φX la fonction caractéristique deX par φX(λ) = E

[
ei〈λ|X〉

]
pour λ ∈ Rd.

EXEMPLE 23. Fonctions caractéristiques de B(n, p), E(λ) . . . [VOIR ANNEXE]

PROPOSITION 24. φX caractérise PX .

PROPOSITION 25. SiX est réelle et admet un moment d’ordre p, alorsφX est p fois dérivable
et on a φ(p)

X (λ) = ipE[Xp eiλX ]. En particulier, φ(p)(0) = ipE[Xp].

REMARQUE 26. [Ouv09, p205] Réciproquement, si p est pair est φX est p fois dérivable en
0, alorsX admet un moment d’ordre p. On peut construireX n’admettant pas d’espérance
mais telle que φX soit dérivable en 0 (admis).

II. C. Fonction génératrice [Ouv08, §5.3, p138]

SoitX une variable aléatoire à valeurs dans N presque sûrement.

DÉfiNITION 27. [FONCTION GÉNÉRATRICE]
On définit gX la fonction génératrice de X par gX(s) = E[sX ] =

∑
k≥0 P(X = k)sk

(lorsque la série converge).

REMARQUE 28. Le rayon de convergence de cette série est au moins égal à 1 etGX(1) = 1.

EXEMPLE 29. Fonctions génératrices de B(p),B(n, p),P(λ),G(p) . . . [VOIR ANNEXE]

PROPOSITION 30. GX caractérise PX . En particulier, ∀k ∈ N,P(X = k) = G(k)(0)
k! .

PROPOSITION 31. X admet un moment d’ordre p ∈ N∗ si et seulement si gX est p fois déri-
vable en 1, et dans ce casG(p)

X (1) = E[X(X − 1) . . . (X − p)].

APPLICATION 32. Expression de l’espérance, la variance, ou plus généralement d’un moment
en fonction des dérivées en 0 deGX .

APPLICATION 33. Calcul de la loi d’une variable aléatoire multinomiale dont le paramètre n
n’est pas déterministe mais suit une loiP(λ).

II. D. Moments et fonction génératrice des moments [BL07, §III.5, p66]

SoitX une variable aléatoire réelle.

DÉfiNITION 34. [MOMENT ET MOMENT CENTRÉ D’ORDRE p]
SiE[|X|p] < +∞, on dit queX admet un moment d’ordre p (ouX ∈ Lp) et alors on appelle
E[Xp] le moment d’ordre p et E[(X − E[X])p] le moment centré d’ordre p deX .

PROPOSITION 35. SiX ∈ Lp alorsX ∈ Lq pour tout 1 ≤ q ≤ p.

DÉfiNITION 36. [FONCTION GÉNÉRATRICE DES MOMENTS]
On définitMX la fonction génératrice des moments deX parMX(λ) = E[eλX ] pour λ ∈ R
tel que cette quantité soit définie.

EXEMPLE 37. MN (0,1) : λ 7−→ exp(λ2/2) etMR(1/2) : λ 7−→ ch(λ).

PROPOSITION 38. SiMX est définie sur un voisinage de 0, alorsMX caractérise PX et alors
on a MX(λ) =

∑
k≥0

tk

k!E[Xk] au voisinage de 0, en particulier X admet des moments de
tout ordre et E[Xp] = M

(p)
X (0) pour tout p.
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THÉORÈME 39. [THÉORÈME DES MOMENTS] (admis)
SiX et Y sont bornées p.s. et si leurs moments sont égaux à tout ordre, alorsX ∼ Y .

REMARQUE 40. C’est faux si X et Y ne sont pas bornées : les considérer de densités fX :
x 7−→ 1√

2πx e− ln(x)2/2 1R+(x) etfY : x 7−→ fX(x)(1+a sin(2π ln(x))) pour una ∈ [−1, 1].

III. Vecteurs aléatoires et indépendance [BL07, ChIV, p73]

SoientX,Y deux variables aléatoires à valeurs dansE,F des espaces probabilisables.

DÉfiNITION 41. [LOIS CONJOINTES, LOIS MARGINALES]
La loi du couple (X,Y ) est appelée loi conjointe.
Les lois deX et de Y sont appelées lois marginales.

REMARQUE 42. La donnée de la loi conjointe permet de retrouver les lois marginales. La
réciproque est fausse : siX |= Y ∼ B(1/2), alors (X,X) et (X,Y ) ont même lois marginales
mais pas même loi conjointe.

PROPOSITION 43. X et Y sont indépendantes si et seulement si :
(i) P(X,Y ) = PX ⊗ PY ,

et lorsqueE = Rd et F = R` :
(ii) E[f1(X)f2(Y )] = E[f1(X)]E[f2(X)] pour toutes fonctions boréliennes f1, f2 définies

sur Rd et R` respectivement,
(iii) ∀(λ1, λ2) ∈ Rd × R`, φ(X,Y )(λ1, λ2) = φX(λ1)φY (λ2).

SiX et Y sont indépendantes, alors Cov(X,Y ) = 0, PX+Y = PX ∗ PY etGX+Y = GXGY
lorsque ces quantités sont définies.

REMARQUE 44. On peut généraliser ces propositions à des familles quelconques de v.a..

APPLICATION 45. Un vecteur gaussien est une variable aléatoire à valeurs dans Rd telle que
toute combinaison linéaire de ses composantes suit une loi normale. Les composantes d’un
vecteur gaussien sont indépendantes si et seulement si sa matrice de covariance est diagonale.

IV. Convergence en loi [BL07, §V.4, p121]

Soient (Xn)n∈N etX des variables aléatoires à valeurs dans Rd.

DÉfiNITION 46. [CONVERGENCE EN LOI]
On dit que (Xn)n∈N converge en loi vers X si pour tout fonction f ∈ Cb(Rd), on a
E[f(Xn)] −→

n→+∞
E[f(X)].

EXEMPLE 47. Xn ∼ N (0, σ2
n) converge en loi versX ∼ N (0, σ2) si σn → σ.

THÉORÈME 48. [THÉORÈME DE LÉVY (FAIBLE)]
Xn

L−→
n→+∞

X si et seulement si φXn
s−→

n→+∞
φX .

Supposons maintenant d = 1 et les variables aléatoires réelles.

PROPOSITION 49. Si les variables sont à valeurs dans N, Xn
L−→

n→+∞
X

si et seulement si ∀k ∈ N,P(Xn = k) −→
n→+∞

P(X = k).

PROPOSITION 50. Xn
L−→

n→+∞
X si et seulement si FXn −→

n→+∞
FX en tout point de

continuité de FX .

THÉORÈME 51. [THÉORÈME CENTRAL LIMITE]
Si les (Xi)i∈N∗ sont i.i.d. de carré intégrable, alors :

1√
n

∑n
i=1(Xi − E[X1]) L−→

n→+∞
Z ∼ N (0,Var(X1))

APPLICATION 52. [INTERVALLE DE CONfiANCE ASYMPTOTIQUE] [RS12, §3.4, p25]
Soient (Xi)i∈N∗ des réalisations i.i.d. de B(p) pour un p ∈ [0, 1] inconnu. Le théorème cen-
tral limite donne un intervalle de confiance asymptotique de niveauα pour p en fonction de
la moyenne empirique p̂n = 1

n

∑n
k=1Xi : ICα(p) =

[
p̂n ±

q1−α/2
2

1√
n

]
, où qt est le quantile

d’ordre t deN (0, 1).

APPLICATION 53. [MÉTHODE DE MONTE-CARLO] [Mé11]
Soit f : [0, 1] −→ R intégrable par rapport à la mesure de LEBESGUE et (Xi)n∈N∗ une suite de
variables aléatoires i.i.d. de loi U([0, 1]). Alors In = 1

n

∑n
i=1 f(Xi) −→

n→+∞

∫ 1
0 f(x)dx p.s..
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THÉORÈME 54. [THÉORÈME DE SLUTSKY]
Reprenons les (Xn)n etX dans Rd et soient (Yn)n∈N des variables aléatoires de R` (` ∈ N∗)
convergeant en probabilité vers une constante c. Alors (Xn, Yn) L−→

n→+∞
(X, c).

APPLICATION 55. [INTERVALLE DE CONfiANCE ASYMPTOTIQUE 2]
Dans le même cadre on a l’intervalle de confiance asymptotique : ĨCα(p) =[
p̂n ± q1−α/2

√
p̂n(1−p̂n)√

n

]
.

ANNEXE

[BL07, Appendice, p229]
Tableau des principales lois discrètes
SoitX une loi discrète et p ∈ [0, 1], q ∈]0, 1[, n ∈ N, λ > 0.

L(X) PX E[X] Var(X) φX(t) GX(t)

U(J1, nK)
n∑
k=1

1
n
δk

n+ 1
2

n2 − 1
12

1
n

n∑
k=1

eikt 1
n

t− tn+1

1− t (t 6= 1)

B(p) pδ1 + (1− p)δ0 p p(1− p) p eit +(1− p) 1− p+ pt

B(n, p)
n∑
k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−kδk np np(1− p) p eit +(1− p)n (1− p+ pt)n

P(λ)
∞∑
k=0

λk e−λ

k! δk λ λ eλ(eit −1) e(λ−1)t

G(q)
∞∑
k=1

q(1− q)k−1δk
1
q

1− q
q2

q eit

1− (1− q) eit
pt

1− (1− p)t

Tableau des principales lois à densité
Soit X une loi admettant une densité f par rapport à la mesure de LEBESGUE. Soit a < b ∈
R,m ∈ R, σ > 0, λ > 0, α, β > 0.

L(X) f(t) E[X] Var(X) φX(t)

U([a, b])
1[a,b](t)
b− a

a+ b

2
(b− a)2

12
eitb− eita

it(b− a)

N (m,σ2) 1√
2πσ2

exp
(
− (t−m)2

2σ2

)
m σ2 eimt− t

2σ2
2

C(m,σ2) 1
πσ

1
1 + ( t−mσ )2 / / e−|t|

E(λ) λ exp(−λt)1[0,+∞[(t)
1
λ

1
λ2

1
1− it

λ

Γ(α, β) βα

Γ(α) e−βt tα−11[0,+∞[(t)
α

β

α

β2

(
1− it

β

)−α
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COMMENTAIRES
Point de vue historique : la théorie des probabilités a été formalisée dans les années 30 par
KOLMOGOROV. Théorème de DE MOIVRE-LAPLACE→ TCL dans le cadre d’une loi binomiale.
Aujourd’hui point de vue fonctionnel : les variables aléatoires ... il est plus intéressant d’étudier
la loi d’une variable aléatoire plutôt que la variable aléatoire en elle-même.

QUESTIONS
Q Une variable aléatoire sans atomes admet-elle nécessairement une densité?
R Non! Penser par exemple à l’escalier de CANTOR . . . C’est la fonction de répartition d’une

certaine variable aléatoire X ! On a alors P(X ∈ K) = 1 où K est l’ensemble de CANTOR.
La loi est sans atome et n’admet pas de densité car Leb(K) = 0.
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262 CONVERGENCES D’UNE SUITE DE VARIABLES ALÉATOIRES. THÉORÈMES LIMITE. EXEMPLES ET
APPLICATIONS.

(Ω,A,P) espace probabilisé. On considère des variables aléatoires à valeurs dans Rd.

I. Modes de convergence [BL07, ChV, p109] [Ouv09, Ch10, p89]

Soit (Xn)n etX des variables aléatoires définies sur un même espace probabilisé.

I. A. Convergence presque sure
Définition
Lemme de BOREL-CANTELLI, application à la convergence de max E(1)

ln(n) vers 1 presque sûrement.

PROPOSITION 1. [INÉGALITÉ DE HOEFFDING]
Soient (Xi)1≤i≤n des variables aléatoires réelles indépendantes, centrées et telles que
pour tout i ∈ J1, nK, |Xi| ≤ ci p.s. pour un réel ci. Alors pour tout t ≥ 0 :

P(|Sn| ≥ t) ≤ 2 e−t
2/2
∑n

i=1
c2
i où Sn =

∑n
i=1Xi

COROLLAIRE 2. Supposons maintenant la suite (Xi)i∈N infinie, avec les mêmes hypo-
thèses.
S’il existe α, β > 0 tels que

∑n
i=1 c

2
i ≤ n2α−β , alors Sn

nα −→
n→+∞

0 p.s..

Stabilité de la convergence presque sure par somme, produit

I. B. Convergence en probabilité
Définition, indépendance avec la norme choisie, compatibilité avec le couple, et par passage à
une fonction continue
Exemple
Inégalités de concentration : BIENAYMÉ-TCHEBYCHEV,HOEFFDING, donnent des convergences en
probabilité

I. C. Convergence Lp

Définition, exemple

I. D. Convergence en loi
Variables plus nécessairement définies sur le même espace probabilisé

DÉfiNITION 3. [CONVERGENCE EN LOI]
On dit que (Xn)n∈N converge en loi vers X si pour tout fonction f ∈ Cb(Rd), on a
E[f(Xn)] −→

n→+∞
E[f(X)].

Définition, convergence ne dépendant que de la loi des variables aléatoires

EXEMPLE 4. Xn ∼ N (0, σ2
n) converge en loi versX ∼ N (0, σ2) si σn → σ.

Théorème de PORTMANTEAU
En dimension 1 :

PROPOSITION 5. Xn
L−→

n→+∞
X si et seulement si FXn −→

n→+∞
FX en tout point de conti-

nuité de FX .

PROPOSITION 6. Si les variables sont à valeurs dans N, Xn
L−→

n→+∞
X

si et seulement si ∀k ∈ N,P(Xn = k) −→
n→+∞

P(X = k).

Incompatibilité avec l’addition

II. Liens entre les modes de convergence
[BL07, ChV, p109] [Ouv09, §Ch10, p89]

II. A. Implications
ConvergenceLp implique convergenceLq pour p > q, contre-exemple sinon
Convergence p.s. implique en convergence probabilité : contre-exemple deXn ∼ B(1/n)
ConvergenceLp implique convergence en probabilité
ConvergenceLp n’implique pas convergence p.s., mais on peut extraire une sous-suite conver-
geant p.s. Contre-exemple de Xn ∼ B(1/n) (idem avec convergence en probabilité verscon-
vergence p.s.)
Convergence p.s. implique convergence Lp si domination. Contre-exemple de Xn ∼
n2B(1/n2)
Convergence en probabilités implique convergence en loi, la réciproque est vraie si la variable
limite est constante p.s., fausse dans le cas général : siX ∼ B(1/2), alors 1−X −→

n→+∞
X en

loi mais pas en probabilités.

II. B. Notion d’uniforme continuité
Variables uniformément intégrables
Exemple avec des familles finies/iid/dominéesL1
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Formulation équivalente
UI de variables aléatoires définies comme espérances conditionnelles d’une variable aléatoire
L1

Convergence en proba et UI équivaut à convergenceL1

Application à la convergenceL1 de martingales

III. Théorèmes limites [BL07, ChV, p109]

III. A. Loi des grands nombres et théorème central limite

THÉORÈME 7. [LOI DES GRANDS NOMBRES]
Soit (Xi)i∈N∗ des variables aléatoires réelles i.i.d. intégrables. Alors :

1
n

∑n
i=1Xi −→

n→+∞
E[X1] p.s.

L’hypothèse d’intégrabilité est cruciale :

PROPOSITION 8. Soient (Xi)i∈N∗ une suite de variables aléatoires i.i.d. telle que E[|X1|] =
+∞. Alors la probabilité que la limite de 1

n

∑n
i=1Xi existe dans R est nulle.

APPLICATION 9. [MÉTHODE DE MONTE-CARLO] [Mé11]
Soit f : [0, 1] −→ R intégrable par rapport à la mesure de LEBESGUE et (Xi)n∈N∗ une suite de
variables aléatoiresi.i.d. de loi U([0, 1]). Alors In = 1

n

∑n
i=1 f(Xi) −→

n→+∞

∫ 1
0 f(x)dx p.s..

THÉORÈME 10. [THÉORÈME CENTRAL LIMITE]
Si les (Xi)i∈N∗ sont i.i.d. de carré intégrable, alors :

1√
n

∑n
i=1(Xi − E[X1]) L−→

n→+∞
Z ∼ N (0,Var(X1))

APPLICATION 11. [INTERVALLE DE CONfiANCE ASYMPTOTIQUE] [RS12, §3.4, p25]
Soient (Xi)i∈N∗ des réalisations i.i.d. de B(p) pour un p ∈ [0, 1] inconnu. Le théorème cen-
tral limite donne un intervalle de confiance asymptotique de niveauα pour p en fonction de
la moyenne empirique p̂n = 1

n

∑n
k=1Xi : ICα(p) =

[
p̂n ±

q1−α/2
2

1√
n

]
, où qt est le quantile

d’ordre t deN (0, 1).

APPLICATION 12. Dans la méthode deMONTE-CARLO, on obtient un intervalle de confiance de
probabilité asymptotique 1− α de longueur proportionnelle à 1/

√
n.

THÉORÈME 13. [THÉORÈME DE SLUTSKY]
Reprenons les (Xn)n etX dans Rd et soient (Yn)n∈N des variables aléatoires de R` (` ∈ N∗)
convergeant en probabilité vers une constante c. Alors (Xn, Yn) L−→

n→+∞
(X, c).

APPLICATION 14. [INTERVALLE DE CONfiANCE ASYMPTOTIQUE 2]
Dans le même cadre on a l’intervalle de confiance asymptotique : ĨCα(p) =[
p̂n ± q1−α/2

√
p̂n(1−p̂n)√

n

]
.

TCL multidimensionnel, application aux marches aléatoires→ nombre de visites dansB(0, R).

III. B. Convergence de chaines de MARKOV [BL07, ChVIII]

Chaînes deMARKOV, mesures invariantes
Irréductibilité, apériodicité
Propriétés deMARKOV
Conditions d’existence/unicité de mesures invariantes
Théorème ergodique, cas d’un espace d’état fini
Exemples ...
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ANNEXE
Liens entre les modes de convergence

COMMENTAIRES

Intérêt de la méthode de MONTE-CARLO : ça converge toujours à vitesse
√
n quelque soit la di-

mension (application du TCL multidimensionnel) : en dimension 1 on a des méthodes plus ra-
pides, mais pas en multidimentionnel.

QUESTIONS
Q Soit (Xn)n telles queXn ∼ N (mn, σ

2
n). Simn −→ m et σn −→ σ, que dire de (Xn)n ?

R Xn a même loi quemn+σnZ oùZ ∼ N (0, 1), Ormn+σnZ −→ m+σZ presque sûrement,
ce qui implique la convergence en loi.
DoncXn −→ N (m,σ2) en loi (si σ = 0, c’est δm).

Q Soit Xn ∈ J0, NK telle que ∀k ∈ N,E[Xk
n] −→ E[Xk]. A-t-on Xn −→ X en loi? X reste-t-

elle dans J0, NK?
R On vérifie queX est positive, et siX > N avec probabilité positive, on vérifie aussi que ce

n’est pas possible ... Par convergence dominée (trois fois!) :

φXn(t) = E
[∑
k≥0

ikXk
nt
k

k!

]
=
∑
k≥0

E
[ ikXk

nt
k

k!

]
=
∑
k≥0

ikE[Xk
n]tk

k!

−→
n→+∞

∑
k≥0

ikE[Xk]tk

k! = φX(t)

Puis P(X ∈]0, N [) ≤ lim infn P(Xn ∈]0, N [) = 0 doncX ∈ J0, NK p.s..
Q Soit une particule évoluant entre trois points : on passe de 1 à 2 ou de 1 à 3 avec proba 1/2.

Si elle est en 2, elle reste avec proba 1/2 et va en 1 ou 3 avec proba 1/4. Si elle est en 3 elle
va avec proba 1/2 en 1 ou 2. On part deX0 = 1 etXn est la position au temps n. Quelle est
la loi limite? Que se passe-t-il si on change les probas de transition? Le nombre d’états? La
condition initiale? Quelles sont les conditions nécessaires?

R On cherche un vecteur propre à gauche associé à 1 pourQ =

 0 1/2 1/2
1/4 1/2 1/4
1/2 1/2 0

.

On sait que Q> a 1 pour valeur propre de multiplicité 1 (par le théorème de PERRON-
FROBENIUS). DoncQ aussi.
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Soit (Ω,A,P) un espace probabilisé, et (E, E) un espace probabilisable.

I. Généralités sur les variables aléatoires discrètes
[Ouv08, Ch1, p14–20]

I. A. Caractérisation d’une variable aléatoire discrète

DÉfiNITION 1. [VARIABLE ALÉATOIRE DISCRÈTE]
Une variable aléatoireX est une fonction mesurableX : (Ω,A) −→ (E, E).
Si de plusX(Ω) est dénombrable presque sûrement, alors on dit queX est discrète.
On note PX la mesure image de P parX et on l’appelle loi deX .

EXEMPLE 2. On lance une pièce, un dé, et on note X la variable aléatoire qui associe la face
de la pièce ou la valeur du dé. AlorsX est discrète.

SoitX une variable aléatoire discrète à valeurs dansE.

PROPOSITION 3. Enumérons E′ = (ei)i∈I ⊂ E où I est au plus dénombrable de sorte
que X(Ω) ⊂ E′ p.s.. Alors PX est caractérisée par la famille (pi)i∈I où pi = P(X = ei) et∑
i∈I pi = 1. De plus, on a PX =

∑
i∈I piδei .

I. B. Lois discrètes usuelles
Les variables aléatoires discrètes les plus classiques sont à valeurs dans N. On trouvera en an-
nexe les propriétés de ces lois (PX , espérance, variance, . . .). [VOIR ANNEXE]

APPLICATION 4. [MODÉLISATION PAR DES VARIABLES ALÉATOIRES DISCRÈTES]
• on lance une pièce équilibrée et on note X = 1 si le résultat est « face », 0 sinon. Alors
X ∼ B(1/2),

• si on lancen fois la pièce de manière indépendante, le nombreX de succès suitB(n, 1/2),
• le résultat du jet d’un dé à 6 faces équilibré se modélise par U(J1, 6K).
• soit ` le nombre moyen de personnes se présentant à un guichet chaque minute. Le

nombre de personnes se présentant pendantN minutes peut se modéliser parP(N`).
• on lance une pièce équilibrée et on note X le nombre de lancers nécessaires avant d’ob-

tenir « face ». AlorsX ∼ G(1/2).

I. C. Variables aléatoires discrètes et indépendance [Ouv08, Ch3/4, p51–86]

DÉfiNITION 5. [INDÉPENDANCE DE VARIABLES ALÉATOIRES]
Soit I un ensemble et (Xi)i∈I des variables aléatoires telles que Xi est à valeurs dans
(Ei, Ei). On dit que les (Xi)i∈I sont indépendantes si pour tout J ⊂ I fini, on a :

∀(Ai)i∈J ∈
∏
i∈J Ei,P(∩i∈IXi ∈ Ai) =

∏
i∈J P(Xi ∈ Ai)

PROPOSITION 6. [INDÉPENDANCE DE VARIABLES ALÉATOIRES DISCRÈTES]
Soit I un ensemble et (Xi)i∈I des variables aléatoires discrètes à valeurs dans (Ei, Ei)i∈I .
Soit (E′i)i∈I des ensembles dénombrables tels que ∀i ∈ I,Xi ∈ E′i p.s..
Alors les (Xi)i∈I sont indépendantes si et seulement si pour tout J ⊂ I fini, on a :

∀(ei)i∈J ∈
∏
i∈J E

′
i,P(∩i∈JXi = ei) =

∏
i∈J P(Xi = ei)

EXEMPLE 7. SoientX,Y les résultats de deux lancers indépendants d’un dé à 6 faces équilibré.
SoitZ = 1X+Y est pair. Alors (X,Y ), (X,Z) et (Y, Z) sont indépendantes mais pas (X,Y, Z).

PROPOSITION 8. Soient X,Y des variables aléatoires discrètes indépendantes à valeurs
dans R. Alors PX+Y = PX ∗ PY où PX ∗ PY (z) =

∑
x+y=z PX(x)PY (y).

EXEMPLE 9. Soient p ∈ [0, 1], n1, n2 ∈ N, λ1, λ2 > 0.
• SiX ∼ B(n1, p) et Y ∼ B(n2, p) avecX |= Y , alorsX + Y ∼ B(n1 + n2, p),
• SiX ∼ P(λ1) et Y ∼ P(λ2) avecX |= Y , alorsX + Y ∼ P(λ1 + λ2),

APPLICATION 10. [MARCHE ALÉATOIRE SIMPLE SUR Zd]
Soient (Xi)i∈N∗ des variables aléatoires i.i.d. de loi U({±ei, 1 ≤ i ≤ d}) où ei =
(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) = (δi k)1≤k≤n. On pose S0 = 0 et Sn =

∑n
k=1Xi pour n ∈ N∗.

Alors si d ≤ 2, on a P(Sn = 0 i. s.) = 1 et si d > 2, on a P(|Sn| → +∞) = 1.

I. D. Conditionnement [Ouv08, Ch4, p87–115]

DÉfiNITION 11. [PROBABILITÉ CONDITIONNELLE]
Soit B ∈ A tel que P(B) > 0. On définit P | B l’application qui à A ∈ A associe P | B(A) =
P(A |B) = P(A∩B)

P(B) . C’est une probabilité sur (Ω,A) appelée probabilité sachantB.

EXEMPLE 12. P | B(A) = P(A) siA etB sont indépendants.
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PROPOSITION 13. [INTERSECTION D’ÉVÉNEMENTS]
Soit (Ai)1≤i≤n une famille d’événements tels que P(∩n−1

i=1 Ai) 6= 0. Alors :

P(∩ni=1Ai) = P(A1)
∏n
i=2 P(Ai | ∩i−1

j=1 Aj)

EXEMPLE 14. On tire successivement 4 cartes dans un jeu de 52 cartes (sans remise). Quelle
est la probabilité de tirer les 4 as?

PROPOSITION 15. Soit (Ai)i∈I une famille dénombrable d’événements disjoints deux à deux
tels que P(∩i∈IAi) = 1 et pour tout i ∈ I , P(Ai) > 0. Alors pour toutA ∈ A :
• [FORMULE DES PROBABILITÉS TOTALES] P(A) =

∑
i∈I P(A |Ai)P(Ai),

• [FORMULE DE BAYES] Si P(A) > 0, on a P(Ai |A) = P(A | Ai)P(Ai)∑
j∈I

P(A | Aj)P(Aj)
pour tout i ∈ I .

EXEMPLE 16. On place b1 et n1 (resp. b2 et n2) boules blanches et noires dans une urne U1
(resp.U2). On choisit une urne aléatoirement et on tire une boule dans cette urne. Quelle est la
probabilité qu’elle soit noire? que l’on ait choisi l’urne 1 sachant qu’elle est noire?

REMARQUE 17. Ces formules sont très pratiques lorsque l’on prend pour P la loi d’une va-
riable aléatoire discrète. Dans le cas où P n’est pas discrète, le fait d’avoir une famille satis-
faisant les hypothèses de la proposition rend « moralement » cette probabilité discrète.

II. Moments et fonction génératrice [Ouv08, Ch5, p115–178]

SoientX,Y deux variables aléatoires discrètes à valeurs dans R.

II. A. Espérance et variance

DÉfiNITION 18. [ESPÉRANCE]
Si
∑
x∈R |x|P(X = x) < +∞, on dit queX admet une espérance et on définit l’espérance

deX par E[X] =
∑
x∈R xP(X = x).

REMARQUE 19. E est linéaire. LorsqueX(Ω) ⊂ N p.s., on a E[X] =
∑
n≥1 P(X ≥ n).

EXEMPLE 20. Espérance de B(p),B(n, p),P(λ),G(p) . . . [VOIR ANNEXE]

PROPOSITION 21. [LEMME DE TRANSFERT]
Soit f : R −→ R borélienne. Alors f(X) admet une espérance si et seulement si∑
x∈R |f(x)|P(X = x) < +∞ et dans ce cas E[f(X)] =

∑
x∈R f(x)P(X = x).

EXEMPLE 22. SiX ∼ G(1/2) et si f : n 7−→ 1n est pair alors E[f(X)] = 1
3 .

DÉfiNITION 23. [COVARIANCE, VARIANCE]
On définit :
• la covariance deX et Y par Cov(X,Y ) = E[(X − E[X])(Y − E[Y ])].
• la variance deX par Var(X) = Cov(X,X) = E[(X − E[X])2].

PROPOSITION 24. Cov est une forme bilinéaire symétrique positive et on a Cov(X,Y ) =
E[XY ]− E[X]E[Y ] et Var(X) = E[X2]− E[X]2.

EXEMPLE 25. Variance deP(λ),G(p), . . . [VOIR ANNEXE]

PROPOSITION 26. SiX |= Y alors Cov(X,Y ) = 0 et Var(X + Y ) = Var(X) + Var(Y ).

EXEMPLE 27. La réciproque est fausse : prendreX ∼ U({−1, 0, 1}) et Y = X2.

REMARQUE 28. Les inégalités classiques faisant intervenir espérance et variance sont va-
lides dans le cas discret, notamment les inégalité de MARKOV, de BIENAYMÉ-TCHEBYCHEV, de
JENSEN, de CAUCHY-SCHWARZ, . . .. Ces résultats n’étant pas spécifiques aux variables aléa-
toires discrètes, nous ne nous étendons pas dessus.

APPLICATION 29. [THÉORÈME DE WEIERSTRASS]
R[X] est dense dans C([a, b],C, ‖.‖∞) pour a < b ∈ R.

II. B. Vers les fonctions génératrices [CDGM16, p68–75]

On supposeX à valeurs dans N presque sûrement. Soit p ∈ N∗.

DÉfiNITION 30. [MOMENT ET MOMENT CENTRÉ D’ORDRE p]
SiE[|X|p] < +∞, on dit queX admet un moment d’ordre p (ouX ∈ Lp) et alors on appelle
E[Xp] le moment d’ordre p et E[(X − E[X])p] le moment centré d’ordre p deX .

PROPOSITION 31. SiX ∈ Lp alorsX ∈ Lq pour tout 1 ≤ q ≤ p.

DÉfiNITION 32. [FONCTION GÉNÉRATRICE]
On définit gX la fonction génératrice de X par gX(s) = E[sX ] =

∑
k≥0 P(X = k)sk

(lorsque la série converge).
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REMARQUE 33. Le rayon de convergence de cette série est au moins égal à 1 etGX(1) = 1.

EXEMPLE 34. Fonctions génératrices de B(p),B(n, p),P(λ),G(p) . . . [VOIR ANNEXE]

PROPOSITION 35. GX caractérise la loi deX . En particulier : ∀k ∈ N,P(X = k) = G(k)(0)
k! .

PROPOSITION 36. X admet un moment d’ordre p ∈ N∗ si et seulement si gX est p fois déri-
vable en 1, et dans ce casG(p)

X (1) = E[X(X − 1) . . . (X − p)].

PROPOSITION 37. SiX |= Y alorsGX+Y = GXGY .

APPLICATION 38. Expression de l’espérance, la variance, ou plus généralement d’un moment
en fonction des dérivées en 0 deGX .

APPLICATION 39. P(λ) + |= P(λ) = P(2λ).

APPLICATION 40. On ne peut pas truquer deux dés de sorte que la somme des points obtenue
en les lançant suive une loi uniforme.

PROPOSITION 41. [PROCESSUS DE BRANCHEMENT DE GALTON-WATSON]
Soient (Xj

i )i,j≥1 des v.a. i.i.d. à valeurs dans N. On note µ leur loi,m leur espérance et on
définit le processus (Zn)n∈N par Z0 = 1 et Zn+1 =

∑Zn
i=1X

n+1
i pour n ∈ N. et enfin

ρ = P(∃n ≥ 0 |Zn = 0). Alors si µ 6= δ1, on a :
• sim ≤ 1, ρ = 1 et on a extinction du processus presque surement,
• sim > 1, ρ < 1 et il y a une probabilité strictement positive de survie.

REMARQUE 42. Lorsque la variable aléatoire n’est pas à valeur dans N p.s., on utilise alors
la caractérisation par la fonction caractéristique, valable pour des variables aléatoires quel-
conques. Par exemple pour calculer la loi d’une variable aléatoire multinomiale dont le pa-
ramètre n n’est pas déterministe mais suit une loiP(λ).

APPLICATION 43. [LOI MULTINOMIALE POISSONNIfiÉE]
Soient (pj)1≤j≤d des réels positifs tels que

∑
1≤j≤d pj = 1. Soient (Y k)k≥1 des variables aléa-

toires indépendantes et identiquement distribuées telles que P(Y k = j) = pj . Soit N indé-
pendante des (Y k)k≥1 de loiP(λ) pour un λ > 0.
En posantXk = (1Y k=1, . . . ,1Y k=d), la loi de S =

∑N
k=1X

k estP(λp1)⊗ · · · ⊗ P(λpd).

III. Vers les Théorèmes limites [BL07, §V.5, p131–147]

On considère des variables aléatoires discrètes à valeurs dans R.

III. A. Théorèmes limites

PROPOSITION 44. Soient (Xi)i∈N et X des variables aléatoires discrètes. Alors
Xi

L−→
i→+∞

X si et seulement si ∀x ∈ F,P(Xi = x) −→
i→+∞

P(X = x), oùF = ∪i∈NE′i ∪E′

est dénombrable, avec ∀i ∈ N, Xi ∈ E′i p.s. etX ∈ E′ p.s..

THÉORÈME 45. [THÉORÈME CENTRAL POISSONIEN]
Soit (Xi)i∈N∗ une suite de variables aléatoires de loi B(i, pi) avec ipi −→

i→+∞
λ > 0.

AlorsXi
L−→

i→+∞
X oùX ∼ P(λ).

THÉORÈME 46. [THÉORÈME CENTRAL LIMITE]
Soit (Xi)i∈N∗ une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de carré intégrable. Alors :

1√
n

∑n
i=1(Xi − E[X1]) L−→

n→+∞
Z ∼ N (0,Var(X1))

APPLICATION 47. [INTERVALLE DE CONfiANCE ASYMPTOTIQUE] [RS12, §3.4, p25]
Soient (Xi)i∈N∗ des réalisations i.i.d. de B(p) pour un p ∈ [0, 1] inconnu. Le théorème cen-
tral limite donne un intervalle de confiance asymptotique de niveau α pour p en fonction de
la moyenne empirique p̂n = 1

n

∑n
k=1Xi : ICα(p) =

[
p̂n ±

q1−α/2
2

1√
n

]
, où qt est le quantile

d’ordre t deN (0, 1).

III. B. Chaînes de MARKOV
Définition d’une CM, exemple d’une marche aléatoire
Existence et unicité d’une mesure invariante à constante multiplicative près si la chaîne est ir-
réductible récurrente
Si de plus la chaîne est apériodique et admet une probabilité asymptotiqueµ, alors on a conver-
gence en loi deXn vers µ
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ANNEXE

[BL07, Appendice, p229]
Tableau des principales lois discrètes
SoitX une loi discrète et p ∈ [0, 1], q ∈]0, 1[, n ∈ N, λ > 0.

L(X) PX E[X] Var(X) GX(t)

U(J1, nK)
n∑
k=1

1
n
δk

n+ 1
2

n2 − 1
12

1
n

t− tn+1

1− t (t 6= 1)

B(p) pδ1 + (1− p)δ0 p p(1− p) 1− p+ pt

B(n, p)
n∑
k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−kδk np np(1− p) (1− p+ pt)n

P(λ)
∞∑
k=0

λk e−λ

k! δk λ λ e(λ−1)t

G(q)
∞∑
k=1

q(1− q)k−1δk
1
q

1− q
q2

pt

1− (1− p)t

COMMENTAIRES

Voir également [Mé11].

QUESTIONS
Q Vous dites dans votre plan que l’on peut aussi utiliser la fonction caractéristique lorsque la

variable aléatoire n’est plus à valeurs dansN. Mais si elle l’est, peut-on aussi l’utiliser? Quels
résultats a-t-on? Avez-vous un exemple de fonction caractéristique?

R Oui bien sur, car la fonction génératrice n’est rien d’autre que la fonction caractéristique
prise en certaines valeurs! Donc on va avoir des résultats de caractérisation, etc . . . Je donne
l’exemple de la fonction caractéristique d’une loi de POISSON, et dis que dans les autres cas
ça revient souvent à remplacer le t de la fonction génératrice par eit.

Q Avez-vous des exemples de processus discrets?
R Les chaines de MARKOV, les marches aléatoires qui sont aussi une chaine de MARKOV

d’ailleurs.
Q Pouvez-vous me donner la preuve de votre théorème pour montrer qu’il existe une unique

mesure invariante?
R Alors évidemment, il faudrait introduire tout ce qui est récurrence, transience, temps d’ar-

rêt, mais en gros on va expliciter la mesure en question. On utiliseMARKOV fort, puis six ∈ E
est fixé, on considère ν : y 7−→ E[

∑Tx−1
n=0 1Xn=y].

Q Quelle définition de convergence en loi utilisez-vous et comment on montrez-vous le résul-
tat sur la convergence en loi de variables discrètes.

R J’énonce à l’oral la condition de convergence en loi, puis je ne me souviens que d’un des
deux sens, pour lequel je fais un dessin de la fonction à utiliser ...

Q Pour montrer le théorème central limite, est-ce vous utilisez cette caractérisation-là?
R Non il faut passer par la fonction caractéristique, on va pouvoir faire un développement

limité à l’ordre 2 car la fonction caractéristique est C2, les variables aléatoires étantL2.
Q Soient (Xi)i des vas indépendantes et identiquement distribuées de loi géométrique. Com-

ment calculeriez-vous la loi de inf(Xi)i ?
R On regarde la fonction de répartition.
Q Et que pouvez-vous me dire de la variable aléatoire qui modélise le temps d’attente avant

un deuxième succès?
R J’hésite un peu mais propose le calcul suivant où Ti est le temps de i-ième succès :

P(X2 = k) =
k−1∑
n=1

P(X2 = k ∩X1 = n) = ... = (k − 1)p2(1− p)k−2

On pouvait également passer par un systèmes complet d’événements :X2 = k si une seule
des k− 1 premières variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuéesB(p)
est un succès, . . .

Q On regarde la marche aléatoire simple sur Z et An l’événement |Sn| ≤
√

2Cn ln(n) où C
est une constante. On veut montrer que lim inf An i.s..

R Ça nous fait penser à utiliser BOREL-CANTELLI, qui donne lim inf Ac
n i.s.. Je cite ensuite l’in-

égalité deHOEFFDING, on me dit non plus simple, j’écris celle deBIENAYMÉ-TCHEBYCHEVmais
ça ne su�it pas pour conclure, la majoration est trop grossière. Je repars sur HOEFFDING.

Q Ok ça doit marcher comme ça mais est-ce que l’on peut utiliser plus simple?
R Je ne vois pas. On me dit d’utiliser les fonctions génératrices, mais l’oral s’arrête là.
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I. Utilisation des fonctions usuelles [RDO98, §4.4, p126]

I. A. Autour de l’exponentielle [Rud98, Prologue, p1–4] [AF93, §VI.7, p226]

DÉfiNITION 1. [EXPONENTIELLE, COSINUS ET SINUS]
On définit les séries entières suivantes :

exp(z) = ez =
∑
n∈N

zn

n! cos(z) =
∑
n∈N

(−1)nz2n

(2n)! sin(z) =
∑
n∈N

(−1)nz2n+1

(2n+ 1)!

PROPOSITION 2.
(i) exp, sin, cos sont des séries entières de rayon de convergence infini et sont donc définies

et holomorphes sur C. De plus exp est sa propre dérivée,
(ii) Pour tout z ∈ C, on a exp(iz) = cos(z) + i sin(z),

(iii) Pour θ ∈ R, cos(θ) et sin(θ) sont réels et
∣∣eiθ∣∣ = 1.

(iv) exp est un morphisme surjectif de (C,+) dans (C∗,×) de noyau iaZ pour un a ∈ R+.
(v) Pour z1, z2 ∈ C, exp(z1 + z2) = exp(z1) exp(z2),

REMARQUE 3. On note alors E : R −→ C∗, t 7−→ eit et π = a/2 (ainsi eiπ +1 = 0).
Cette application associe à un angle t l’unique point u de module 1 dont l’angle entre [Ox)
et [Ou) est t.

COROLLAIRE 4. [FORMULE DE MOIVRE ET D’EULER]
• Pour n ∈ N et θ ∈ R, on a (cos(θ) + i sin(θ))n = cos(nθ) + i sin(nθ).
• Pour θ ∈ R, on a cos(θ) = eiθ + e−iθ

2 et sin(θ) = eiθ − e−iθ
2i .

APPLICATION 5. Développement de cos(nθ) et sin(nθ) par la formule deMOIVRE. Linéarisation
de cosn(θ) et sinn(θ) par les formules d’EULER. Exemples de cos5(θ) et sin(5θ).

APPLICATION 6. Polynômes de TCHEBYCHEV.

APPLICATION 7. Calcul des noyaux de DIRICHLET et FEJÉR :

DN =
N∑

n=−N
ein. =

sin
( 2N+1

2 .
)

sin(./2) et KN = 1
N

N−1∑
n=0

Dn =
N∑

n=−N

(
1−|n|

N

)
en = sin2(N./2)

sin2(./2)

I. B. Fonctions usuelles et calculs d’intégrales
Calculs de primitives de fractions rationnelles : on se ramène par développements en éléments
simples à certains types de primitives à calculer : apparait le ln et arctan

Fractions rationnelles en cos, sin : règles deBIOCHE, on se ramène par changement de variables
à une fraction rationnelle,
Dérivées des fonctions trigonométriques, hyperboliques, de leurs inverses
Calcul de l’intégrale de DIRICHLET
Intégrales deWALLIS
Intégrales d’une gaussienne

II. La fonction Γ d’EULER [QZ13, §IX.II.1, p312] [GS09, §2.1, p101]

II. A. Généralités [BMP05, §2.7, p82] [QZ13, §IX.II.1, p312]

Définition, relation de récurrence, calcul de Γ(1),Γ(1/2)

PROPOSITION 8. Γ est holomorphe sur {<(z) > 0}.

APPLICATION 9. Γ admet un unique prolongement méromorphe sur C, holomorphe sur
C \ −N.

APPLICATION 10. ∀x ∈ R∗+,Γ(x) = lim
n→+∞

n!nx

x(x+ 1) . . . (x+ n) [FORMULE DE GAUSS]

Prolongement holomorphe, formule de CAUCHY
ln-convexité de Γ.

II. B. Applications
Formule de STIRLING
Polynômes orthogonaux

II. C. Applications en probabilités
Loi Γ, β, stabilité par somme, . . ., lien avec la loi exponentielle.
Exemples de modélisations

III. Transformée de FOURIER
III. A. Généralités
III. B. Applications
Résolution de l’équation de la chaleur, de SCHRÖDINGER
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III. C. Applications en probabilités [Ouv09, §12.2, p197]

On admet que φN (0,σ2) : ζ 7−→ e−
σ2ζ2

2 .

PROPOSITION 11. φX caractérise PX .

APPLICATION 12. [LOI MULTINOMIALE POISSONNIfiÉE]
Soient (pj)1≤j≤d des réels positifs tels que

∑
1≤j≤d pj = 1. Soient (Y k)k≥1 des variables

aléatoires indépendantes et identiquement distribuées telles que P(Y k = j) = pj . SoitN
indépendante des (Y k)k≥1 de loiP(λ) pour un λ > 0.
En posantXk = (1Y k=1, . . . ,1Y k=d), la loi de S =

∑N
k=1X

k estP(λp1)⊗ · · · ⊗ P(λpd).

Convergence en loi, théorème de LÉVY, théorème central limite, intervalles de confiance

QUESTIONS
Q Calculer I =

∫ 1
0 log( sin(πx)

πx )dx de deux manières di�érentes pour retrouver la formule de
STIRLING.

R On a I =
∫ 1

0 log(sin(πx))dx−
∫ 1

0 log(πx)dx. La première intégrale se calcule par exemple
en utilisant l’arc moitié.
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