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CHAPITRE1

Fondement des probabilités

Notre premier objectif est de construire un cadre pour modéliser ['aléa, le hasard. On peut par exemple penser a des
Jjeux de hasard (dés, roulette, .. .), des sondages sur des échantillons (par exemple, on observe 1000 tortues dont 453
sont bleues, cela est-il assez significatif pour conclure qu'il y a une proportion inférieure a 1/2 de tortues bleues ?),
ou encore tout un tas de situations oi ['on ne maitrise pas toutes les interactions (météo, cours de la bourse, physique
statistique, .. .).

Ce cadre, c'est ['axiomatique de Kolmogorov! A un probléme impliquant, on va construire un espace de probabilité

(Q, A, P) pour modéliser ['aléa.
Commencons par rappeler les notions de tribu et de mesure :

DEFINITION 1.1. [TRIBU]
Soit 2 un ensemble. On dit que A C P() est une tribu (ou o-algébre) si A contient & et ) et
est stable par union dénombrable et par passage au complémentaire.

DEFINITION 1.2. [MESURE (DE PROBABILITE)]

Soit 2 un ensemble non vide et A une tribu sur Q. P : A — [0, 1] est une mesure si pour toute
famille d’événements (A,,),cn deux a deux disjoints, on a P(UpenA,) = 3 en P(AR).

Side plus P(Q2) = 1, on dit que c’est une mesure de probabilités.

On peut alors définir les espaces de probabilité :

DEFINITION 1.3. [ESPACE DE PROBABILITE]
Un espace probabilisable est la donnée de (2, A) tels que :

1. Q est un ensemble non vide appelé univers et dont les éléments notés w sont appelés
aléas, ou éléments élémentaires,
2. A C P() estune tribu dont les éléments sont des événements.

Lorsque de plus il est muni d’'une mesure de probabilité P : A — [0, 1], on dit que (92, A, P)
est un espace de probabilité.

La donnée de w donne toute I'information sur le modéle. Un seul w est réalisé, mais on ne sait pas
lequel : tout ce qui dépend de w est aléatoire. Le reste est déterministe. Les événements repré-
sentent des propriétés que l'on peut observer sur l’aléa. Pour un événement A, P(A) représente
les chances qu’a l'aléa w d’appartenir a A, c’est-a-dire de satisfaire ’événement A.

M1 HADAMARD 2017/2018 Probabilités Page 3 sur 144



CHAPITRE 1- FONDEMENT DES PROBABILITES

EXEMPLE 1.4. On jette 3 dés a 6 faces non pipés. On considére Q = [1,6]> munide A = P(Q) et
de P la probabilité uniforme : P({w}) = & pour toutw € Q.

Considérons par exemple ’événement A = "les 3 dés sont pairs" = {2, 4, 6}°. On peut calculer:

311
PA)=—=—==
(4) 63 23 16
REMARQUE 1.5.  On ne travaille jamais avec plusieurs espaces de probabilité et plus tard on ne
précisera pas lequel, sauf dans le cas des chaines de MARKOV ou 2 est explicite et il y a toute une
famille de probabilités.

Pour résoudre un probleme, on procede donc en deux étapes : d’abord on modélise le probleme
par le choix d’un espace de probabilité (2, A, P) adapté, puis on travaille dans cet espace de pro-
babilité pour le résoudre.

EXEMPLE 1.6.
Probléeme On jette deux dés a six faces non pipés. Quelle est la probabilité que la somme des
deux dés soit paire?
Modele On considére 'espace de probabilité (2, P(2),P) ou Q = [1, 6]? et P est la probabi-

lité uniforme, c’est-a-dire la probabilité définie par:

VAEP(Q), P(A)= Ziijéé; - CargdéA>

Résolution Notons A = "la somme des dés est paire" = {2,4,6}> U {1, 3,5}". Alors:

_card(4)  9+9 1
36 36 2

P(A)

| REMARQUE 1.7. Lorsque 2 est fini, on prendra le plus souvent A = P ().

EXEMPLE 1.8. [AIGUILLE DE BUFFON]

Probleme On lance une aiguille de 1cm sur un parquet de lattes d’épaisseur 1cm. Quelle est la
probabilité que laiguille soit a cheval sur deux lattes?
Modele On repére laiguille par (voir Figure 1.1) :
- x € [0,1] la distance du centre de l'aiguille au bord inférieur de la latte conte-
nant ce centre,
- 6 € [0, [ 'angle de l'aiguille par rapport aux lattes.

et on considére alors I'espace de probabilité (2, A, P) défini par:
- Q= {(z,0) € [0, 1[x[0, x[},
- A= B([O’ 1[X[O’ W[))
= P = L Lebjo1(x[o,x| 0l Leb est la mesure de LEBESGUE sur R?.

M1 HADAMARD 2017/2018 Probabilités Page 4 sur 144



CHAPITRE 1- FONDEMENT DES PROBABILITES

/ U
)

|

|

|
1

FIGURE 1.1 - Parameétrage du probleme de laiguille de BUFFON

Résolution Soit A = "laiguille touche deux lattes". On a
A° = "laiguille ne touche qu’une latte"
1 1 . 1 1.
= {(x,@) € Q| (x < ietx - 55111(9) > O) ou (x > §etx—|— §sm(0) < 1)}
D’ou:
1 1 .
P(A°) =P <{(m,9) €Q|z< 3 etr — §sm(6’) > 0})
1 1
—f‘IP({(:E 0) € 0w > S eta+sin(0) < 1})

2
1 1 -
= 2P ({(m,@) €|z < 5 etr — 5 sin(f) > O}) par symétrie

_2/ / —51n49<;1:<5 de do
[0,7[ J]0,1] T

, 2
—;/0 1 —sin(f)do =1—

™

et finalement P(4) = 2.

Le choix de la tribu n’est pas toujours aussi simple. Regardons I’exemple suivant qui modélise une
situation dans laquelle ce choix pose probleme:

EXEMPLE 1.9.

Probleme On jette un dés a six faces non biaisé une infinité de fois (chaque lancer étant réalisé
indépendamment des autres). Quelle est la probabilité que le premier 6 apparaisse
au bout d’un nombre pair de lancers?

Modéle On considére Q2 = {1,...,6}" eton notew = (w;);exn+ un événement élémentaire,
oU w; est le résultat du i-éme lancer.
Pourk € N*etiy,..., i, € {1,...,6}, posons

iir = 1w € QIVj € 1,k],w; =i;}

On veut choisir une tribu de sorte que les (A4;,
ments. On pose donc

,,,,, ix JEEN* 1<iy... i <6 SOient des événe-

W ke N etin,... ip € [1,6]})

-----
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CHAPITRE 1- FONDEMENT DES PROBABILITES

et on considére IP la mesure de probabilité telle que :

vk € N*,\V/’h, cey 0k € [[].,6]], P(A“ ..... Zk) = a (11)

On remarque déja plusieurs difficultés : pourquoi ce choix de tribu ? Existe-t-il une telle probabilité
P? Est-elle unique?

Résolution Soit P = "le premier 6 arrive au bout d’un nombre pair de lancers" puis pour p €
N*, P, = "le premier 6 arrive au bout de 2p lancers". Alors :
5\ 1
P(P) =Py P) = S PP) =3 Y Pyt o)== (6) :
peN* pEN* 41,..., izp_le[[l,f)]] peEN*

On obtient donc P(P) = 2.

Revenons sur nos choix de probabilité et de tribu :

e Pour le choix de la tribu, il est déraisonnable de ne pas prendre les (A;, i, Jken 1<in.....ix <6
mais choisir une tribu plus grosse que la tribu qu’ils engendrent meéne aux mémes difficultés
que définir la mesure de LEBESGUE sur tous les boréliens!

La tribu A choisie est appelée tribu cylindrique. Nous la réutiliserons plus tard.

e Concernant ’existence de la probabilité IP, notons qu’il est parfois difficile de construire une
infinité d’événements indépendants (on y reviendra). Cependant ici la construction est di-
recte. Considérons, pour x € [0, 1, son développement 6-adique (qui est unique) :

oux; € [0,5] pouri € N* et les (;);en+ SONt non tous égaux a 5 a partir d’un certain rang.
Considérons alors l'application :

D [0,1] — Q
r=32 8 (T 1ien

On vérifie que ® est mesurable puisque':

v : . Foii—1 G -1 1
VE € N Viy, ... i € [1,6], @ '(Ai,.0) = |, & Y & +@

J=1 J=1

Posons alors P la mesure image de la mesure de LEBESGUE par ®. On a par définition, pour
tout A € A,P(A) = Leb(®1(A)) et:
1
T 6

1

k'
IR

k .
Vk € N*Viy, ... i, € [1,6], P(A; .. Leb([z

Ainsi P existe.

1. il suffit de le vérifier sur une partie génératrice
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CHAPITRE 1- FONDEMENT DES PROBABILITES

e Concernant ['unicité, on va montrer qu’il existe une unique probabilité sur (2, A) telle que
£ s . 1
Vk e N ,VZl,...,’lk c [[1,6]], P(Azl,,zk> = 6719

Pour cela on utilise les propriétés de classes monotones.

RAPPEL 1.10. Une classe C est une partie de .A. On appelle o(C) la plus petite tribu qui la
contient. C est une tribu si elle est stable par complémentaire et union dénombrable.

DEFINITION 1.11. [CLASSE MONOTONE]
On dit que C est une classe monotone si :

-Qel,
- pourtout A, B € Ctelsque A C B,onaB\ A €C,
- pour toute (A, )nen € CY suite croissante d’événements, on a U,en T A, € C.

Pour une classe C quelconque, on note A(C) la plus petite classe monotone contenant C.

REMARQUE 1.12. Une tribu est une classe monotone. La notion de classe monotone possede
deux grands intéréts :

- elle est en général assez simple a vérifier,

- si et v sont deux mesures de probabilité alors {A € A| u(A) = v(A)} est une classe
monotone.

Ainsideux mesures satisfaisant (1.1) coincidentsur A ({4;, . ;, |k € N*etiy, ..., i, € [1,6]}).
En particulier, elles sont égales si

A({A’i17~--,ik |]{7 € N* etil, c.. ,ik c [[1,6]]}) = U({Ail,...,ik |k c N* etil, .. ,ik < [[1,6]]}) = A

C’est en fait bien la cas. Pour le montrer on utilise le résultat suivant :

LEMME 1.13. [LEMME DES CLASSES MONOTONES (THEOREME DE DYNKIN)]
Si C est une classe stable par intersection finie alors A(C) = o(C).

En considérantC = {A;, ., |k € N*etiy, ..., i € [1,6]} U {2}, on vérifie que C est une
classe stable par intersection finie, et donc que le Lemme s’applique, et on en déduit ’unicité
de la probabilité.
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CHAPITRE 2

Variables aléatoires

Travailler avec un espace de probabilité peut vite devenir fastidieux. On va donc tout faire pour ne
plus avoir regarder l'espace de probabilité en détails. Pour cela, nous allons utiliser les variables
aléatoires, qui sont un objet essentiel pour s’en affranchir notamment gréce a leur loi.

Dans la suite, (2, .4, P) désigne un espace de probabilité et (E, £) désigne un espace probabili-
sable quelconques.

DEFINITION 2.1. [VARIABLE ALEATOIRE]

Une variable aléatoire X est une fonction mesurable X : (2, 4) — (E,&).
Pourw € Q, X (w) est alors un élément aléatoire de F.

Siona(E,€) = (R,B(R)), ondit que X est une variable aléatoire réelle.

Ainsi, la variable aléatoire X est I'observation faite sur l’aléa. Notons qu’une variable aléatoire n’a
rien d’aléatoire : c’est une fonction! Ce qui est aléatoire, c’est toujours le w qui sera réalisé, et donc
c’est en cela que la valeur prise par X est aléatoire!

EXEMPLE 2.2. On jette 2 dés et on considére X la somme des deux dés. X est alors une variable
aléatoire :
X: Q=[16)?* — R
(wl, WQ) — w1+ Wws

EXEMPLE 2.3. Dans une population de 1000 personnes, N veulent voter "Oui" a un référendum.
On interroge une personne au hasard et on lui demande son opinion. On voudrait connaitre la
probabilité qu’il réponde "Oui".

Regardons d’abord des modélisation sans variables aléatoires :

e Tout d’abord, on peut considérer Q = [1,1000] tel que les N premiéres personnes votent
"Oui" et les autres "Non"'. On prend A = P(Q2) et P la probabilité uniforme. Alors :

card([1,N]) = N

P("lindividu tiré répond "Oui"") = card([L, 1000) — 1000

1. quitte a réordonner les personnes
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CHAPITRE 2 - VARIABLES ALEATOIRES

e On peut aussi considérer Q = {"Oui","Non"} avec A = P(Q) et P telle que P({"Oui"}) =

To00 €L P({"Non"}) = 1 — 755 Alors::

N
P("lindividu tiré répond "Oui"") = ——
("lindividu tiré répond "Oui"") 1000
REMARQUE 2.4. Lechoixde (2, A, P) n’est alors pas unique. De plus, si on interroge une seconde

personne, il faut changer Q, et prendre par exemple [1, 1000]>.

Regardons ce qu’il se passe lorsque I'on modélise la situation par une variable aléatoire :

e Considérons X : Q@ — {"Oui", "Non"} telle que

P(X = "Oui") = B("Vindividu tiré répond "Oui"") = <

On raisonne alors de maniére a ce que cela marche sur tout (2, A, P) tel que ce X existe.
Désormais, si l'on s’intéresse a une seconde personne, on définit une seconde variable aléa-

toireY : Q — {"Oui", "Non"} telle que P(X = "Oui" et Y = "Oui") = (%)2

Passer par une variable aléatoire permet donc d’oublier ’espace de probabilité sous-jacent.

I. Evénements décrits par des variables aléatoires

EXEMPLE 2.5. Soient X, Y, (X;);cn+ des variables aléatoires sur ). On note :

- (X <4)pour{w € Q| X (w) <4},

= (limsup,, o % i1 X; = +00) pour {w € Q| Hmsup,,_, o » 25y Xi(w) = +OO},

n

- (X, X < 4oo)pour{w € Q| X1 Xi(w) < +oo}.

EXEMPLE 2.6. On jette un dés a six faces non biaisé indépendamment une infinité de fois et on
note X le numéro du jet ou apparait pour la premiére fois "6".
Alors X est une variable aléatoire a valeurs dans N* U {400} :

X: Q —  NU{+too}
w +— inf{i € N*|w; =6}

Considérons Q2 = [1,6]"" munide A la tribu cylindrique et regardons 'événement (X < +occ).On
apourn € N*:

P(X = +00) <P(Vj < nmw #6)= > P<W§”v%':iﬂ§(5)n e

n—-+0o
(AT ike[[lv‘s]] 6

DoncP(X = +00) = 0etP(X < 4+00) = 1.
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CHAPITRE 2 - VARIABLES ALEATOIRES

REMARQUE 2.7.  Si un événement A vérifie P(A) = 1, on note A p.s. (presque slirement) ou A
P- p.p. (presque partout).

On prendra garde de bien différencier X < +oo (qui est un événement) de X < +oc p.s. (qui
ditque P(X < 4o00) = 1, C’est-a-dire qui décrit un fait mathématique)!

On remarquera aussi que X < +oo p.s. ne signifie pas que X ne prend que des valeurs finies!

PROPOSITION 2.8. [EVENEMENTS PRESQUE SURS]

1. Soient (A,,)nen Une suite d’événements tels que pour toutn € N,ona A, p.s..
Alorson aN,en An P-S..

2. Soit A un événement presque sar. Alors :

VB € A,P(AN B) = P(B)

PREUVE
1. CommeP(AS) =1—P(A,) = 0pourtoutn € N, il vient

PN An)=1-P(|JA5) >1- 3 PA) =1
neN neN neN
2. Pour tout événement Bona:P(B) = P(AN B) + P(A°N B). OrP(A° N B) = 0 puisque
P(A°N B) < P(A%) = 0.
O

REMARQUE 2.9. Le résultat 1. ne subsiste pas dans le cas d’une intersection non dénombrable!
Soit en effet I'espace de probabilité ([0, 1], B(]0, 1]), Leb). Considérons A, = {z} pourz € [0, 1].
OnaP(A,) = Leb({z}) =0donc|[0,1]\ {z} p.s. pourtoutz € [0, 1], mais

P( ) 0.1\ {z})) =P(2) =0

z€[0,1]

Il. Tribu a partir d’une variable aléatoire

On va voir que la construction de tribus définies par des variables aléatoires est cruciale!

Soit X : (92,,4) — (FE, &) une variable aléatoire mesurable. On se demande quelle est la plus
petite sous-tribu de A qui rend X mesurable? Notons-la B.

Pour tout C' € &, B doit contenir X ~*(C). Donc X 1(&) = {X~}(C)|C € €} C B.
Par ailleurs, on vérifie facilement que X (&) est une tribu, et donc B = X1 (£).

DEFINITION 2.10. [TRIBU ENGENDREE PAR UNE VARIABLE ALEATOIRE]
Soit X : (2, 4) — (F, &) une variable aléatoire. On note o(X) la plus petite tribu de A qui
rend X mesurable, c’est-a-dire o(X) = X~!(&), et on l'appelle tribu engendrée par X.

REMARQUE 2.11.  C’est la bonne maniére de penser les tribus : une tribu est 'ensemble des pro-
priétés qu’on peut évaluer sur l’aléa au travers de l'observation de X.
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CHAPITRE 2 - VARIABLES ALEATOIRES

PROPOSITION 2.12. Soit B une sous-tribude A.Ona:

X :(,B) — (E,&)estmesurable <+— o(X)CB

REMARQUE 2.13.

e Toute sous-tribu B de A peut apparaitre comme la tribu engendrée par une variable aléa-
toire, puisque B = o(1p).

e La tribu engendrée est utilisée dans des situations tres diverses. On est contraint dans le
cadre d’un espace de probabilité (2, A, P) de définir des tribus pas trop grosses (pour ne
pas avoir d’informationsinutiles) et o (.) est toujours une sous-tribu de A de "bonne taille"
(c’est-a-dire contenant l'information nécessaire de la variable aléatoire, mais pas plus).

e Si Aestunévénement,onac(A) = {9, A, A5, Q}.

lll. Indépendance

On quitte la théorie de la mesure pour faire des probabilités avec la notion d’indépendance, dont on
va rappeler brievement les définitions.

DEFINITION 2.14. [INDEPENDANCE DE TRIBUS]
Soient (B;);c; des sous-tribus de .A. On dit que les (B;);c; sont indépendantes si :

k k
Wk € N* Viy, ... iy € I tous distincts, VB, € B,,.... By € By, IP’( N Bj> ~ [IP(B)
j=1 j=1

DEFINITION 2.15. [INDEPENDANCE D’EVENEMENTS]
Soient (B;);c; des événements de A. On dit que les (B;);c; sont indépendants si :

k k
Vk € N*,Viy, ..., i € I tous distincts, IP’( N Bi].> = [IP(B;,)
j=1 j=1

DEFINITION 2.16. [INDEPENDANCE DE VARIABLES ALEATOIRES]
Soient (X;);c; des variables aléatoires. On dit que les (X;);c; sont indépendantes si les tribus
(0(X;))ier le sont.

REMARQUE 2.17.
) (X, : (2 A) — (E;, &))ies sont indépendantes si et seulement siP(X € N_, C;) =
H;?:l P(X € C;) pourtout k € N*,4y,...,i; € [ tousdistinctsetCy € &;,,...,Cy € &,,.

2) Les (A;)ic; sont indépendants si et seulement siles (0(A4;));c; sont indépendantes si et
seulement si les (1 4,);c; sontindépendantes.

3) Lindépendance est une propriété sur un nombre fini d’objets. Si I est infini, les (B;);c;
sont indépendants si et seulement si toute sous-famille finie [’est.
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EXEMPLE 2.18. On lance deux dés a six faces non biaisés et on pose :

A = "le premier chiffre tiré est pair"
B = "le second chiffre tiré est pair"
C = "les deux chiffres tirés sont égaux"

On consideére lespace de probabilité 2 = [1, 6]%, A = P(Q) et P la probabilité uniforme. On a:

P(A) =P(B) = 3

P(C) = 5

P(ANC)=P(BNC) =4 =P(A)P(C) = P(B)P(C)
P(ANB) =1 =P(A)P(B)

P(ANBNC) =4 #P(AP(B)P(C)

Ainsi{A, B},{A, C}et{B,C}sontdessystemesd’événementsindépendants, maispas{A, B, C'}!
REMARQUE 2.19.

e L’indépendance a lieu lorsque l’on ne peut rien déduire sur ’'un des objets a partir des
autres. Ici, A est indépendant de C' car savoir que le premier chiffre tiré est pair n’influe
pas sur les chances que les deux dés soient égaux. Par contre savoir A et C' implique B,
donc on n’a pas indépendance des trois événements.

e Pour deux événements A et B tels que P(B) # 0, on a que A et B sont indépendants
siet seulementsiP(A | B) = P(A) : le fait de savoir que B est réalisé n’influe pas sur A.
[a définir]

IV. Loid’une variable aléatoire

La derniére étape avant de se débarrasser de notre espace de probabilité est de trouver un substitut
aP. C’est le réle de la loi d’une variable aléatoire.

DEFINITION 2.20. [LOI D’UNE VARIABLE ALEATOIRE]
Soit X : (2, A,P) — (E, &) une variable aléatoire. Sa loi px est la mesure image de P par X,
c’est-a-dire la mesure de probabilité sur (E, £) définie par :

VAe &, ux(A)=PX €A

REMARQUE 2.21.  Si zz est une probabilité sur (E, £) alors il existe une variable aléatoire de loi y.
Considérer en effet (2, A, P) = (E, &, u) et X identité sur Q.

Lorsque X a pour loi la mesure de probabilité y, on note X ~ p.
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DEFINITION 2.22. [ESPERANCE]

e Soit X : (2, 4) — (R, B(R™)) une variable aléatoire. On définit 'espérance de X par

E[X] = /QX(w) dP(w) € [0, +00]

e Soit X : (2, 4) — (R, B(R)) une variable aléatoire telle que E[| X|] < +o0. On définit
de méme l'espérance de X parE[X]| = [, X (w) dP(w) € R.

e Soit X : (Q,4) — (R, B(R?)) une variable aléatoire telle que E[||X]|] < +o0. On
définit 'espérance de X parE[X]| = (E[X{],...,E[Xy])ou X = (X1,..., Xy).

et on définit espérance de X lorsque E[|| X||] < +oo (c’est-a-dire lorsque V1 < i <
d, E[|Xi[] < +oc) par E[X] = (E[X1], .., E[X,).

REMARQUE 2.23. Pour le dernier point, la norme n’est pas spécifiée puisque toutes les normes
sont équivalentes. Notons que la condition revient a ce que E[| X;||] < +oo pourtouti € [1,d].

EXEMPLE 2.24. [QUELQUES LOIS DE VARIABLES ALEATOIRES]
On distingue au moins 2 catégories de lois :

1) le cas discret, lorsqu’il existe A dénombrable (ou fini) tel que X € A p.s.,

2) le cas continu, lorsque X est a valeurs dans R? et que sa loi admet une densité par rapport a
la mesure de LEBESGUE.

Donnons d’abord quelques exemples de ses deux catégories de lois avant de se demander s’il peut
exister d’autres catégories de lois :

1) Lois discrétes: X € A p.s. avec A fini ou dénombrable.

a) Variable aléatoire constante : lorsqu’il existe c € £ telque X = cp.s..Ona:

P(X € A) =P(X = )loea + P(X #£cN X € A) = 6,(A)

<P(X#c)=0

de: € — [0,1]

A — ]]'CEA

b) Plus généralement,si A = {a; |i € I} avec I fini ou dénombrable, notons p; = P(X =
(IZ').

Alors automatiquementona > ;c;pi = 2ic; P(X = a;)

ou .

.Ainsi\X:cp.s. — X ~ 9,

P(A) = 1. Et alors, pour

u

Bekg:
pux(B)=P(X € B)=P(X € B,X € A) car X € Ap.s.
= ]P)(l—'aiEBX = CLZ'> = Z ]P)(X = ai)
i€l | a;€B
=" pida,(B) = (Y. pida, ) (B)
el el

Ainsi HUx = Zpiéai .

el
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REMARQUE 2.25.

- Laloid’unevariable aléatoire discréte est donc donnée par ’ensemble {a; | i € I}
ou cette variable aléatoire vit presque slirement et par la suite des p; = P(X =
ai).

- Pour une mesure y, on dit que x est un atome si u({x}) > 0. Ainsi une mesure
discrete a pour atomes tous les (a;);c; tels que p; > 0 et est donc portée par ses
atomes. On appelle ces mesures des mesures purement atomiques.

- Ily a des mesures sans atomes (comme la mesure de LEBESGUE).

Lorsque A C R?:soit X unevariable aléatoire discréte admettant une espérance (c’est-
a-dire X > 0 p.s.ou | X | intégrable). Alors:

E[X] = /X oy K@) AP /X o Y@ dP@) =3 /X w) dPw) = 3" aip;

o X(w)
iel *(ai) —~ icl

=0

c) Loide BERNoOULLI : lorsque X € {0,1} p.s.,notonsp = P(X = 1).

Alors |y = pd1 + (1 — p)do | et on appelle cette loi la loi de BERNOULLI de parameétre p,

que 'on note B(p). Elle modélise un événement qui a une probabilité p de succes. On a
E[X] =p.
d) Loi uniforme:lorsque A = {a;|i € [1,n]} etVi € [1,n],P(a;) = *.

1 n
Onalux = —»_ 6, |etonditque X suitlaloiuniforme sur A.OnaE[X] = L Y7, a,.
iz

e) Loi binomiale:soient X, ..., X,, desvariables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées de loi B(p). On pose X = > | X;, qui modélise le nombre de succes
dans une répétition de n expériences indépendantes ayant une probabilité p de réussir.
Ona X € [0,n] p.s.. Sa loi est ainsi déterminée par les (P(X = k))o<k<n

P(X = k) = P("exactement k& X, valent1")
:IP’( L] (W e [LA]LX,, = 1et¥i ¢ {in,....ic} . X, 20))
i1 <o i
= S P(Vj € [1,k],X;, = letVi¢ {ir,... ix}, X =0)
1< <ip,
k
= Y <H P(X;, =1 ][] PKX;= O)) par indépendance
1 <o <ip j=1 Je{i1,e i}

= (Z)p’“(l —p)"

On dit que X suit la loi binomiale de paramétre p, que l'on note B(n, p).
OnaE[X]|=EXL, Xi]=>",E[X;] = np.

f) Loi multinomiale:
Onsedonnek > 2puispy,...,px € [0,1] telsque %, p; = 1. Soientalors X1,..., X,
desvariables aléatoires indépendantes etidentiquement distribuées de loi caractérisée
parVj € [1, k], P(X; = j) = p;.Onnote,pourj € [1, k], N; = card({1 <i <n|X; =j}).
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Sionlanceindépendamment des objets dans k boites, et que chaque objet a une proba-
bilité p,; de tomber dans la boite j, alors les (N;)1<;<x correspondent au nombre d’ob-
jets tombés dans chacune des & boites.

Onnote N = (Ny,...,Ny)".0OnaN € {(z1,...,2)" € N | o, 2, = n}.

N suit une loi qui généralise la loi binomiale puisque 'on sait que N; ~ B(n, p;). Quelle
estlaloide N?

Fixons (o1, ...,7;) € N¥| S | 2, = n. On a l'égalité des deux événements :
(N:(‘rla"ka)T): ( |_| (VJE[[L]{I]],VZE[],X,LIJ)>
(I;)1<j<k partition de [1,n]
[jl==;
D’ou

PN = (z1,...,2) )= > P(Vj€[L,k],Vi€ I, X; = j)

(1), part

|;|=x;
k k
= > I Ier= > I1I» par indépendance
(Ij); part. j=1 i€l; (Ij); part. j=1
|1j|=x; |1j|=x;

k
n n—x n—ry —: - — Tr_ .
:()( 1)( ! kl)X”p;&J
1 T2 Tk j=1

k
n! .
= p.]
1. xg! jIIl J

On note (xl " xk) = " appelé coefficient multinomial et on dit que N suit la loi

..... xl'xk' ’

multinomiale de paramétre (n, (p1, - .., Dk))-
g) Loide PoISsON : Soient A > 0 et X € N p.s. telle que:

N

k€ N.P(X = k) = T7e

Alors on dit que X suit une loi de POISSON de parameétre \, notée P ().

h) Loi géométrique : soient (X;);cn- des variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées de loi B(p) (on montrera Uexistence d’une telle suite plus tard). On
pose X = inf {i € N*| X; = 1}, avec la convention inf @ = +o00. On modélise ainsi
le nombre d’expériences a réalise pour obtenir un premier succeés dans une suite d’ex-
périences indépendantes ayant une probabilité p €]0,1[ de réussir. Ona X € N* U
{400} p.s.et:

Vk e N, P(X = k) =P(Vi e [1,k—1],X; = 0et X}, = 1)

k-1

=[] P(X; =0)P(X; =1) par indépendance
i1

=(1-p)*"p
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Puis, pourn € N:

P(X = +o00) <P(Vi € [1,n], X; =0) = (1 —p)" —> 0

n—-+00

Donc P(X = +o0) = 0.
Ainsi X € N* p.s.. On dit que X suit la loi géométrique de paramétre p, notée G(p).

2) Lois continues : on dit que X a une loi de densité f : R — R* mesurable par rapport
a la mesure de LEBESGUE si pour tout A mesurable de R, onaP(X € A) = [, f(z) dx
(intégration par rapport a la mesure de LEBESGUE sur R?). Forcément, on a [ga f(z) dz = 1
et f est définie Leb-p.p..

Dans ce cas, la loi de X est entierement déterminée par f.

a) Loi exponentielle : soit X avaleurs dans R ayant pour densité f :  — Ae ™ 1,50l
A > 0 est fixé. Alors on dit que X suit la loi exponentielle de paramétre \, notée E(N).

b) Loi uniforme : soit X a valeurs dans R¢ ayant pour densité — T b(D pour un mesurable D
telque 0 < Leb(D) < 4oc. Alors on dit que X suit la loi uniforme sur D, notée U(D).

2
c) Loigaussienne: soit X a valeurs dans R ayant pour densité f : x —— e¢i . Alors on
dit que X suit la loi gaussienne centrée réduite, notée N/ (0, 1).
Dans ce cas, soitm € Reto € R*. Posons Y = m + o X. Quelle est laloide Y ?
OnaY € Retpour AmesurabledeR:

MYem:PmeXeApJ%XeA_m>

o
y—m 2
7§d gifld cove ="
— Tr = Tr =
A-mo /2 A 210 Y o

Ainsi Y suitlaloidedensitég : x — \/21706 202, appelée loi gaussienne de moyenne

m et de variance o, et notée N'(m, o?).

3) Y a-t-il d’autres types de lois?
SurR, considérons y = %(50 +3&(A). pestune mesure de probabilité ni discrete, ni continue.
On a pour A mesurablede R :

1

1 —\x
M<A):§]106A+§/AA6 A ]1x>0d33

On se demande s’il existe d’autres types de mesures de probabilité.
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THEOREME 2.26. [THEOREME DE DECOMPOSITION DE LEBESGUE]
Soit y une mesure de probabilité sur (R, B(R)). Alors u se décompose sous la forme :

po=apg + B + i
aveca+ f+vy=1,etou:

e iq est une mesure discrete,
e /1. est une mesure continue,

e 1, est une mesure singuliere, c’est-a-dire qui n’a pas d’atomes et telle que

3B € B(R) | 1s(B) = 1 et Leb(B) = 0

Cette décomposition est essentiellement unique.
REMARQUE 2.27. Pourune mesure i adensité f,si Leb(B) =0, alors u(B) = 0.Side plus u(B¢) = 0
alors f = 0 Leb-p.p. Cette condition s’oppose au fait d’avoir une densité!

EXEMPLE 2.28. [MESURE SINGULIERE]
On va construire une mesure singuliére en utilisant 'ensemble triadique de CANTOR.

Soith > 2 etz € [0, 1[. z admet une unique décomposition sous la forme::

Z;

b

Tr =
i>1

oulesz; € [0,b — 1] sont non tous égaux a b — 1 a partir d’un certain rang.

On regarde le cas b = 3. Posons K = [0, 1] = {ZDO 2| Vi > 0,z; € [0,2] non tous }, puis :

1 2 1 i .
K, = gKOU (3 + 3[(0) = {Z;Ml € {0,2} etVi > 1,z; € [0,2] non tous }
>0

On définit alors par récurrence, pourn € N*:

1 2 1 ;
K, = gKn,lu (3 + 3Kn1> = {Z | z1,..., 2, €{0,2} etVi > n,x; € [0,2] non tous }

>0

On obtient ainsi 'ensemble triadique de CANTOR en posant :

K= K,= {sz | Vi, z; € {0,2} non tous }

neN >0 3

Il est facile de voir que K est compact dans [0, 1]. Pour autant, K est de mesure nulle. En effet, pour
n € N:

1 2 1 2
Leb(K,) = Leb <3Kn1) 4 Leb (3 + 3Kn1> = - Leb(K 1)
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Donc par récurrence Leb(K,,) = (%)n CommeVn € N, K C K,, on obtient Leb(K) = 0.

Soitalors X ~ U([0, 1]). Posons Y = ¢(X) ou 'on a posé :

o : [0,1] — K
Li 2z,
5 T X
21
1>0
——
forme 3-adique

On vérifie que ¢ est injective, donc pour tout = € [0, 1], ¢~ ({x}) est un singleton ou est vide.
Alors yiy n’a pas d’atomes. En effet :

Vo € (0,1 py({2}) =P(Y = 2) = P(¢(X) = 2) =P(X € ¢~ ({z})) = Leb(¢~'({z})) = 0

On n’a pas non plus de densité, puisque uy (K) = 1 et Leb(K) = 0.
Ainsi 11y est bien singuliere.

V. Espérance

On rappelle la formule de l'espérance :
E[] = / .dP
L= -dPw)
dont on a précisé a la définition 2.22 les différents cas dans lesquels cette expression a un sens.

On a alors les théoremes classiques :

LEMME 2.30. [LEMME DE FATOU]
Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires positives presque sirement. Alorson a :

E[lim inf Xn} < liminf E[X,]

n—-4o0o n—-4o0o

THEOREME 2.31. [THEOREME DE CONVERGENCE MONOTONE]
Soit (X, )nen Une suite croissante presque slirement de variables aléatoires positives presque si-
rement. Alorsona:

E[ lim 1 Xn] = lim 1 E[X,]

n—-4o00 n—400

oUlim,_, o T X, est définie presque siirement.

THEOREME 2.32. [THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE]
Soit (X, )nen Une suite de variables aléatoires réelles et Z une variable aléatoire telles que :

X, — Xps. VneN|X,|<Zps. et E[Z] <+

n—-+4o0o

Alorsona:
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On veut calculer des espérances sans faire de calcul dans €. On va utiliser le théoreme :

THEOREME 2.33. [LEMME DE TRANSFERT]
Soient X : (0, A,P) — (FE, £) une variable aléatoire et ;1 une mesure de probabilité sur (E, £).
Alorsona:

X~p <= Vf:(EE) — (R,B(R)) mesurable positive, E[f (X)] = /Ef(x) dpu(x)

Le premier intérét de ce théoreme est de calculer des espérances sans passer par (2 :

EXEMPLE 2.34. Soit X ~ £(2). Que vaut E[e¥]? Par le lemme de transfert :
X 92 +o0
Ele ]:/ex d,UX(ZE):/erG_I]lDodZ':Q/ e dr =2
R R 0

Un autre intérét crucial du théoreme est qu’il permet de trouver la loi d’une variable aléatoire :

EXEMPLE 2.35. Soient X ~ £(\)etd > 0.QuelleestlaloideY = 0X ? Pour f mesurable positive,
ona:

E[f(Y)] =E[f(6X)] = / f(0x) dux(x) par le sens = du théoreme
= [ O g dr = [ )] e 10 dy
= [ £ dng(3)w)

Ceci étant valable pour toute fonction f mesurable positive, on en déduit, par le sens < du théo-
réeme,queY ~ & (g)

PREUVE

<= Pour B € &,posons f = 15.0naE[lxep| = E[f(X)].
Or, d’une part:

Ellxes] = | Lo|xwen dP(w) = P(X € B) = jux(B)

Et d’autre part :
V= [ f@)du@) = [ Leep du(x) = p(B)

Ceci étant vrai pourtout B € £,0ona ux = pdonc X ~ .
= Si X ~ pu,pourquels fa-t-onE[f(X)] = [ f(z) du(z)?
- Clestvrai pour f = 1 g puisqu’alors cela se réécrit jix (B) = u(B),
- Par linéarité, c’est vrai pour f étagée,
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- Si f estmesurable positive, il existe une suite ( f,,).cn de fonction étagées positives telle
que f = 1_1>r+n 1 f..Alors:

E[f(X)] = lm PEfL0]= tm 1 [ fu@)da@) = [ f@) du(a)

TCD n—+4oc0 n—>+oo

]

REMARQUE 2.36. Dans le théoreme, on peut remplacer "pour tout f mesurable positive" par "pour
tout f indicatrice" ou par "pour tout f mesurable bornée".

Regardons le cas particulier de R¢ ;

THEOREME 2.37. Soient X une variable aléatoire d valeurs dans (R4, B(R?)) et y une probabilité
surR% On a ’équivalence entre :

(i) X ~ p,

(i) Vf : R — R mesurable positive, E[f(X)] = [ga f(x) du(x),

(iii) Vf : R — R mesurable bornée, E[f(X)] = [ga f(x) du(z),

(iv) Vf : R — R continue bornée, E[f(X)] = [ga f(z) du(z),

(v) Vf : R® — R continue a support compact, E[f(X)] = [ga f(x) du(z),
(vi) YA € R4 E[e?MX)] = [oq N2 dpu(z),

PREUVE On avu (i) <= (ii) <= (iii) (plus généralement sur (E, £)).
Et on a trivialement (iii) = (iv), (iv) = (v), (iv) = (vi). Montrons donc (v) = (i) puis (vi) = (v).

- Supposons (V) : montrons que
va’l < bl)"'vad < bdaP(X eC= [alvbl] XKoo X [ad’bd]) = M(C)

Fixons C'. Posons, pourn € N*, g,,(z) = (1 — nd(x, C)), qui est continue et a support com-

pact.
Ona||gn|l,, < lintégrablepour s x et (cesontdes mesuresde probabilité), et g, (z) - 1.cc.
D’ou :

px(C) =Elluec] = lim Elga(X)) = lm_ [g.di = [ Luccdp=p(C)

x ety coincident sur lensemble des pavés C, stable par intersection finie, donc elles coin-
cident sur la tribu engendrée (d’apres le lemme 1.13 des classe monotones). Mais comme
B(RY) = o(C), on afinalement ;1 = .

- Supposons (vi). Soit f a support compact, on veut approcher f par une fonction périodique.
SiT > 0 esttel que supp(f) C |-7/2,7/2]%, on définit le périodisé f; de f en posant
pour tout z € RY, fr(x) = f(Z) ol T est l'unique élément de |—7/2, T/2]" tel que pour
toutl < i < d,onaux; —7; € TZ. fr est continue, T-périodique dans les d directions,

el = 17 €8 fr s 210 = /-
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a a
Onau<[—€,ﬂ ) oo, Oetpx ({—g,ﬂ > o O Fixante > 0, on peut trouver T

T
/]luxnng dp<e <= P(HxHoo Z 2) <€
Et alors:

E[f(X)] — /fdM =K {fT(X)]lnxnoogg} - /fT(x)]le”wg% du(z)
=E[fr(X)] - /fT(x) du(z) — <E [fT(X)]lHXHOOZ%} —/f(x)ﬂ”xuoozg du(ﬂf))

I<Ifllooe 1< Fllooe

Il existe un polyndme trigonométrique P. r (C’est-a-dire est fonction des [T0_, cos (%) et
7_,sin (%) pour k; € Z) tel que | P.r — fr|| <e.Dou:

/(X)) — [ £ di| < [EIPur(X)) = [ Pea d+[EIUr = Per) ) + | [ (fr = Por) di 421 2

<ellX]|

<e

La quantité de droite tend vers 0 lorsque e — 0.

DEFINITION 2.38. [FONCTION CARACTERISTIQUE]
Si X est avaleurs dans (R?, B(R?)), on définit sa fonction caractéristique par :

(]5)(2 R — C
A E et

REMARQUE 2.39. On a prouvé deux résultats :

- ¢x ne dépend que de 11, donc on peut définir pour 1 probabilité sur R9 :
Ou(@) = [ ¢ dp(z)

Etalors ¢, = ¢x.

- Onalapropriété: ¢px = ¢y = X et Y ont méme loi.
Ainsi| ¢, = ¢, <= p=v|

EXEMPLE 2.40. Si X = (X;,..., Xy) € R?auneloi de densité f(x,,...,x,) par rapport a la me-
sure de LEBESGUE surlR%, alors pourtouti € [1,d], X;auneloidedensité [, f(z1,...,24)dxy ... do;1dwg, ..
par rapport a la mesure de LEBESGUE sur R.
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En effet, cherchons la loi de X;. Pour toute ¢ mesurable positive,on a:

E[Q(Xi)]:/ g(x;) dpx,,.. x,(T1, ..., 2q) par le lemme de transfert

g(x) f(xy, ... xq)dzy ... drg

I
e
=9 QL

= / g(x;) </d flx1,...,xq)dey. .. do;_ydriyy ... dxd> dx; par lethéoreme de FUBINI
R Ri-1

REMARQUE 2.41. Si X = (X3,...,X,) estavaleurs dans un espace produit (E; X - -+ X By, & ®
< ® &), px détermine px, X -+ X px,, puisque

l'['XZ(B) :]P)(XZGB) :]P(XEEl X XEi—l XBXEH_l X XEd)
=px(E1 XX B 1 X BX Ej g X+ X Ey)
Mais la réciproque est fausse! On peut remarquer par exemple :

- i (X,Y) ~ U([0, 1]2), alors i = py = U([0,1])
- puissi Z ~U([0,1]), X = ZetY = Z,alors iy = py = U([0,1]), mais p1(x.y) # H(x 7y

VI. Espaces L?

Pour p > 1, on définit

LP(RY) = {X variable aléatoire a valeurs dans (R%, B(RY)) | E[|| X ||” < +oo]} /{X|X =0ps.}

REMARQUE 2.42.

Cela ne dépend pas du choix de la norme!

Sip < galors| LY C L? |(spécifique aux espaces de probabilités!)
En effet,ona |z]” <1+ |2|%, donc E[||X||"] < 1+ E[||X]|7].

- LP(R?),munidelanormell.|| définie par X — E[HXH”]%,estun espace normé complet.

On a l'inégalité de HOLDER : si | + . = 1:
B[ XY] < [[ XL, [1 X711,
Dans le cas particulier ot p = ¢ = 2, on retrouve 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ

On va revoir trois inégalités classiques, a commencer par :
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PROPOSITION 2.44. [INEGALITE DE MARKOV]
SiX > 0p.s., alors

Vt>0,IP’(X2t)§E[t]

PREUVE Onatl,>; < X p.s.,doncE[tl x>;] < E[X],ouencore P(X >t) < %. O

DEFINITION 2.45. [VARIANCE, COVARIANCE]
Soient X et Y deux variables aléatoires de L?*(R).

- On définit la variance de X par Var(X) = E[(X — E[X])?].
- On définit la covariance de X et Y par Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])].

PROPOSITION 2.46. [INEGALITE DE BIENAYME-TCHEBYCHEV]
Soit X une variable aléatoire réelle. On a

Var(X)
12

Vi > 0.B(X ~E[X]| > 1) <

PREUVE Par l'inégalité de MARKOV :

- Var(X)
S5

P(1X — E[X]| = #) = P((X — E[X])? > )

PROPOSITION 2.47. [INEGALITE DE JENSEN]
Si¢estconvexeet X € L':

($(E[X]) < E[¢(X)]]

REMARQUE 2.48. L’inégalité de JENSEN contient :

- |E[X]|] < E[|X]] (en prenant la fonction valeur absolue)
- E[X]? < E[X?] (sous-cas de CAUCHY-SCHWARZ avec Y = 1)

PREUVE Une fonction convexe est 'enveloppe supérieure des droites qui la minore.

Considérons, a  fixé : sup,, ,cp {ax + 0| Vy, ay +b < ¢(y)}.

Sia,bsonttels que Yy, ay+b < ¢(y),alorsaz+b < ¢(x).Doncd(.) > sup, yer {a. + 0| Vy,ay +b < ¢(y)}.
y_ii’(?”. Elle est décroissante en y, minorée par les pentes a

gauche de z, donc converge vers un « lorsque y — 2t. D : © — ¢(z) + a(y — x) est alors la
tangente a droite de ¢ en z. Par convexité, elle ne recroise jamais ¢.

Cette fonction affine apparaitdans lesup etvaut ¢(z) enz.Donc ¢(.) < sup, g {a- + 0| Vy, ay +b < o(y)}.

Par ailleurs, la pente entre = et y est ¢(2)=

Ainsi ¢(.) = sup {a. + b| Yy, ay + b < ¢(y)}. En particulier:
O(E[X]) = sup {aE[X] +b|Vy,ay +b < d(y)} = sup {E[aX +b][Vy, ay + b < ¢(y) < E[p(X)]}

a,bER a,bER
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O

EXEMPLE 2.49. Si X ~ N (m,c?)alors E[X] = m et Var[X]| = o2

En effet, si Z ~ N(0,1), on montre (exercice) que E[Z] = 0 et Var(Z) = 1. Puis si X ~ N (m, o?),
X ala méme loi que m + oZ etdonc E[X]| = E[m + 0Z] = m + oE[Z] = m puis Var(X) =
Var(m + 0Z) = o? Var(Z) = o*.

LEMME 2.50.
VA € R, ¢N(m10-2)()\) = eiAm_A a
PREUVE
1) Ona:

1
YA € R, dpon(N) = /R memﬁ da

Par le théoreme de dérivation sous le signe [, il vient :

+oo+/ 1 ,2/\ i _é d
1 (§] (& xXr
—0o0 R v/ 2T

1 ' 22 1 » 1 2
ieMre T dr = {z e (—e‘?)
2 2

¢5§\f(0,1)()‘>:/R\/— PP /97

etdonc VA € R, dpr0,1)(A) = —)\¢j\/(071)(>\).Ainsi:

A2 A2

VA € R, on01)(A) = dnon(0)e s =e =

2) Pour le cas général, il suffit de remarquer que :
VX € R, pazip(A) = € dz(al)

On obtient le résultat en prenant X = m +oZ ou Z ~ N(0,1).
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CHAPITRE 3

Indépendance

I. Indépendance sur les tribus

On pense a une tribu B C A comme une tribu définie par une variable aléatoire X, c’est-a-dire B =
o(X).
On rappelle la définition :

DEFINITION 3.1. [INDEPENDANCE DE TRIBUS]
Soient (B;);c; des sous-tribus de .A. On dit que les (B;);c; sont indépendantes si :

k k
Vk € N*,Viy, ..., i € [ tousdistincts,VBy € B;,,..., By € Bik,IP’< ﬂ Bj> = H P(B;)
j=1

j=1

Intuitivement, cela signifie que l'on ne peut pas tirer d’information sur l'un des B; a partir des
autres.

On souhaite une stabilité de la notion d’indépendance lorsque ['on considére des variables aléatoires
fonctions de variables aléatoires indépendantes. On espere en particulier :

- si X,Y, Z sontindépendantes alors F/(X,Y) estindépendante de Z.

- si(X;)ieret(Y;),es sontdesvariables aléatoiresindépendantesalors F'((X;)icr) et G((Y;)es)
sont indépendantes.

- si (X})ier et (Y;)ier sont des variables aléatoires indépendantes alors (F;(X;, Y;));c; forme
une famille de variables aléatoires indépendantes.

Ce sont trois cas particulier du lemme de regroupement :

LEMME 3.2. [LEMME DE REGROUPEMENT]

Soit (B;)ier une famille de sous-tribus de A indépendantes.

Soit (J,),er une partition de I. Pourr € R, on note B, = o({B; | i € J,}) la plus petite sous-tribu
de A contenant les (B;)ic ..

Alors (B,),cr est une famille de tribus indépendantes.
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REMARQUE 3.3. On retrouve par exemple le troisieme point si B; = o(X;) et D; = o(Y;) : le
lemme nous dit que (o (B;, D;))icr est une famille de tribus indépendantes. Etona o (F(X;, Y;)) C
o((X;,Y:)) = o(B;, D;). Ainsiles (0 (F(X;,Y:)))ies sontindépendantes, donc (F (X, Y;))ier le sont
aussi.

Pour démontrer le lemme de regroupement, on va utiliser les classes monotones :

LEMME 3.4. Soit (BB;);c; une famille de tribus de A puis pour i € I, soit C; C B; ou C; est une
classe stable par intersection finie telle que o(C;) = B,.

Alors les (B;):cr sont indépendants si et seulement si :
k

k
Wk € N*, Vi1, ia, .. ., iy € I tous distincts, YO, € Ci,, ..., Cy € Cik,IP’< N Cj> ~ [[®(C))

i=1 j=1

PREUVE Si les (B;);c; sont indépendants, la condition est vérifiée.

Réciproquement, il suffit de traiter le cas ot I = [[1, n] (la propriété est vraie si et seulement si elle
est vraie pour toute sous-famille finie).
Siles (A;);c; sont des classes de A, définissons la propriété :

k k
Poaoa s VEE[Ln]Vir < <ix € LYA € Ai,... Ay € Aik7IP>< N Aj) — P4

J=1 J=1

Ona P, . c,.Onveut montrer #5,  5,.
Il suffit de prouver que si les (\A;);c; sont stables par intersection finie, alorson a:

@Aly---w‘ln = L@(7'(./41)7...,./471 (3.1)
Et effet, dans ce cas, on aura:

Le,...cn = Poc) Co = = PoCh),.0(Cr) = PBi.... By

----------

Montrons (3.1). Supposons & 4, ... 4, et A, stable par intersection finie. Posons

k
M= {AEAleZQ,ViQ << € [[Q,HH,VAQ GAi2,...,An GAin,]P)(Am[
j:

k
4))) =p) I P(A»}

2 j=2

Ona ‘@M,Az,...,An'
Il est clair que A; C M. Vérifions que M est une classe monotone:

- M est non vide (contient €2),
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- SiA C Bsontdans M :

(0L Ay 4]) = (o0 41 B A )
= P(Bﬂ { ]@ AJD —P(Aﬂ { j@ A]D par inclusion
- IP’(B)IP( j@ AJ> - IP’(A)IP( j@ AJ> puisque A, 5 € M

Donc B\ A € M.

- Si (By)men €st une suite croissante dans M :

o1 wrmInl fa])-o( ol

D D
D?r
S
N

j=2 meN Jj=2 '

. k

= jm r7(0[ 0 4))
k

:mlil}rlooTM )IP’( N Aj> car B,, € M

j=2
k

- Yo 0 4)
meN j=2

DoncU,pen T B € M.

Donc M est bien une classe monotone. Et comme A; est stable par intersection finie, le lemme
113 des classes monotones donne que o(A;) = M(A;) € M, etdoncona P,4,),. 4,,Ce qui
conclut. [

REMARQUE 3.5. On remarque l'intérét des classes monotones, qui sont faciles a vérifier mais tres
puissantes grace au lemme!

PREUVE [LEMME DE REGROUPEMENT]

On veut 'indépendance des (Z’S'T)TeR. Cherchons des classes qui les engendrent. Soit, pourr € R
fixé :

k
C, = {ﬂAﬂkz let3ji,...,jr € Jrtousdistincts | A, € Bj,, ..., A ijk}
=1

Il estimmédiat que C, est une classe stable par intersection finie;

De plus, on a, pourtout j € J,, B; C C,,donc B; C o(C,).Ainsi B, = o({B; | j € J.}) C o(C,).
D’apres le lemme précédent, il suffit donc de prouver que les (C,),<r vérifient la propriété d’indé-
pendance.
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Soit p € N*. Pourr € [1,p], on fixe k, € N* eton pose B, = =, A7 € C, ol pouri € [1,k.],
Al € Bj, ou j; € J. avec les (j;)1<i<k, tous distincts. On a:

A(02)-+(n0)

r=1 r=1 i=
P kr
=1] P(A]) car les (B;);c; sont indépendants et on a une partition
r=1 i=1
P kr
=1] IP’( Af) car les (B;);c., sontindépendants
r=1 =1
p
=] P(B)
r=1
Onadonc ¢, ¢, cequiimplique &5 5 . O

Il. Indépendance de variables aléatoires

On rappelle la définition :

DEFINITION 3.6. [INDEPENDANCE DE VARIABLES ALEATOIRES]
Soient (X;);c; des variables aléatoires. On dit que les (X;);c; sont indépendantes si les tribus
(0(X5))ier le sont.

REMARQUE 3.7. Soientpouri € I, X; : (2, A) — (E;,&) et F, : (E;, &) — (Gi,G;). Alors,
d’apres la partie précédente, si les (X;);c; sont indépendantes, les (F;(X;))c; le sont aussi,
puisque:

o(Fi(Xi)) = (Fio X;)7H(G:) = X, '(F;1(Gi) € X, H(&) = o(X))

PROPOSITION 3.8. [CARACTERISATION DE L'INDEPENDANCE]
Soientn € N*etpouri € [1,n], X; : (2, A) — (E;, &) des variables aléatoires. On a ['équiva-
lence entre les propositions :

(i) les (X;)1<i<n SOntindépendantes,
(II) V(Ai)lgign c H?:l SZ,P(VZ S [[1, n]], X, € Al) = ?:1 P(AJ
(iii) (X, Xn) = Mxy @0 & x,

Sideplusona (E;, &) = (R%, B(R%)) pour touti € [[1,n], alors on a aussi équivalence avec les
propositions suivantes :

(iv) pour toute famille de fonctions mesurables positives (f; : (E;, &) — (R, B(R)))1<i<n, On

a:
i=1 =1
(v) Va €RD LN €ER™ dix, vy (Mo An) =TT o, (M)
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Si ;1 est une mesure de probabilité sur (E, £) et v est une mesure de probabilité sur
(F, F),alors u@v est’unique mesure de probabilité sur (E x F, E@ F) telleque p®@v(Ax B) =
u(A)v(B) pourtout A € £, B € F. Lunicité provient du fait que les pavés forment une classe
stable par intersection finie.

Enfin, soit pouri € [[1,n], 1; une mesure de probabilités sur (E;, &;) et f; mesurable positive.
Alorsona:

/f1 1) fi(@) d(pn ® -+ @ ) (T, - T0) = ﬁ/fz(xz)d,uz(xz) (3.2)

En effet, le résultat est vrai pour les fonctions indicatrices, puis par linéarité pour les fonctions
étagées, et enfin par convergence monotone pour toutes les fonctions.

PREUVE

(i) = (ii) C’est trivial.
(ii) = (i) On peut enlever desindices en prenant A; = F;.
(if) = (iii) Ona, pour (A;)1<i<n € T\, &

,,,,, (HA) <X17-~~7Xn) Gi:f[lAi> = ﬁP(Xi €A) = ﬁﬂXi(Ai) = ( i§1 ﬂXi><ﬁAi>

=1 =1 =1
Ainsi, les deux mesures coincident sur les pavés, qui engendrent la tribu, donc sont égales.

(i) = (iv) Sip(x,,. x,) = #tx, ® -+ @ px,,alors:
Hfz i) /f1 1) - (@) digxy o x) (1, -0 ) par le lemme de tranfert
/fl 1) o) dlpx, @ @ px, ) (1, ..., xy)
= H /fz'(%’i) dpx, () en utilisant (3.2)
=1

=[] E[fi(X)] par le lemme de tranfert

(iv) = (ii) On applique en prenant pouri € [1,n], fi = 14,.
(iii) <= (v) Calculons:

Sxro )AL An) = /ez‘<(xi)\(mi)> djix, ® - & pux, )(T1s - - T)

:/ {ODIE) | GHODIE) g (21 . dp, ()

=1 [ XN quy, (2;) en utilisant (3.2)
=1

= H ¢X1()\z)
i=1

Donc (V) <= é(x,,...x,) = [Iis1 ox, <= 1(xy,..x,) = Hx, @ -+ @ px, <= (iii).
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PROPOSITION 3.10. [CARACTERISATION DANS LE CAS A DENSITE]
Pouri € [1,n], on considére une variable aléatoire X; : (2, A) — (R% B(R%)).

(i) Sipourtouti € [1,n], ux, admet une densité p; par rapport a la mesure de LEBESGUE

77777

n

H(Xq,..., Xn)(xla ce 7xn) = H ,01(1'@) dx;

i=1

.....

(X)1<i<n SOnt indépendantes et ont des lois a densité vérifiant pour tout i € [1,n] :

B . _ pilx)
pxi() = pila) deob - pir) = i

PREUVE

~ Vérifions 'égalité sur les pavés. On a, pour (A;)1<i<, € [T, B(R%):

77777

= dux, =11 [, pide
I/, dwx =11 ], pede
= p1(x1) ... pp(xy,) day ... dx, parlethéoréme de FUBINI
A1 X XAp
Ainsi, les deux mesures coincident sur les pavés, qui engendrent la tribu, donc sont égales.
- Oncherche, ai € [1,n] fixé, la loi de X;. On a, pour 4; € B(R%):
P(X; € 4) =P((Xy,...,X,)) € R x ... x RE-1 x A; x R4+ x ... x R)

Ti€EA;
= /A. pi(x;) da; 1;[ /Rdj pi(x;) dx; par le th. de FuBINI
1 ,] 1
Et p1(x1) . .. pu(zy) dxy . .. dx, estune probabilité doncsionintegre surR>iz: 4 on obtient
1.
En particulier, [T, Jpa; p;(;) dzj = (Jpa: pi(7) dz)~', dou:
pi()
P(X; € A;) = ——
Keed)= ) T a ™
_ pile)
f]Rdi ﬁz(t) dt

o i) T n
pxy, o x)(@) = || =7~ dri = || pi(x:) dos = @ px,
( ) 121_11 Jga; pi(t) dt g i=1

Ou encore px, ()
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Donc les (X;)1<i<, sont indépendantes.

I1l. Convolution

DEFINITION 3.11. [CONVOLUTION DE MESURES DE PROBABILITES]
Si i et v sont des probabilités sur (R, B(R)) (cela se généralise sur R?), on définit 1 x v comme
étantlaloide X + Y ou X ~ u, Y ~ v,et X etY sontindépendantes.

REMARQUE 3.12. C’est une mesure de probabilité sur R bien définie.
En général la loi de f(Z) ne dépend que de f et de la loide Z :

ppz)(A) =P(f(Z) € A) =P(Z € fH(A)) = uz(f(A))
Ici, X+Y = A((X,Y)) ou A estlafonctionsomme, et (X, Y')apourloi u®v parindépendance:

(X,)Y)~p®@v=— X+Y ~puxv

PROPOSITION 3.13. On a les propriétés suivantes :
(i) la convolution est commutative,
(ii) la convolution est associative,
(iii) &y est un élément neutre,

ﬁW ¢uﬂ/::¢#¢u
(v) Sip(x) = f(x)dxetv(z) = g(x) dz, alors

pxvle) = (F+)(w)do =+ g(a) = ([ fw)gte = ) dy) do

PREUVE
(i) Cesttrivial puisque X +Y =Y + X,

(ii) Soient XY, Z indépendantestellesque X ~ p,Y ~vetZ ~ \
Alors X +Y ~pxvdonc (X +Y)+Z=X+Y +Z ~ (p*xv)* Apuisque (X +Y)etZ
sont indépendantes par regroupement.
Deméme, X + (Y +2)=X+Y + 7 ~ pux(v=A).

(iii) C’est trivial puisque 0 ~ dy.
(iv) Ona:

Su(N) = x4y (A) = E[PX] = E[e? ] = E[e™E[™] = ¢.(A)é(N)

indép
NOTE 3.14. Attention a ne pas confondre ¢,...,(A) = ¢, (N)d,(N) et P (X) = @u(A1)Pu(Aa)!

(v) Calculons px,y = u* v.Soient ® : R — R mesurable positive, X ~ petY ~ vindépen-
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dantes.Ona:

E[®(X +Y)] = / D(x +y) dux,y)(z,y) par le lemme de transfert

= / Oz +y)f(z)g(y) dx dy

= /@(z)f@)g(z —x)drdz

= /CI)(z) (/f(x)g(z — ) dx) dz par le théoreme de FuBINI

Donc x4y (2) = pxv(z) = (f * g)(z) dz.

EXEMPLE 3.15.

- OnaB(n,p) = B(p) x---x B(p), puis| B(n +m,p) = B(n,p) * B(m,p)|.

2252

— ONavu que gpr(mo2)(A) = e€*™e” "2 . Ainsi:

DA (mr,02) 5N (m2,02) = PN (m1,02) PN (ma,02)

Donc| N (my, 07) x N(ma, 03) = N(my + may, 07 + 03) |
_SiX ~ PN

ox(t) =Efe™™] = 3 Tmeeth = e e =MD

!
keN* k!

Etdoncsi X ~ P(A\),Y ~ P(u) et X etY sontindépendantes, alors

X+Y ~PA+p)|
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Vecteurs gaussiens

I. Lois gaussiennes réelles (d = 1)

$2 ’ ’ s . .
On consideére la loi A/(0,1) de densité z — \/% e 7, et plus généralement on définit les lois

N (m, o) comme étant lesloisdem +0Z ol Z ~ N (0, 1). Par convention on pose N/ (m, 0) = 6,,.
PROPOSITION 4.1. On a ’équivalence :

X ~N(m,o?) < X £ m+0Z ouZ~N(0,1)

) 2,2
VA ER, py(N) = e
1 _ (a=m)?
<— X ~ e 2 dx
o#0 2mo

Ala loi N'(m, 0?) correspond une courbe centrée en m et d’étalement 0. Si X ~ N'(m,0?),ona:

E[X]=m et Var(X)=o"

Il. Gaussiennes en dimensiond > 2

DEFINITION 4.2. [VECTEUR GAUSSIEN]
Soit X = (X1,...,X,) une variable aléatoire a valeurs dans R?. On dit que c’est un vecteur

gaussien si toute combinaison linéaire (ou affine) des (X;)1<;<q4 a une loi gaussienne sur R, c’est-
a-diresi: .
VA€ R 3(my,00) ERX R[N X) =D A\ X; ~ N(my,03)

1=1

REMARQUE 4.3. Il est équivalent de demander linéaire ou affine.
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DEFINITION 4.4. [VECTEUR GAUSSIEN STANDARD]
Ngra(Oga,1d) estlaloide Z = (Zy,...,Z,) ou les (Z;)1<i<q SOnt indépendantes et identique-
mentdlstrlbuees de IO|N(O 1).

2
a2 IIwH

OnaZ ~ % e\_ﬁ dry ... dx, = e(2 ¥ dz ou dz est la mesure de LEBESGUE sur R?.

PROPOSITION 4.5. Soient X = (X,...,Xy) a valeurs dans (R%, B(R%)), m € Riet A €
M,y (R).

On pose X = A'A. Alors on a les équivalences :
(i) X =m+ AZ avec Z ~ Npa(0,1d),
(i) YA € R gy (N) = eihm) =32

(iii) X est un vecteur gaussienetona:

E[X] =m et FX = (COV<Xi7Xj))1§i,j§d =)

Side plus X est inversible, on a aussi équivalence avec le point :

iv) X ~ —5 1 —¢e (—“ x—m)! :r;—m)dx.
(iv) (27)% \/det (D) P 2 )2 )

DEFINITION 4.6. [VECTEUR GAUSSIEN]

Si X vérifie 'une de ces propriétés, on dira que X est un vecteur gaussien de loi N'(m,>), m

étant son espérance et X sa matrice de covariance.

NOTE 4.7. X joue le role de o2.

PREUVE

(i) <= (i) Engénéral,ona (x) VA € R ¢, a4y () = MM gy (TAN).
En effet:
¢m+AY()\) _ ]E[eiO\\m—&—AY)} _ ei(Alm) E[ez t/\AY] ()\|m) E[ i (TAN)Y ] ei()\|m> ¢Y( tA)\)
SiZ = (Zy,...,Z4) ~ Nga(0,1d) :

2
A t/\/\

6z =] 020 =T e % =¥

i=1 i=1
Donc, en utilisant (%) :
Omiaz(N) = eiMm) g=3 (AN AN _ giQAm) o—3 AXX

L’équivalence (i) <= (ii) découle alorsde ¢x = ¢iaz <= X £ m+ Az

(i) <= (iv) Il suffit de vérifier que m + AZ a une loi de densité qui suit cette formule si A est inversible.
Soit f mesurable positive.On a:

T

E[f(m+ AZ)] = /Rdf<m+A

transfert

) d/'l’Z(xla s ,Zfd)

e
== —¢ 2 dx

Zq
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(i) = (i)

(iii) = (ii)

Y1 T
On effectuealorsleCDV | : =m+A| : (affinedonc O, inversible puisque A l'est),

Ya Zq
et on obtient :
Blf(m+ AZ)] = det(A)” [ 1) e (= 3y - m)= Ty —m)) do

=det(A)
=det(x)~1/2

en remarquant que z = A~ (y — m) implique ||z||; = %z = ‘(y — m)S " (y — m).
On utilise deux résultats :

E[m+ AY] =m+ AE[Y] et Diay = ATy ('A)

En effet,ona:
(Ejm + AY]); = {mz+ Zl Aiy ]} _ Z — (m+ AE[Y]);
Puis:
(Tytay)i; = Cov((m + AY);, (m + AY);)

d
AinYe, D Ajeyz)

(=1

I
Q
o
<
7N
[]=

k

Il
—

Il
M&.
M&

A Aj Cov(Yy, Vo) par bilinéarité

X
l
~
ﬂ.

I
M=~
M&

ATy )ie(*A) g
k

Comme Z ~ Npa(0,1d),onaE[Z] = 0etT'; = Id.
Or, puisque X £ m+ AZ:

Il
-
~
Il
-

VAERY (A | X) £ (A |m+ AZ)

Ce dernier produit scalaire étant une combinaison affine des (Z;),<;<4, C’est une gaussienne
puisque c’est une famille stable par application affine et convolution.
Donc X est un vecteur gaussienetonaE[X] = m + AE[Z] = m, puis'x = AT'z ‘A = X.

On cherche la fonction caractéristique de X. Soit A € R
Onsaitque (A | X) ~ N (m,, 03), avec

d d
my = E[(\ | X)] = [z }zizl&m¢=<A|m>

=1

d d d
o3 = Var( Z;l )\in'> ; 21 Aidj Cov(X;, X;) = AXA

Doncona (A | X) ~ N((\|m), AX\). Ainsi:

X A =E ei()\|X> — 1) = eim)\ e_% _ ei<’\‘m> e_% O
(AIX)
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On en déduit le résultat :
COROLLAIRE 4.8.

SiX = (X1, Xo) ~N[m=[""]%= S 22 avec X, € R? et X, € RY puis
mo E21 E22

my € RP,my € RY, 311 € Mp(R) et X9o € M, (R), alorsona:

- Xy~ N(mh E11),
- X, et X, sont indépendants si et seulement si X215 = 0.

PREUVE

- Le premier point est trivial,
- Pour le second point, montrons les deux implications :
= si on a indépendance alors les covariances entre coordonnées de X et de X, sont
nulles.

< on calcule la fonction caractéristique et on obtient en utilisant la linéarité du produit
scalaire:

¢(X17X2)()‘17 )‘2) = ¢X1 ()‘l)QSXz()‘?)

EXEMPLE 4.9. Soit X ~ N (0, 1) indépendantde Z ~ U({1,—1}).

Posons Y = Z X et considérons le vecteur (X, Y)*.

Alors X etY ne sont pas indépendantes, puisque | X| = |Y] p.s.maisP(|X| <1N[Y|>1) =0
etP(|X| < DHP(JY| > 1) > 0.

De plus:

P(YcA) =P(Y € ANZ=1)+P(Y € AnZ = —1)

—P(Y €A|Z=1P(Z=1)+P(Y € A|Z=—-1)P(Z = —1)
:;MXEM+PMG—M)
=P(X € A) par parité de A/(0, 1)

DoncY ~ AN (0,1)etona:
Cov(X,Y) = E[XY] - E[X|E[Y] = E[ZX? = E[Z]E[X?] =0
On en conclut:

- que Cov(X,Y) = 0 n’implique pas que X et Y indépendants,

- que les coordonnées sont gaussiennes n’implique pas que c’est un vecteur gaussien.
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CHAPITRE 5

Construction de suites de variables aléatoires

On va s’intéresser dans ce chapitre a la construction de variables aléatoires : si on se donne (u;)ien
une suite de mesures de probabilité sur (R, B(R)), peut-on trouver sur (2, A, P) une suite de va-
riables aléatoires (X;);cn indépendantes telles que pour tout: € N, X; ~ 1, ? Moralement on aura
alors X = (X))ien ~ Qienfli-

I. Premier cas: construction de X de loi /1,

On peut considérer la réalisation canonique :

X RBR).u) — (R B(R))
xr — xr
Mais on veut quelque chose de plus constructif avec comme espace dedépart (2, A, P) = ([0, 1], B([0, 1]), Leb

DEFINITION 5.1. [FONCTION DE REPARTITION]
Si X estunevariable aléatoire a valeurs dans (R, B(RR)), on définit sa fonction de répartition par :

Fx: R —  [0,1]
t — P(X <t

| REMARQUE5.2. Fx nedépend quedelaloide X,onaVi € R, Fx(t) = ux(] — oo, t]).

| PROPOSITION 5.3. Ona: F,=F, = pu=v

PREUVE F), caractérise y1surC = {] — oo, t| |t € R}, quiest une classe stable par intersection finie
et qui engendre la tribu. ]

PROPOSITION 5.4. F est croissante, continue a droite et vérifie

Jdim Fy(t)=0 et lim Fx(t)=1

t—+00

PREUVE La preuve est laissée en exercice. [
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On a une "réciproque" :

PROPOSITION 5.5. Soit F': R — [0, 1] croissante, continue a droite, vérifiant :

lim F(t)=0 et lim F(t)=1

t——o0 t——+o0
et considérons, pouru € [0,1], F<~'>(u) := inf {t € R| F(t) > u}.
Alors la variable aléatoire F<='>(U) ot U ~ U(]0, 1]) a pour fonction de répartition F.

REMARQUE 5.6. Ona F;7~'> ~ u, donc pour toute loi, F;7~'> : ([0,1], B([0,1]), Leb) — R est
une variable aléatoire de loi ;. Cela résout notre probleme.

EXEMPLE 5.7. Siu = £()), on vérifie que Vi, F,(t) = (1 — e *)1;>0. On en déduit :

_ In(1 —w)
1

VO<u< L ET () = ————
Ainsi,siU ~ U([0,1]),ona —71“(1;(]) ~ E(N).

PREUVE Pour( < u < 1,onpose A, = {t e R|F(t) > u}.Ona

- limy 40 F'(t) =1 >udonc A, # @ etlim;, ., F(t) =0donc 4, # R,

- Festcroissantedoncsit € A,,ona|t, +oo[C A,.Ainsi A, estde laforme A, = [a, +00] ou
A, =]a,+oo[ pouruna € R fixé.
Par continuité a droite, et puisque Vn € N*, a + % € A, (Cest-a-dire F'(a + %) > u),onaque
F(a) > u,etdonca € A,.

Donc finalement : A, = [a, +oo[= [F~"1>(u), +o0c[. On en déduit :
1
Fp<—1>qn(t) = IP’(F<‘1>(U) <t[10<U< 1) =P(te Ay) =P(F(t)>U) = / Ly<r@ du= F(t)
0

m
REMARQUE 5.8. Ceci caractérise les fonctions de répartitions.

Il. Deuxiéme cas: construction de (X;);cy- variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées de loi 5(1/2)

PROPOSITION 5.9. Soient Z et (X;);en+ des variables aléatoires telles que Z € [0,1] p.s., X; €
{0,1} p.s. pourtouti € Net Z = 1% i p.s..

Alors Z ~ U([0, 1)) si et seulement si (X;);en~ est une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées de loi 3(1/2).

REMARQUE 5.10. Cela résout le probléme puisque si on se donne Z ~ U([0, 1]) et on pose,
pour

i € N, X; = [2'Z] — |27'Z] le i-éme indice du développement dyadique de Z, alors Z =
S )2(— p.s., et donc les (X;);en- ont la loi souhaitée.
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PREUVE Soit A = {Vn € N*,Ji > n| X; = 0}. Supposons A p.s..
Les (X;);en+ sont des variables aléatoires i.i.d.de loi B(1/2) équivaut a:

Vn € N*, Vay, ...z, € {0,1}, IP’( Xi,.., X (xl,,,,,xn)):?n
* +oo Xz 1
<:>Vn€N,Va:l,...,xne{o,l},IP’<Xl,..., = (a1, w2 =Y 2i,A)—2n
=1
" 7 ™= Xz = Xz 1
<:>Vn€N*"v’x1,...,xn6{0,1},IP’<Z Z%* i’Z:ZQi’A>:2n

=1 1=n+1 =1

ﬁvneN*,vxl,...,xn6{0,1},]P><Ze [ 3 %»Z 15+D _ L

i=1
Donc, par un argument de classes monotones, cela équivaut au fait que Z ~ ([0, 1]).

Vérifions que l'on a bien A p.s. quelque soit le c6té de I’équivalence considéré :

- siles (X;);en+ sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de
loi B(1/2),0ona:

(U ﬂX_1><Z IP’<ﬂX_1> 0

neN* i>n neN* i>n

n+k—1
puisqueIP’( N Xz-:l)gIP’( ﬂ X_l) % — 0.

i>n k——+o0
-siZ~U:
400 1
PN L ) =p( Y =L 5+ B ) <rze-o
neN i=n+1

On peut généraliser la proposition avec ce résultat :

THEOREME 5.11.  Soientb > 2 unentier, Z € [0, 1] p.s. et (X;);en- telles que X; € [0,b — 1] p.s.
etZ =Y 1% %p.s.

Alors Z ~ U([0, 1]) si et seulement si (X;);en+ €St une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées de loi U ([0, b — 1]).

Ill. Construction de (U;);cn- variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées de loi 2/([0, 1])

Soit (X;);en+ Une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi
B(1/2). On pose, pouri, j € N*,Y; ; = Xyi-1(2;_1) (en remarquant que (i, j) — 27 1(2j — 1) est
une bijection de (N*)? sur N*).
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Alors (Y; )i jen est une famille de variables aléatoires indépendantes et par le lemme de regrou-
pement, (B; = o({Y:; | € N*})) en~ forme une famille de tribus indépendantes.

On peut donc poser, pour j € N*, U; = Y% 3;1';]’, variable aléatoire qui suit B(1/2) et qui est B;-
mesurable.

Les (U;);jen- sont donc indépendantes donc d’apres la proposition précédente : Vj € N* U; ~
U([0,1]).

IV. Constructionde (X;);n- variables aléatoires indépendantes de lois (11, );cn-

Soit (14 )ien+ Une suite de mesures de probabilités sur (R, B(R)). On suppose construit les (U; ) jen+
commedans la partie précédente. On pose alors pourtouti € N*, X; = F/fi—1>(Ui). Onsaitd’apres
la premiére partie que X; ~ ;. Etcomme o(X;) C o(U;),on a que les (X;);en+ sontindépendants
puisque les (U;);en- le sont.

REMARQUE 5.12.

- Ici on peut tout construire sur 'espace de probabilité (2, 4, P) = ([0, 1], B([0, 1]), Leb).
Essentiellement, on peut faire toutes les probabilités classiques sur cet espace mais on
continuera de préférer de ne pas expliciter (2, A, P).

- Quedirede X = (X;)ien- : (2, A,P) — RY"? Est-ce une variable aléatoire? Il faudrait
pour cela définir une tribu sur RN" !

DEFINITION 5.13. [TRIBU CYLINDRIQUE]

Soit (E, &) un espace mesurable et 7 un ensemble (7 modélise le temps, donc est a valeurs
dansN,N* R, ...).
On définit sur E7 les événements, pourn € N*, (¢;)1<i<n € T" et (A;)1<i<cn € E™:

777777777

REMARQUE 5.14.

- La tribu cylindrique est donc par définition la plus petite tribu qui permet de parler d’'un
nombre fini de temps.

-SiT = N*,on alC = U({[Vl < < n,Xi € Az] |7L € N*, (Ai)lgign € gn})

Quel est l’intérét de la tribu cylindrique ?

ProposITION 5.15. Soient X = (X;);en+, E un ensemble tel que (E, £) soit mesurable et C la
tribu cylindrique sur EN".

Alors X est une variable aléatoire @ valeurs dans (EN" | C) si et seulement si pour tout i € N*, X,
est une variable aléatoire a valeurs dans (E, £).
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PREUVE
= SiB e &, onapourtouti € N*: {X;, € B} ={X € A; 5} € Apuisque 4, 5 € C.
= {X € Aty ) (Ar An)} =N, (X, € B;) € Apuisque pourtouti € N*, (X, € B;) € A

..........

comme X, est une variable aléatoire.
L]
Donc finalement, X = (X;);en+ définie en début de partie est bien une variable aléatoire.

Il'y a un théoréme plus abstrait (non constructif) pour garantir Uexistence de suites de variables
aléatoires :

THEOREME 5.16. [THEOREME D’EXTENSION DE KOLMOGOROV]
Soit, pourn > 1, v, une probabilité sur (R™, B(R™)). On suppose que les (v,),, sont compatibles,
c’est-a-dire que :

Vn € N*;V(Ai)lgign € B(R)n, Vn+1(A1 X e X An X R) = l/n(Al X e X An)

Alors il existe X = (X;);en+ @ valeurs dans (R™, C) telle que :
Vn € N*, (Xla c ,Xn) ~ Uy

REMARQUE 5.17.  On retrouve le résultat précédent en posant v, = @™, ;.
On a compatibilité puisque :

(ertug(T140x R) = [Tt x p®) = (e (114
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CHAPITRE 6

Limites presque siires

L’un des objectifs des probabilités est d’essayer d’identifier des événements qui ont lieu tout le temps
a partir de l'observation de nombreux aléas (X;);c;.

On se place sur un espace de probabilité (2, A, P).

. Lemme de BOREL-CANTELLI

DEFINITION 6.1. [LIMITE SUPERIEURE D’UNE FAMILLE D’EVENEMENTS]
Soit (A, )nen Une suite d’événements. On définit sa limite supérieure :

limsup A, = {w € Q|w estdans uneinfinité des (A,,),en}
n—-+00

={weQ|VneN,Ip>nwe A}

:nUAp

n>1 p>n

REMARQUE 6.2. Onadonc:

+o00 oo
limsup A, = {w S Q| Z L,ca, = +OO} = { Z Ta, = +OO}

n—+oo n=1 n=1

LEMME 6.3. [LEMME DE BOREL-CANTELLI]
Soit (A,)nen Une suite d’événements.

(1) SiypenP(An) < 400, alors P(limsup,,_,, o A,) = 0.
On a donc presque siirement un nombre fini de (A,,)nen réalisés.

(2) Siy,enP(A,) = +ooetsiles (A,), -y sontindépendants, alorsonalimsup,,_, ., . A, p.s..
On a donc presque slirement un nombre infini de (A,,)en réalisés.

PREUVE

(1) OnaE[X,enla,] = YpenE[la,] = X,enP(4n) < +oo.

FUBINI
Donc Y,,en 1.4, est positive et d’espérance finie donc Y, oy 14, < 400 p.s.. Ce qui conclut
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puisque (3,cn La, < +00) est le complémentaire de limsup,,_, , , A,,.
(2) Onal —P(limsup,_,, . A,) = P( Unen ﬂp>n(Ap)c> puis :

k

P(N)) <B(N4)) = TTR(A)) = exp (3 In1 - B(4))

p>n >n indép. p=n "
“+oo
+o0 - Z P(Ap)
Donc P(M(4,)S) < exp ( In(1 — P(Ap))> ce iU e =,
> b}

Onen déduitIP(UneN Npzn( p)c) <Y ,en0 = 0donclimsup,_, . A, p.s..

I.A. Application aux nombres univers

Soit b > 2 un entier.
Soit z un nombre réel positif. On regarde sa décomposition en base b :

x:$0+2% o€ N x;,€{0,...,b—1}

i>1

ouzg € NetVi e N* x; € [0,b— 1] et les (x;);en SONt non tous égaux a b — 1 a partir d’un certain
rang.

Soit ¢ > 1. Tout élément m de [0, b — 1] est un mot de longueur ¢.

Fixons un tel m. On s’intéresse au nombre d’occurrences de m dans z :

Np(z) = card({i € N*| (24, .., Zite—1) = m})
On dit qu’un nombre x est univers en base b si :

Ve >1,¥m € [0,b— 1], Nyp(z) = +00

| PRoPOSITION 6.4. Si X ~ U([0,1]), alorsona (Vb > 2, X est univers en base b) p.s..
REMARQUE 6.5.

- Cerésultat dit que tout nombre assez générique est univers mais il est tres dur d’en exhi-
ber.

- Cela reste vrai pour n’importe quelle loi a densité par rapport a la mesure de LEBESGUE.
Soit A = {x | z n’est pas univers en toute base}.
OnaLeb(AN(0,1]) = 0 et de méme Leb(A) = 0.
Si pu est une probabilité de densité f, alors

p({z | z estunivers en toute base}) =1 — pu(A) =1 — /A flz)dx =1
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PREUVE | suffit de prouver que pour b > 2, puis ¢ > 1, puism € [0,b — 1]*fixés,on a N,,,(X) =
+00 p.s., puisqu’alors comme toute intersection dénombrable d’événements presque siirs est presque
stre, on aura N2 Nez1 Ninefop—11¢ {Nm (X) = +00} p.s..

RAPPEL 6.6. Soit, pouri € N*, X; = [b'X | — b |01 X |, alors les (X;);en- sont indépendantes et
identiquement distribuées, de loi uniforme sur [0,b — 1].

Pour p € N, on considére l'’événement A, = {(Xpe41,- .., Xpere) = m}. Les (X;);en+ sont indé-
pendants donc par regroupement les (A4,),en le sont aussi.

Comme A, est’événement "le mot apparait en position p/+-1",onalimsup, , , . A, € {Nn(X) = +00}.
Et puisque P(A4,) = P((Xpet1, - - -, Xpere) =m) = 37,0na > ey P(A,) = +00.

Donc par le lemme de BOREL-CANTELLI (2), on a P(limsup, , , ,, A,) = 1. Ainsi, Ny, (z) = +oo p.s..

L]

II. Loidu0-1de KOLMOGOROV

On peut déduire du lemme de BOREL-CANTELLI que:

(A;); en indépendants — P(limsupAn>€{0,1}

n—-+o0o

(la valeur 0 ou 1dépendant du critére 3, . P(A,,) est fini ou non).

REMARQUE 6.7. P(limsup,, ,, ., A,) ne dépend pas des N premiers événements pour tout N € N.

On cherche a généraliser ce résultat.

DEFINITION 6.8. [TRIBU TERMINALE]

Soit (X;);en Une suite de variables aléatoires.
On définit, pour k € N*, T, = o({X,, | n > k}) puis T la tribu terminale (ou tribu de queue) par :

T=N 1T

keN*

T est bien une tribu (en tant qu’intersection de tribus), qui ne dépend pas d’un nombre fini de
(Xi)ien-

THEOREME 6.9. [LOI DU 0-1 DE KOLMOGOROV]
Siles (X;);en sont indépendants, alors :

VA€ T,P(A) € {0,1}

EXEMPLE 6.10. Siles (A;);cn sontindépendants, on pose X; = 1 4, etalors la loi du 0-1s’applique
et

+o0 +o0
vk, {limsupAn} = {Z 1y, = —i—oo} = { Sy, = —1—00} € Tk

n—+o0 i=1 i=k
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Donclimsup,,_, . A, € T etparlaloidu0-1:

P(lim sup An) €{0,1}

n—-+o0o

EXEMPLE 6.11. [EVENEMENTS DANS 7 | _
Dans 7, on a par exemple limsup,_, . X; < 0, ¥ ;e o < +ooetcard({i € N| X; € A}) = +oc.

PREUVE Soit A € 7.Soit M = {B € A| B estindépendantde A}.

On vérifie que M est une classe monotone (exercice).

Par regroupement, o (X1, ..., X;_1) estindépendantede T, = o (X}, Xpi1,. .. ).
Or,A € Ti.Donco(Xy,..., X, 1) C M.

AinsiC = Up>1 T 0o(Xy, ..., Xi) © M, etC est stable par intersection finie, donc

T Co(C) = M(C) C M

(1) 2

par le lemme classes monotones (1) et puisque M est une classe monotone (2).
Ainsi A € M, donc A estindépendant de lui-méme, doncP(A) € {0, 1}. O

Il.A. Application a la récurrence de la marche aléatoire simple sur Z

Une marche aléatoire se construit a partir d’une suite de variables aléatoires (X;);cn+ indépen-
dantes et identiquement distribuées, appelés incréments de la marche.

La marche aléatoire issue de z, d’incréments (X;);cn+ est le processus S = (S,,).en défini par
So = x puis par récurrencesurn € N, S, ., = S, + X,,.Onaalors:

S():.CE
Sp=x+>", X; pourn e N*

On parle de marche aléatoire simple sur Z si les (X;);en+ sont des variables aléatoires indépen-
dantes et identiquement distribuées de loi de RADEMACHER de parametre 3 (P(X; = 1) = P(X; =

-n=1.

Soit S la marche aléatoire simple issue de 0 :

So=0
Sp=>1,X; pourn & N*
L’objectif est de comprendre le comportement de S en temps long.
Que dire du nombre de passages en 0 de S? Est-il infini ou fini?
PROPOSITION 6.12.

(limsup S,, = 400, liminf S,, = —00) p.s.
n—-+o0 n—r+00

Cela signifie que la marche oscille. On en déduit :
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COROLLAIRE 6.13.
(Vo € Z,card({n € N| S, = z}) = +00) p.s.

On dit que la marche est récurrente.

PREUVE D’apres la proposition, S passe une infinité de fois de valeurs supérieures a = a des valeurs
inférieures a x, et donc passe une infinité de fois par z. N

PREUVE Soit B I'’événement "la marche est bornée". Montrons que P(B) = 0.

OnaB = (limsup,,_,, ., S, < +o0,liminf, S, > —00) = Uy T (Vn e N, —p < S, < p).
Or:

(VneN,—p<S,<p) C(Vn,meN,S, —S,, <2p)

C
C(VneN,Syiopt1 —Sn #2p+1)
= (Vn 6 N, (Xn+1 —_— = Xn+2p+1) # (1, ey 1))

Mais les (X;);en+ sSont des variables aléatoires indépendantes valant +1 avec probabilité %

Ainsi, les événements Ay = {(Xy@pt1)+1 - - - Xepr1)+2p+1) = (1,...,1)} sontindépendants et
de probabilité o+, donc 3"y P(A) = +oc.

Par le lemme de BOREL-CANTELLI, on a lim sup,_, , ., A, p.s..

or,{vn € N, (Xp41,..., Xpjopr1) # (1,...,1)} Climsup,,,  Af, donc:

EtdoncP(B) = 0.

Soit A4 = (limsup,,_,, S, = +00).Onapourtoutk € N:

Ay = (limsup S, = +o00) = (limsup (Sp—>5k) = —l—oo) = (limsup (X1t +X,) = —|—oo> €T

n>k n>k n>k

Donc (limsup,, ,, o Sy, = +00) € T,d’ou P(limsup,,_, ., S, = +o0) € {0, 1}.

Supposons P(lim sup,,_, .. S, = +00) = 0.
Les (X;)ien- ont méme loi que (—X;);en+, donc S et —S ont méme loi. D’ou

P(liminf S, = —oo) = ]P(limsup —S, = —oo) = P(limsup Sp = —l—oo) =0

n—r+00 n—+00 n—+00

Donc:

1 =P(B° = P(limsup S, = +ooou liminf S, = —oo) < P(lim sup S,, = —i—oo)—HP’(lim inf S,, = —oo) = (

n—-+oo n—+00 N—400 n—-+o00

Ce qui est absurde. Ainsi P(limsup,, , , ., S, = +00) = 1. O

lll. Loiforte des grands nombres
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THEOREME 6.14. [LOI FORTE DES GRANDS NOMBRES]
Soit (X;);en+ des variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées. On sup-
pose que les (X;);en+ admettent une espérance finie (c’est-a-dire sont L*). Alors :

REMARQUE 6.15.

- On dit que la moyenne empirique tend vers la moyenne théorique.

- Laloi forte des grands nombres est vraie sur R (en Uappliquant sur chaque coordonnée).

PREUVE Commencons par une preuve dans le cas ou les variables aléatoires sont L*.

On peut supposer que pour touti € N*, E[X;] = 0 (quitte a considérer les (X; — E[X;])sen+, qui
restent indépendantes et identiquement distribuées).

De plus on pose 0y = E[X?], my = E[X{] et S,, = 3, X, pour tout entier n.

Pourtoutn € N,ona S, € L*et:

" 4
E[S4] = E[(ZXZ-) } = Y E[X, X, X, X,
i=1 1<t < <1a<n
Or, si un des indices i, n"apparait qu’une fois : E[.X;, X;, X;, X;,] = E[ X3 JE[IT Xi,] = 0.
indép

Ainsi les seuls termes non nuls de la somme sont ceux ou les i, sont tous égaux ou forment deux
paires:

E[S)]= > EX/]+3 > E[XJE[X]] <nmy+3n(n—1)o; < Cn®

3
1 <i<n 1<i,j<n | i)

Alors:

ST E[S)
5G] a T
Sn

4
= ) < +0oop.S..
Donc le terme général de la série tend vers 0 presque slirement, Cest-a-dire 22— (Op.s.. [

n—-+00

4 14 . o, ’ . .
Doncy”, >, <5> estunevariable aléatoire positive d’espérance finie,donc ", 4 (

PREUVE Faisons la preuve dans le cas général.

Il suffit de montrer que X; + - - - + X,, ne croit pas linéairement.
Poura > 0, soit M = sup,cn(X1 + -+ - + X, — na).

1. Montrons qu’il suffit de prouver que P(M < +o0) > 0. Sic’est le cas:

{M<—|—oo}:{sup(X1+-~—i—Xn—na)<—i—oo}
neN

= {sup (X1 + -+ + X, — na) — (X1 + -+ + X) < 00}
n>k

:{sup(Xk+1+~--+Xn—na) <+OO}
n>k
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Donc {M < +oo} € Ti. Ainsi {M < oo} € T la tribu terminale. Mais les (X;);en+ sont
indépendantes donc la loi du 0-1 de KoLMmoGORoV s’applique et P(M < +o0) € {0, 1}.
Et donc par hypothese P(M < +o0) = 1.

OonaX;+-+X,—na<M<+4oops..Donc2 7 X, <M 4 qps.

Ainsi lim sup,, _, , ,, 234X < g p.s. puisque M < +oco p.s..

Cela est vrai pour tout a > 0, c’est en particulier le cas pour a, = % pour tout p € N*.

On en déduit que limsup,, , , ., % < 0 p.s. (entant qu’intersection dénombrable des
événements presque surs (limsup,,_, , ., 225552 < q)ene).

Le probléme étant symétrique, on montre de méme que lim inf,, , o =422 > 0 p.s.. Et

donc £1t2tXn  __ (ps..
n n——400

2. Montrons donc que pour tout a > 0, M est fini avec probabilité positive.
NOTE 6.16. Moralementc’estvraicar X;+---+X,,—na = (X;—a)+---+(X,,—a)doncala

n-éme étape, on rajoute un terme d’espérance —a < 0. La suite a donc tendance a diverger
vers —oo.

Supposons par I'absurde que cela ne soit pas le cas et donc que M = +o0 p.s..

Posons M}, = supg<, <, (X1 + - + X, — na).

(M) ken est une suite croissante qui tend vers M. Donc M, k—+> 400 p.S..
—+00

Essayons de relier My 1 a M, :
My =max(0,X; —a, X7+ Xo—2a,..., X1+ 4+ X1 — (E+ 1)a)

:maX(O,Xl—a—i- sup (X2+"~+Xn+1—na))
0<n<k

— M
oll M}, s'obtient a partir de la suite (X;);>» de laméme maniére que M, s’'obtient a partir des

(X;)iz1. Mais puisque (X;)i>s £ (Xi)i1,0na My, £ M,
On en déduit que M = supcy My = +0oc p.s.. On a 2 arguments possibles :

— on peut écrire que (M0 = F((Xi11))i>1 oU F est telle que (My)is0 = F((X;))is1,
etdonc (M)ss0 = (My)iso puis en passantau sup M = M. Ainsi M = 400 p.s..
- Pourtoutt € R,ona

[ <t)= 1, <t) =l 1, < t) =li <t) = <t) =
P(M < t) ]P’(igng_t) lim + PN < 1) = lim 1 P(Mj < ) P(igng_t) 0

OnaM, — M, = max(—Mk,Xl — a). Et puisque

k
]E[]Mk\]:EH sup X1+---—|—Xn—naH <> E[Xi+ -+ X, —nal) < +o0

0<n<k o
, on peut prendre 'espérance et on a puisque (M) ey est strictement croissante :
E[Mp1 — My = E[Mys1] — E[M;] = E[My1] — E[M;] = E[My1 — My > 0
Par ailleurs :

max(—M, X, —a) — max(—M,X; —a) =X, —ap.s.

k—+o0
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or, | max(—M;, X; — a)| < |X; — a| p.s., donc pas convergence dominée :

E[max(—My, X; —a)] — E[X; —a] <0

k—4o00

Ce qui est absurde puisqu’on a vu que le terme de gauche est positif. Donc P(M < +o0) > 0.

]

REMARQUE 6.17. La loi forte des grands nombres dit que des observations répétées d’une expé-
rience donne accés a des informations sur la loi.

- En probabilité, on a un espace de probabilité donné ou un modele (par exemple (X;);en-
variables aléatoires indépendantes suivant une loi B(3/4)) et on essaye d’en déduire des

informations sur les (X;);en+. Onaalors X1ttXn 5 3 pg
n n—+4o00

- En statistique, la loi sur les espaces de probabilité est inconnue.
Soient (X;);en+ des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de
loi B(#) avec f inconnu. On souhaite retrouver 6.

1 sile i-eme habitant veut voter "oui"

0 sinon '

On connait par contre un échantillon de taille n.: (X1, X5, ..., X,,) € {0,1}".
La loi forte des grands nombres nous dit que 0,, = % X _>—+> 0p.s..

Par exemple, pouri € N*, X, = {

Ondit que én est un estimateur de 0.

L’hypothése L' est nécessaire :

PROPOSITION 6.18. Soient (X;);cn+ Une suite de variables aléatoires indépendantes et identi-
quement distribuées telle que E[| X;|] = +oc.

Alors la probabilité que la limite de X1+=+Xx existe dans R est nulle.

X1+ 4+Xn_1n-1
n

PREUVE Si X1t£Xn converge, alors lim,, 4o, 214X — = 0,d’0l lim,,_, o0 X2 =

n—1
0.
Ona:
00 too n+1 100 100
oo =BIIXi = [TR(XiIz 0@t =Y [T PRIz 0dt <3 POXi| 2 ) =3 B(Xani] 2 )
n=0 7" n=0 n=0

D’apres le lemme de BOREL-CANTELLI (les événements (| X1 1| > n),en- sont indépendants et la
somme de leur probabilités diverge), on alimsup,,_, , o {|Xyt1| > n} p.s..

Donc (lim SUD,, 4 o0 [ Xn] > 1) p.s. etalors P(% — 0) = 0. [

n n——+00

lll.A. Méthode d’intégration de MONTE-CARLO

Soit f : [0,1] — R de classe L'. On souhaite calculer [, f(x) dz a partir de valeurs de f.
On simule (U;);en+ variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi uni-
forme sur [0, 1] et on renvoie pour un certain entier n :

fU) +---+ f(Un)

n
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Alors la loi forte des grands nombres assure que presque sirement cette quantité converge vers
E[f(U,)] = [y f(z) dx. Donc pour n assez grand, on obtient une bonne estimation.

lll. B. Application aux nombres normaux

Soitb > 2 une base. Soit 2 € R. On considere sa décompositionenbase b:x = xg + > ;5; 3
Pour? € N*,soitm € [0,b—1]*.Onregarde N" (z) = card({1 < i < n| (@i, Tiy1,- - Tire_1) = m})
le nombre d’occurrences de m dans x avantn € N.

On dit que z est normal en base bsi V¢ € N*,Vm € [0,b — 1]°, LN (z) — 4.

n—+o0o b

| PROPOSITION 6.19. SiZ ~ Lebyj ) alors (Z est normal en toute base) p.s..

REMARQUE 6.20. Comme pour les nombres univers ceci implique que si i1z a une densité par
rapport a la mesure de LEBESGUE alors (Z est normal en toute base) p.s..
PREUVE |l suffitde prouverquab > 2,puis¢ > 1,puism € [0,b—1]*fixés,ona ¥2Z) - Lpsg

n n—-+o0o

(le résultat en découle alors par intersections dénombrables d’événements presque surs).

Notons pouri S N*: Xi =1, apparait en positioni — ]l(Zi ..... Zigo—1)=m-+

Alors ]P)(XZ = 1) = P(Zl RN ZiJrg,l = m) = Flg, donc Xz ~ B(l/bf)

Mais les (X;);>1 ne sont pas indépendantes.

An € Nfixé, considérons alors N2 (Z) = X, + X, o+ - -+ + Xyqyn—1y pour 1 < r < £,
OnaY .« NI (Z) = N (2).

De plus, N2 (Z) est composé de (X;);en+ indépendants par regroupement.

Donc par la loi forte des grands nombres :

Nm(Z) 1
T njoo E[X/r] —_— ﬁ p-s-
Eten sommantilvient Y2, L5
n n—-+oo b

On veut la limite de 222 on procede par encadrement :

n

[n/t] Np/9Z) _ Np(Z) _ o/t +1 N§vOH4(2Z)

n ln/t]  — n — n In/t] +1
— 1/¢ — 4/t — 1/t —  £/bt
n—-+oo n—s 400 n——+oo n—+o00
Et donc %(Z) el 7 p.s.. O

EXEMPLE 6.21. [CONSTRUCTION D’UNE MESURE SINGULIERE]

On se donne (X;);en- suite de variables aléatoires i.i.d.de loi B(1/3). On pose X = Y5, 3¢ €
[0,1] p.s..

- Laloi de X n’a pas d’atome puisque pour tout z € [0, 1] puisk € N:

9 k
P(X=2)=PVie N X; =2;) <P(Vi <k, X; =x;) = <3) .
— 400
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- Mais elle n’a pas non plus de densité par rapport a la mesure de LEBESGUE.
Posons N = {x | z est normal en base 2}.On a

N?(X)_Xl—l—---%—Xn LFGN 1 1
n N n n—+4oco 3 2

Donc pux(N) =P(X € N) = 0.Puissi ux > f Leb, alors:

0=nx(N) = [ f@yde = [ f@)ds

N Leb(N¢)=0

Donc f = 0 p.p..
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Convergences de variables aléatoires

I. Différents types de convergences

DEFINITION 7.1. [TYPES DE CONVERGENCES]

Soient (X,,),.en et X des variables aléatoires, toutes a valeurs dans (R4, B(R?)).

Onditque (X,,)nen tend presque sirement vers X eton note X, j—} XsiX, - Xp.s.,

c’est-a-dire si

n—-+00

IP’(Xn N X) —1|

Sip > 1,ondit que (X, ).en tend dans L vers X et on note X, L Xosi

n—-+4o0o

VneN,X,eIP, XelL’, et |E[X,—X|'] — 0

n—-+o0o

Ondit que (X,,)nen tend en proba vers X et on note X, L Xsi

n—-+o0o

Ve > 0,|P(|| X, — X||>e) — 0

n—-4o0o

On dit que (X,,).en tend en loi vers X et on note X, ﬁ X si
n oo

Vf : R — R continue bornée, | E[f(X,))] — E[f(X)]

n——+oo

REMARQUE 7.2. - Laconvergenceen loi est tres différente des autres! Les deux types de conver-
gence les plus importants sont la convergence presque sire et la convergence en loi.

- On peut définir ces convergences sur des espaces plus exotiques :
— la convergence p.s. pour des variables aléatoires a valeurs dans (F, £) quelconque,
— la convergence L” sur n'importe quel espace normé,
— la convergence en probabilité sur n’importe quel espace métrique,
— la convergence en loi sur n’importe quel espace topologique X.
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Il faut faire trés attention a la convergence en loi!

X, ﬁ X nedit pas que pour n assez grand, X,, est proche de X, mais que . x,, est proche de
M

E[f(X)] o BE(X)] = [f@dux, () — [ f@) dux(@)

n—-+0o00

La convergence en loi de la variable aléatoire ne dépend donc que de sa loi!

EXEMPLE 7.3. Soit X ~ B(1/2). Posons X,, = X pourn € N. Alors:
Vi € N,E[f(X,)] = E[f(X)] = E[f(1 - X)] carl—X ~B(1/2)
Donc X, -5 1— XmaisVneN,|X, — (1 — X)| =1p.s.donc les variables aléatoires ne se

n—-+o0o

. ,C o« o, 2 . .
rapprochent pas! On a aussi X, - X, donc on n’a pas unicite de la limite!
n—-—+0oo

De plus, les propriétés usuelles échouent :

- Si X, £y Xet Y, N Y, on n’a pas forcément X, +Y,, Ly X4V (alors que
n—-+o0o n—-4o0o n—-4o00

cela est vrai pour les autres convergences).

Considérerdans ’exemple précédent X, £y 1-XetX, £+ Xmais2X, % 1!
n—-+4o0o n—-+o0o n—-+o0o
- Si X, £y Xet Y, £, Y, on n’a pas forcément XY, £y XY (alors que cela
n——+00 n—+00 n—+00
est vrai pour la convergence p.s. et la convergence en proba),
- SiX, -5 XetY, -5 Y,onnapasforcément(X,,Y,) - (X,Y).
n—+00 n—+00 n—+00

Il. Liens entre les différents types de convergence

PROPOSITION 7.4. Soient (X,,),en et X desvariables aléatoires, toutes d valeurs dans (R¢, B(R?)).
Soient p, q € [1,400] tels que p <q. On a les implications suivantes :
(1) X, % X = Xx, & x
n—+00 n—+o0
(2) X, &% X = X, — X
n—-+o0o n—+00
(3) X, 2% X = X, = X
n—-+00 n——+oo
(4) X, — X = X, 5 X
n—-+400 n—-+4o0o

PREUVE [POINT (1) DE LA PROPOSITION 7.4]

1

Soit r tel que "

+ % =1.0na, par l'inégalité de HOLDER :

E[|| X, — X|"] = E[| X, — X| x 1] < E[||X,, — X|P“PPE[1IT]Y" = B[||X, - X||P/7 — 0

n—-+o0o

]
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REMARQUE 7.5. = — |z|?/? est convexe. On retrouve le résultat en appliquant Uinégalité de JEN-
SEN:

E[|| X, — X|I"] = (E[IIX, — X[]/P)/* < E[|| X, — X|I"“PP/e = E[|| X, - X[|7PP/7 — 0

n—-+o00

La réciproque de (1) est fausse en général :
EXEMPLE 7.6. Soiten effetY,, ~ B(1/n) et X,, = nY,, pour n € N* et pour un « a déterminer.
AlorsVn € N* E[|X,,['] = n®?~1.Donc X, — 0= a < 1.

n—-+o00

v . L9
Pour%<a<%,onaXn —~ OmaisX,, - 0.

n——+0o n—-+00
REMARQUE 7.7. On verra cependant que dans certains cas, la réciproque est vraie.

PREUVE [POINT (3) DE LA PROPOSITION 7.4]

. s . .S.
On a par convergence dominee, puisque 1 x, — x|>- p—+> Oetlx,— x> < 1:
) n—-+0o

P(|Xn = X[| > &) = E[ljx,—x|>c] =2 0

n—-4o00o

La encore, la réciproque est fausse! Donnons deux contre-exemples :

EXEMPLE 7.8.

- Soit (X,,)nen Une suite de variables aléatoires indépendantes telles que X,, ~ B(1/n) pour

n € N*.
onaP(|X,|>¢)<P(X,=1)=1 — 0.DoncX, — 0.
" n—+oo n—-+oo
Mais 3,y P(X,, = 1) = 3 ,en = = +oc. Parindépendance, le lemme de BOREL-CANTELLI
donnelimsup,,_,, . X, = 1 p.s.,donc X, _'%f_ 0.

Cequiimplique que (X, ),en N’a pasde limite p.s., puisquesi X, _‘:—} Zalors X, % Z

et donc par unicité des limites en probabilité, on aurait Z = 0 p.s..
- Soit U ~ U([0, 1]). Posons Xon p = 1 yesgpourn>0et) <k <2"—1.
Ona Xonyy ~ B(1/27).
Pour touti > 1, il existe (n;, k;) tel que i = 2" + k; (on notera alors que n; Z_Tgo 400
puisque 2" + k; < 2 x 2%). Donc P(|X;| > ¢) <P(X; =1) = 5= — 0.

2m i——+00

Or, pourtout> € [0,1[,onaVn > 1,3k |z € [zﬁn, e [ AinsiVw,Vn > 1,3k | Xon = 1.

Donc (X; = 1 pour une infinité de i) p.s.donc X; %5 0.

1——+00

Cependant, le résultat suivant affirme que 'on peut tout de méme remonter un peu :

IPR°P°5'T'°N7-9- SiX, — X, alorsilexiste unesous-suite (ny)ren telleque X,, =5 X,

n—-+o0o k—+o00
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PREUVE ]
VEk, Ing |Vn > ng : P(|| X, — X|| > 1/k) < e

On peut choisir nj1 > ng. Alors X5 P(|| X, — X|| > 1/k) < +o0.

Donc par le lemme de BOREL-CANTELLI : (pour k assez grand, || X, — X|| < ;) p.s..

Donc (limsup,,_, ; o, [ Xn, — X|| = 0) p.s., Cest-a-dire X,,, == X. O

k——+o0

On va voir deux applications de cette proposition. Tout d’abord :

X, — X
nSeo — XeI? et E|X|"<C
C = supp,en E[[| X7]] < 400

En effet, il existe une sous-suite (ny)ren telle que X, kﬁ> X. Alors, par le lemme de FATOU :
—+00

p _ . . p . . p
E[lX]T = E[hgle%wnflankll | < lim mfE[|X, "] < € < 400

Ensuite, considérons F = {f : [0,1] — [0, 1] mesurable} / ~ ou ~ est la relation d’équivalence
"égalité presque partout par rapport a la mesure de LEBESGUE".
Alors il n’existe pas de métrique sur F telle que::
p.p.
fn S e dUn ) 22 O

NOTE 7.10. On ale méme résultat si l'espace d’arrivée des fonctions est R. L'obstruction vient méme
si 'lon ne demande pas a d de vérifier Uinégalité triangulaire!

En effet, soit (X, )nen Une suite de variables aléatoires de ([0, 1], B([0, 1]), Leb) dans [0, 1] telles
queX, — XmaisX, % X.Aorsd(X,, X) - 0.
n—s+00 n—+o00 n—+00

Donc il existe e > 0 puis une suite strictement croissante d’entiers (1 )ren telle que
VEk e N, d(X,,,X) >¢

or, X,,, k—> X doncil existe une sous-suite (X, () )ren de (X5, ) ken qui tend presque surement

“+o00

vers X. Alors d(X,,, ), X) — 0, cequiestabsurde. Donc d n’existe pas!

r—-+o00

PREUVE [POINT (2) DE LA PROPOSITION 7.4]

Par le point (1), il suffit de le vérifier dans le cas p = 1. On a par l'inégalité de MARKOV :

BIX, - X

£ n—-+00

P([[Xn = X =€) <

A nouveau, la réciproque est fausse!
Il suffit de considérer U ~ U([0, 1]) et de poser X, = nl ;.1 pourn € N*.

OnaX, — OmaisX, _}% 0 puisque E[| X,,|] = 1.

n—-+00
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PropPoOSITION 7.11. Soitr >p > 1.0na:

X, — X ]
SupnGN]E[HXnH ] < 400 n—-+o0o

PREUVE On sait déjaque X € L". De plus, pour tout entier n :
E[[| X5 — X|I7] = E[I X5 — X" 1jx,—x)<e] + E[1Xn = X7 1jx, x>
< & + B[ X, — X|PUPPIEL ) x, —x )]
en appliquant l'inégalité de HOLDER avec a Vérifiant 2 4 L = 1.

O, d’une part E[||X,, — X [""/Pp/r = B[||X,, - X|'P/" < [|X, — X]|, < | X, + [ X], < C.
Et d’autre part E[1x, _x|=)*"* = P(| X, — X| > )/ — 0.

n—-+00

Finalement, limsup,, , ., . E[||X,, — X||] <¢&?,donc X, L' x ]

n—-+00

On cherche un critére pour rendre équivalent la convergence en probabilité et la convergence L*. On
verra que cela serra trés utile pour les martingales.

DEFINITION 7.12. [VARIABLES ALEATOIRES UNIFORMEMENT INTEGRABLES]
On dit qu’une suite de variables aléatoires réelles (X;);c; de L' est uniformément intégrable si:

lim sup E[X;] Lpx,p-2] = 0

L—+oo 41
EXEMPLE 7.13. [VAR'ABLES ALEATO'RES UNlFORMEMENT |NTEGRABLES]

- Si X € L', {X} est uniformément intégrable puisque par convergence dominée :
E[|X| IL\X|>L] Ljoo 0
car | X| 1 x>z T 0(comme X € L',ona|X| < +oop.s.)et|X| 1 x>, < |X| e L.
—+00

- S’ilexisteY € L' telleque Vi € I,|X;| <Y p.s., alors (X;);cs est uniformément intégrable
puisque:
E[| X Ljx,>2] < E[[Y[1jy> L]

- Si I est fini et les (X;);c; sont L' alors (X;);c; est uniformément intégrable (prendre Y =
Zz‘el |X1|)

On a la propriété de caractérisation suivante :

PROPOSITION 7.14.

X)ier Ul — .
(Xier { lims_0 sup 4 | p(ay<sicr E[| X[ 1] =0
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PREUVE

= Fixonse > 0.

- L — sup;¢; E[|X;] 1|x,>1] est une fonction décroissante qui tend vers 0 donc est in-
férieure a € pour un certain L., et alors:

Vi € ILE[|X;|] = B[ Xi| Ly, <] + B[ X Ljx,0.] < Le + €
- Si Aestunévénementtel que P(A4) < d,onapourtouti € I:
E[[Xi[ 1a] = E[[ X[ 1)x; < Ta] + E[[ Xi| 11x;15 1 4]

Donc SUpP;cr EHX,L’ ]lA] < L]P)(A) + SU_PEHXZ‘ ]l‘Xi‘>L]'
1€

<epour L>L,
Prenant L = L. etd = -, on obtient sup,.; E[|X;| 14] < 2e.

<= Soite > 0.1l existed > OtelqueP(A) < § = Viec [,E[|X;| 14] <e.

Soiti € I. Par l'inégalité de MARkov, on a P(|X;| > L) < Xl < € posons donc L. = €.
Alors pour L > L. :P(|X;| > L) <.
D'ou E[|X;| 1|x,>1] < eenappliquantavec A = (| X;| > L).

[

PROPOSITION 7.15.  Soient (X,,),en une suite de variables aléatoires L' et X une variable aléa-
toire.

Alors :
X, 5 X = X, 5 X et (Xp)enUL
n—-+oo n—-+o0o
PREUVE

= On sait que la convergence L! implique la convergence en probabilité.
OnaE[|X,|] <E[|X, — X|] +E[|X]|] —n_ 100 E[|X]],donc (X,,),en est bornée dans L! et

E[|Xn] Ta] E[| X5 — X|1a] + E[[X]| 14]

Soite > 0. Il existe ny € Ntel que Vn > ng, E[|X,, — X|] <e.

Par ailleurs, la famille (X,),,<n, U{ X } estuniformément intégrable car c’est une famille finie
de L'. Donc il existe § tel que pour une variable aléatoire Y de cette famille : P(A) < § =
AlorssiP(A) <6

e sin < ng
<
E[|X,[14] < { E[| X, — X|14] + E[|X]|14] <2¢ sinon

< (X,)nen et { X'} sont deux familles uniformément intégrables donc pour toute > 0

36 > 0| VA, P(A) < § = ¥n € N,E[|X,| 14] < c et E[|X|14] < e
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Ilexiste ng € Ntelque P(|X,, — X| > ) < § pourn > ng. Alors:

E[[ X — X[ = E[| X5 — X[ 1jx,—x1<c] + E[[Xn — X[ Tjx, —x)>e]
< e+ E[|Xn| 1ix,—x)5e) + E[|X|11x, —x|>]
< 3e

PREUVE [POINT (4) DE LA PROPOSITION 7.4]
Onapourtoutn € N:

[E[f (X)) = E[f (XN = |ELf (Xa) = F(X) L, —xpse] + ELF(X0) = F(X) T, - x<e]
<2 fll o PO X7 — X > &) + E[(f(Xn) = F(X))Tx,—x )< (L) x<a + L x)>a)]

On peut supposere < 1.D’ou :

[ELf(Xn)] = B (O < 2/l P(I1Xn = X[I > )+ sup - |f(2) = f)1+2 [ fll POIX] = A)

ll=l[<A
lz—yll<e

Donc finalement lim sup, o [E[f(Xa)] —E[f(X)]l < sup  [f(2) = f(y)] + 2| fllo PAIXI| =

zl|<A
llz—yl|<e

A).

Enfaisanttendrec vers0,on alesup quitend vers 0 par uniforme continuité de fsur{z | ||z| < A+ ¢}
qui est compact. Puis en faisant tendre A vers +o0o, le second terme tend vers 0.

AnSIE[f(X,)] — EIF(X)]. 0

La réciproque est encore fausse.
Considérons en effet X ~ B(1/2) et posons X,, = X pourn € N.

Alors X, % 1—XmaisX, - 1-X.
n—+

00 n—-+00

On rappelle que X, ﬁ X signifie que pour toute f continue bornée, on a

[ @ dnx, @) = [ (@) dux(a)
Cela a encore un senssi les (X, ),en Ne sont pas sur le méme espace de probabilité!

Cependant, on peut faire un couplage, c’est-a-dire trouver des variables aléatoires (Y, ),<n qui ont
les lois de (X, ).en et pour lesquelles la convergence est plus forte :
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THEOREME 7.17. Soient (X, ).en €t X des variables aléatoires réelles. On a équivalence entre :

() X, = X,
n—-+o0o

(ii) Pour tout t point de continuité de Fx, ona Fx, (t) ﬁ Fx(t),

(iii) Il existe (Y, )nen €tY des variables aléatoires réelles telles que :

Vn € Na My, = ptx,

My = Hx
Y, 25 v
n—+00

REMARQUE 7.18.

- Les (Y,,)nen €t Y sont un couplage qui renforce la convergence.

- (i) <= (iii) est le théoréme de représentation de SKOROKHOD.

PREUVE

(iii) = (i) Soit f continue bornée. On a (la convergence presque slire implique la convergence en loi) :

E[f /f )dpx, (z /f )dpy, (x) — /f ) dpy (x /f )dpx (x) = E[f(X)]
(i) = (i) Posons, pourp € N, f,(x) = (1 —plz — (t = 1/p)]4 )¢ et fy(x) = (1 = p(z — 1))+
/» et g, sont continues bornées etonaVx € R, f,(z) < 1,<; < g,(x). D’ou
E[fp(Xn)] < E[lx, <] < E[gy(Xy)]

BN~ BIA(0) > Ellxayy)
Oronaq E[lx,< = Fx,(t)

Elg,(X)] — Blgy(X)] < Ellxerry
Donc Fx(t — 1/p) < liminf,_,; Fy, (t) < limsup,_,, . Fx,(t) < Fx(t+1/p).

En faisanttendre pvers +oo, et puisque t est un pointde continuité, on obtient: Fx, () - Fx(t).

(i) = (iii) Onsaitque FY, - Fx sur les points de continuité de F.
Onsedonne U ~ U([0,1]) etonpose Y, = Fx = (U) pourn € NpuisY = F5 7 (U).
OnavuqueY, £ X, etY £ x.

RAPPEL 7.19. F<"'>(u) = inf{¢t|F(t) >u} pour0 < u < 1.Ona F(t) > u < ¢ >
F<7'>(u),ouencore F(t) < u <=t < F~"'>(u) (contraposée).

REMARQUE 7.20. I est une fonction croissante bornée donc il y a un nombre au plus dé-
nombrable de points de discontinuité. Si A, = {t| F'(t) > F(t~) + 1/p}, alors

card(4,) x 1/p < Y F(t)—F(t_)glJirm F—lm F=1-0=1

teA,

Donc A, est fini et U, A, = {points de discontinuité} est au plus dénombrable.
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1. A.

Donc on peut trouver I" un ensemble dénombrable de points de continuité dense dans R.
Soitt € T, regardons [’événement :
¥ >t} = {F5 > (U) > t) = {U > Fx (1)} = {U > lim Fxn(t)}

C {U > Fx, (t) pour n assez grand} = {Yn = F5 2 (U) > t pourn assez grand}

n—-+00

{hm infy,, > t}

Et comme I est dense:

{limiann < Y} = U {limiann <t< Y} = U {limiann <t,Y > t} =

n——+o0o n—+00 n—+00
+ tel’ + tel’ *

Doncliminf, ., Y, > Y p.s..

Regardons 'événement :

(v <t} ={Fg>(U) <t} = {U < Fx(t)} = {U = Fx()} U{U < Fx(t)}
={U = Fx(t)} U{U < Fx, (t) pourn assez grand}
C{U = Fx(t)} U{U < Fx,(t) pourn assez grand }
= {U = Fx(t)} U{Y,, <t pourn assez grand}
C{U=Fx(t)} U {hmsqun < t}

n—-4o00
Ainsi:

{limsqun > Y} =U {limsqun > t}ﬂ{t >Y}

n—+o0o tel’ n—-+o00

c U {limsupy, >t} ({U = Fx()} U {limsup,, < t}>

tel n—-+00 n—-+00
C{U =Fx(t }U{hmsqu > t, limsup Y, <t}
— n—+4o00

proba nulle
1%

DoncY > limsup,_, . Y, p.s..

Finalement,onaY < liminf, ... Y, < limsup,_,, .Y, <Y.DoncY, 2% Y.

n—-+o0o

Théorémes autour de la convergence en loi

Le théoreme de LEvy

On peut caractériser la convergence en loi :
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THEOREME 7.21. [THEOREME DE LEVY (FAIBLE)]

Soient (X, )nen €t X des variables aléatoires d valeurs dans (R?, B(R?)). Alors :

X, 5 X < WAeRLox (N — ox(\)

n—-+o0o n—-+o0o

THEOREME 7.22. [THEOREME DE LEVY (FORT)]
Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires dans (R¢, B(R?)).

S’il existe U : R? — C continue en 0 et telle que Y\ € R, ¢x, (\) —,s 100 W(N), alors il existe

une variable aléatoire X telle que ¥ = ¢x et X, ﬁ X.

REMARQUE 7.23. Dans la version faible, le sens = est trivial, puisque ¢!**) est continue bornée.

On va utiliser le lemme suivant qui est un outil pour se ramener a un compact :

LEMME 7.24. Soit ;1 une mesure de probabilité sur R. Alors pour tout A > 0:

el el 2 an < 5 [0 1= 6,00 d

PREUVE Soitc > 0. On calcule:

/CC(1 —pu(t)) dt = / (1 _ / it du(x)> dt

= —cgtgc(l — ") du(x) dt
zeR

- / (/C (1 —e) dt) du(z) par le théoreme de FuBINI
i ‘ eitx ¢

(o [2] )t

B 20/ - sin(cz) ()

N Jx Cx H

Donc
¢ ¢ sin(cx
/Juwwﬂﬁsz—@ﬁmﬂ:%LQ— ;>)wm
> [ (120 o) > ¢ f B duter)
x CT x -
>1/2 silcx|>2
Ainsi pu({z | [cx| > 2}) < 2 [ |1 — ¢,(t)| dt. Prenant A = 2/c, on obtient le résultat. O

PREUVE [THEOREME 7.21]
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Supposons que ¢x,, - ¢x simplement.
Soite > 0.0nnotera X,, = (X,,(1),...,X,(d))" € R% On a par le lemme précédent :

d A/2
P([Xall > 4) <30 PIXO)] > 4) < Z/ 1= o, (8)] dt (1)

_/_/
_UL 1|Xn >A‘

Ilexiste A > OtelqueVi € [1,d],Vt € [-2/A,2/A], ¢x(;)(t) > 1—e par continuité sous 'espérance
(puisque E[e**] est continue en 0, de limite 1).

Fixons ce A et regardons la limite du terme de droite dans (7.1) lorsque n — +oc. Par convergence
dominée, cette limite vaut

d A rA/2
— 1-— t)] dt < d2
> 3 [ ox(0) di < d2z
Donc P(|| X|, > A) < 2de. Et en particulier pour n assez grand : P(|| X,,[| . > A) < 4de.

Soit f fonction continue bornée. Il existe P. polynd6me trigonométrique 2 A-périodique (qui dépend
de A)telque || f — Pl _4 4 < & lvient:

E[f(X)] = E[f (X)) = |E[(f = P)(Xo)Lyx<al +E[ (= FP) (X)) Lxu=al +  E[P(X,)]
< 1 oo HIPN<20 fll +e Z¢X7, ) —

n——+oo

—E[P(X)] = E[(f — P)(X)1x>a] — E[(f - Pe)(X>]1||XIISA] |

Donc:

lim sup |E[f (X5)] — E[f (X)]] <2+ (2|[f]lo + 8)(131Hﬁ1§ipP(!\anloo > A)+P(|X]. > A))

n—-+o0o

<24 (2| fll, +¢€)(4de +2de) = O(e)

]

REMARQUE 7.25. Pour la version forte, il manque un théoréme qui dit que l'on peut extraire une
sous-suite convergente de le suite de (px,, )nen

THEOREME 7.26. [THEOREME DE PROKHOROV]

Soit (ptn ) nen Une suite de probabilités.

Alors (fi, ) nen est tendue (c’est-a-dire Ve > 0, 3K, compact | sup,,cy pn(KS) < €)si et seulement si de
toute sous-suite on peut extraire une suite convergente pour la topologie faible.

lll. B. Application : le théoréme central limite

THEOREME 7.27. [THEOREME CENTRAL LIMITE]
Soit (X;):en une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées
de carré intégrable. Notons m = E[X,] et 0? = Var(X}). Alors:

\;ﬁi(x,-—m) nﬁm Z ~ N(0,0%)
=1

M1 HADAMARD 2017/2018 Probabilités Page 65 sur 144



CHAPITRE 7 - CONVERGENCES DE VARIABLES ALEATOIRES

REMARQUE 7.28. La loi forte des grands nombres donne que £ 3" | X;; 2% .

n—-4o0o
PREUVE SiY € L%estréelle, alorst — e¥! (intégrable puisque |.| < 1) est deux fois dérivable,
de dérivée t — 7Y e (intégrable puisque |.| < |Y|) et de dérivée seconde t — —Y?ZeY!

(intégrable puisque |.| < Y?).
Donc on peut dériver deux fois sous 'espérance ¢y : t — E[e’*!] etona

Vt € R, ¢y (1) =iE[Y e™'] et ¢y (t) = ~E[Y?e™]

On a alors le développement limité :

¢y(t) = 1+itE[Y] - ZE[YQ] + o(t?)

t—

Ici, posons S = ﬁ > (X;—m).Ona,pourt € R:

¢s(t) = E[e"”] ﬁ [ e ] par indépendance
t
‘( f)
B t2 E ) n
oo ( 7 E[X —m}—% [(Xi—m)]Jro(l/n))

t252
= exp (nln( ——0 + o( 1/n))) = 2 o)
2

— e 2 _¢N002(t)

n—-4o00

Le théoréme de LEvy donne alors le résultat. O

EXEMPLE 7.29. [APPLICATION EN STATISTIQUE]
On a une population de N individus. Une proportion p inconnue est "pour", le reste est "contre".

Pour estimer p on interroge n personnes choisies de maniére indépendantes et uniforme, et on
pose X; = 1 sila personne est "pour", X; = 0 sinon, pouri € [1,n].

Les (X;)1<i<n Sont indépendantes et identiquement distribuées de loi B(p). Par la loi forte des
grands nombres :

p.s.
ZX S P

On se pose alors la question du nombre minimal n d’échantillons permettant d’assurer que l'on
fait une erreur de plus de 3% sur p dans au plus un sondage sur20?

Mathématiquement, cela se traduit par la recherche de n minimal tel que P(|p, — p| > 0,03) <
0, 05.
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Or,ona:
P(|pn — pl >0,03)=P<|i En: Xi—p >0,03>
1 & 1 003\/ﬁ>

=P| |— X; —m)| X

(‘ n ;( ) p(l—p)>\/p(1—p)

1 n 0,03\/ﬁ>

<P X;—m
- (|\/ﬁ p(l—p);( ik 1/4

D’apres le théoréme central limite,on a y,, - Z ~N(0,1).Donc:

~ 11— Fy(0,06y/n) + Fz(—0,06y/7n) = 2P(Z > 0,06y/n)

n grand

Onveut 2(1 — Fyo,1)(0,06y/n)) < 0,05, c’est-a-dire Fi,1y(0,06y/n) < 0,975.

1,96\°
! ~ 1067 |.
0, 06>

Dans les tables, on obtient alors|n > <

REMARQUE 7.30. n ne dépend pas de la taille de la population N'! Cela vient du fait que np, ~
B(n,p).

THEOREME 7.31. [THEOREME CENTRAL LIMITE EN DIMENSION (]

Soit (X;)ien Une suite de variables aléatoires a valeurs dans R? indépendantes et identiquement
distribuées de carré intégrable. Notons m = E[X;] € RietT = Cov(X1(i), X1(J))i<ij<a €
My(R). Alors :

L zn: (X;—m) =5  Z~ Nga(0,T)

n =1 n—-+00

PREUVE Posons S = ﬁ S (X;—m).Ona:

n

Wh e RLos() = E[exn (i3 | = 3 (5i=m))| =0 o )

n i=1 <Mﬁ E (Xi—m))
i=1

Or, (A | &= 30, (s —m)) = &= (S, (M| Xa) — nEI(A | X))
Les ((\ | XZ>)1<Z<n sont des vanables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées L2
Ona:
: E((A ] X)) = Zp AR)E[X;(R)] = (A | m)
s ”{ E((A | X)) = Sie MRIACL) Cov(Xi(k), Xi(€) = AN

On applique le théoreme central limite dans R :

1n fj (X;—m)) = Z~N(0, ']ATN)
=1

n—-+00
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DoncVA € R ¢s(A) — oz, (1) = e MV2 = g1 (N). On conclut par le théoréme de LEvy :

n—-+00

(X;—=m) -5 Z~ Nga(0,T)

1 n—-+00

1 n

EXEMPLE 7.32. [COMPORTEMENT DE MARCHES ALEATOIRES]

On reprend les notations du paragraphe Il. A. dans la section Il. du chapitre 6, en supposant dé-
sormais que les (X;);>; sont a valeurs dans R? oU d est la dimension (fixe) de la marche. On fait de
plus ’hypothése que les (X;);>1 sont L? et on note m = E[X;] et T’ = Cov(X1(4), X1(J))1<i j<a-
On considere S la marche aléatoire issue de 0. On rappelle que S est définie par

So=0
Sp=>1",X; pourn & N*

Quel est le comportement de S,, lorsque n est grand?

m#0 Ona: — mp.s.doncS, ~nmp.s..
—_— " p—+oo

On dit que l'on a un comportement ballistique. En particulier ||.S,|| = 400 p.s. et

VR > 0,card({n| ||S.|| < R}) < 40 p.s.

Le nombre de visites dans la boule de rayon R est fini presque slirement.

m = 0 La loi forte des grands nombres ne suffit pas puisque l’on a juste que % - 0 p.s..On
’ \ . . L E
a par le théoreme central limite % o Z ~ N(0,T), donc ’ % e | Z]| (par

continuité de la norme).
L'ordre de grandeur de S,, est donc y/n, mais cela ne signifie pas que ||.5,, || 7, toops.
On ne peut donc pas conclure sur le nombre de visites dans B(0, R).
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Espérance conditionnelle

I. Echauffements

I.A. Mesurabilité de variables aléatoires

SiX :(Q,A) — (E,E&) estune variable aléatoire, la plus petite tribu (incluse dans .A) telle que
X soitmesurableesto(X) = X&) ={X1(O)|Ce&}={XeC|Cef&}.

On dit que X est B-mesurablesi X : (Q,B) — (F, £) est mesurable, c’est-a-dire sio(X) C B.
On dit que X est Y-mesurable si X est o(Y')-mesurable, c’est-a-dire sio(X) C o(Y).

LEMME 8.1. Soient X une variable aléatoire réelle et Y une variable aléatoire a valeurs dans
(E,E).
Alors X estY-mesurable si et seulement siil existe h : (E,E£) — (R, B(R)) mesurable telle que

X = h(Y)

REMARQUE 8.2.

- C’est un lemme crucial qui provient de la théorie de la mesure (on n’a pas besoin d’avoir
une mesure de probabilité),

- Le lemme est vrai dans R? (il suffit d’appliquer coordonnée par coordonnée).

- On peut ainsi parler de mesurabilité sans parler de tribu.

PREUVE

<= Si X = h(Y) alors (Uinclusion découlant du fait que i soit mesurable) :

o(X)=a(h(Y)) = {h(Y) € B|BEB[R)} ={Y e h"{(B)|BeB[R)} C{Y € C|C € &} =o(Y)

= On procede en plusieurs étapes :

- Si X =14 pourunévénement A:ona A= X"1({1}) € o(X) Co(Y).
Doncil existe C' € £ telque A =Y 1(C).
On pose h : E — R définie par h = 1. Alors h est mesurableet h(Y) = 1,4 = X.
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- Si X =X¢% M\, estunevariable aléatoire étagée.
On peut supposer les (A;)1<;<q disjoints. En effet si A; N A; # @ pour un couple i # j,
ona

Aila, + ML, = Nilapna, + XNlapa, + (A + X)L a,na,

Enremplacant A; et A; par A; \ A;, A; \ A; et A, N A;, on obtient une famille disjointe
et la fonction reste étagée.
On peut aussi supposer les (\;)1<;<q deux a deux disjoints : en effet si \; = A, pour un
couplei # j,ona A\l + AjTa, = Aila,ua,, donc Cest bon si on remplace A; et A;
par A; U A;.
Soiti € [1,d].Onadonc 4; = X '({\}) € o(X) C o(Y), doncil existe C; € & tel
que Az = Yﬁl(C’l)
On peutchoisir les (C;)1<;<q disjoints quitte a remplacer C; par C;\ ( ;;B C};) (en construi-
sant par récurrence), puisqu’en effetsiy € C;NC}; estdansimagede Y, alors on aurait

{y}) cYHC)NYHC;) = A;n A; = @, ce qui estimpossible. Donc on a bien
YHCH) =Y\ (NIZHC))).
Posonsalors h : y — 3%, Ml ec,.Ona

weA =Yw) el = h(Y(w) =\ =X(w)

- Si X est positive:alors X : (Q2,0(Y)) — (R, B(R)) est limite croissante de fonctions
étagées (X, : (2,0(Y)) — (R,B(R)))nen. Donc il existe (h,,)nen fonctions mesu-
rables étagées telles que pour tout entier n, X,, = h,(Y"). On pose alors

' lim, 400 T hn(y) lorsqu’elle existe
Iy r— { 0 sinon

h est alors mesurable en tant que limite simple de mesurables, et pour toutw € Q) :
X(w) = lim 1 X,(@) = lim_ 1 ha(Y (@) = h(Y(w))
(on remarque que la limite existe poury = Y'(w)).

- Si X est quelconque, on décompose X sous laforme X = X — X~ et on obtient le
résultat en utilisant le point précédent.

]

I.B. Intuition sur Pespérance conditionnelle

L'objectif est de définir E[X | Y], appelé espérance conditionnelle de X sachantY qui n’est pas un
nombre comme E[X | mais la variable aléatoire Y-mesurable la plus proche possible de X. C’est
donc une fonction de Y (que l'on notera h(Y")) qui est la meilleure prédiction possible sur X.

EXEMPLE 8.3. Soit Y une variable aléatoire discrete (Y € (y;)cs avec I fini ou dénombrable et
P(Y =y;) > 0 pourtouti € I). Soit X une variable aléatoire réelle L.

On cherche le h(Y) le plus proche de X dans L2 C’est-a-dire on cherche h tel que E[|h(Y) — X|’]
soit minimale (siY 1 Q— (E, 8) onah:E — R).Ona:

E[|h(Y =2 Elly—y( =>_ h(yi)*P(Y = y;)—2h(y:) E[X Ty, 4 E[X Ty, ]

i€l el
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Choisissons chaque h(y;) en minimisant le polynome de degré 2. On prend h(y;) = %.

REMARQUE 8.4. Celarevienten faita conditionner parrapportaun événement Btelque P(B) >
0.

- A P(A|B) = Pgljég?) est une mesure de probabilité.

- On définit E[. | B] l'espérance sous P(. | B). Ona|E[X | B] = E[X13]/P(B)|
En effet, on vérifie que c’est vrai pour les fonctions indicatrices, puis par linéarité pour les
fonctions étagées, et enfin par limite croissante pour toute fonction.

On en déduit qu’une fonction A telle que E[|A(Y) — X|?] soit minimale est :

oy { EXIY =0l v
0 sinon

OnverraquedanscecasE[X | Y] = h(Y).
Ainsi, E[X | Y] fait une moyenne de X sur ’ensemble ou Y a une valeur fixée.

REMARQUE 8.5. h(Y) ainsi définia un sensdés que X € L'. Onva donc vouloir définir E[X | Y]
pour toute variable aléatoire X € L!.

Il. Définition [ construction

PROPOSITION 8.6. [PROPRIETE CARACTERISTIQUE DE L’'ESPERANCE CONDITIONNELLE]

Soient B une tribu et X une variable aléatoire réelle L. Alors il existe une unique (d un ensemble
négligeable prés) variable aléatoire réelle Z telle que Z est B-mesurable et pour toute variable
aléatoire W réelle B-mesurable bornée, on a|E[XW| = E[ZWV]|

Z est alors appelée espérance conditionnelle de X sachant B et on la note E[ X | B].

Pour une variable aléatoire Y, on note alors E[X | Y] = E[X | o(Y)].

Lintuition derriere cette définition est qu’a coté d’une variable aléatoire B-mesurable 1V, mettre
X ou Z donne le méme résultat. Donc Z est proche de X parmi les B-mesurables.

PREUVE Commencons par montrer ['unicité. Soient Z; et 7, vérifiant la propriété caractéristique.
Z, et Zy sont B-mesurables donc W = 14, z, aussi etalors E[Z; W] = E[XW| = E[Z,W].

D’ou E[(Zl — ZQ)]121>ZQ] =0.

Comme la variable aléatoire sous I'espérance est positive,on a (Z; — Z)17,~z, = 0 p.s..

Donc Z; < Z, p.s.. Par symétrie, on obtient que Z; = Z, p.s.. D’ou l'unicité.

Montrons 'existence. On va procéder en plusieurs étapes :

- SiX el
Rappelons que L?(A) = {X | E[|X|’] < +o0}/ ~ (ol ~ est la relation d’équivalence "égalité
presque sure"), munide (X | Y) = E[XY], est un espace de HILBERT.
Et comme B C A, L?(B) est un sous-espace fermé de L?(A).
Notons alors  la projection orthogonale sur L?(B) et posons Z = 7 X. Vérifions que Z sa-
tisfait la propriété caractéristique :
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- Z € L*(B) donc est B-mesurable.
- Si W est B-mesurable bornée, W € L?*(B)etZ — X = 71X — X € L*(B)*, donc
(Z — X | W) =0.Ainsi (Z | W) = (X | W),ouencore E[ZW] = E[XW].

REMARQUE 8.7. Doncsur L?,ona E[. | B] = m12(5). On a alors les propriétés suivantes :
- E[. | B] est linéaire.
- Si X € L?est positive, alors E[X | B] > 0 p.s..
En effet E[X | B] est B-mesurable, donc W = 1gx | gj<o est B-mesurable bornée, la
propriété caractéristique s'appliqueetonaE[lgx | g<oE[X | B]] = E[lgx | gj<0X] >
0
On en déduit Tg(x | gj<oE[X | B] = 0 p.s.etdonc E[X | B] > 0 p.s..

- SiX,Y € L% onaparlinéarité et positivité:| X <Y p.s. = E[X | B] < E[Y | B] p.s.|.

- SiX > 0p.s.:pourn € N, posons X,, = min(X,n) € L%
Par le point précédent, les (E[X, | B]),cn existent et la suite est méme croissante puisque
(Xn)nen lest. Soitalors Z = lim,,,, o, T E[X,, | B]. Z est B-mesurable.
SiW =1gavecB € B,ona:
E[XW] = E[ngrfoo T min(X, n)W|

= lim TE[X,|W] par convergence monotone

n—-+4o0o

= lim 1 E[E[X, |B]W] par la propriété caractéristique

n—-+oo

= E[ lim 1 E[X, | B]W} par convergence monotone

n—-+4o0o

= E[ZW]

Onadonc construit Z B-mesurable tel que pour tout W B-mesurable positive,ona E[ X V]| =
E[ZW]. C’est ce que l'on prend pour définition de E[X | B] lorsque X > 0 p.s..

- Enfin,si X € L'. On décompose X sous laforme X = X+ — X~ On peut construire par le
point précédent Z+ = E[X | Blet Z~ = E[X | B].
Posons Z = ZT — Z~ qui est B-mesurable, et vérifions que Z convient.
Onremarque que E[0| B] = 0 puisque 0 est B-mesurable et pour tout W, E[0W]| = E[0W] =
Oetquepour X >0€ L',;onaX™ =0ps.etdoncZ = ZT — 0 = E[X | B] : la définition
coincide avec celle de la partie précédente.
De plus, dans la construction de E[. | B] pour les variables aléatoires positives, on avait Vn €
N,E[X, | B] > E[0|B] = 0p.s.,doncE[X | B] > 0p.s..Ainsi Z*,Z~ > 0 p.s..
La propriété caractéristique avec W = 1 donnealors E[Z1] = E[XT] < +o0 et E[Z7] =
E[X "] < +o00.Donc Z € L'.
De plus si W est B-mesurable bornée :

[
=EXtTWT] -EX W | -EX W +E[X W]
=E[ZTW'| -E[Z"TW™| -E[Z W+ E[Z W]
=E[(ZT - Z7)(WT —=Ww7)]
=E[ZW]
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U

REMARQUE 8.8. On avait défini E[.] pour des variables aléatoires positives (espérance a valeurs
dans R™ U {+o0}) ainsi que les variables aléatoires L' (espérance a valeurs dans R).

De méme ici, on a défini E[X | B] pour les variables aléatoires positives (I'espérance condition-
nelle est une variable aléatoire a valeurs positives) ainsi que les variables aléatoires L' (’espé-
rance conditionnelle est une variable aléatoire L1).

La encore, la notion la plus importante est celle sur les variables aléatoires L.

REMARQUE 8.9.

- Pour X € L', on alaformulation équivalente de la proposition caractéristique :

VW B-mesurable bornée, E[ XW| =E[ZW]| <= |VBe€ B,E[X1p]=E[Z1]

- Dans le cas de ’espérance conditionnelle par rapport a une variable aléatoire Y, la propo-
sition caractéristique est équivalente a:

VWY -mes. bornée, E[XW]| = E[ZW] <= |V¢ mesurablebornée, E[X¢(Y)] =E[Z¢(Y)]

EXEMPLE 8.10. Revenonsaucasde lasection précédenteol Y estdiscrete (onrappelleY € (y;)icr
avec I fini ou dénombrable et P(Y = y;) > 0 pour touti € I).
Soit X € L. Pourtout ¢ mesurable bornée,ona:

E[Xo(Y)] =E|X Y é(y:)ly—y]

iel
=Y o(y)E[X1y_,,] par le théoréme de FUBINI car ¢ est bornée
iel
=3 oy)h(y)P(Y =y;)  oluh(y) =E[X|Y =y
iel
= E[n(Y)o(Y)]

Ceci étantvrai pour toute ¢ mesurable bornée, on a parlaremarque précédente:|E[X | Y] = h(Y) |

EXEMPLE 8.11. Regardons le cas particulierou X = ¢(U) ou U ~ U([0, 1]) et ¢) est mesurable.
OnaE[|X|] = E[[¢(U)|] = J; [¢(u)| du.Doncsivy € L'([0,1]),alors X € L.

Soitk € N*.Onnote B, = ¢ ({U € |2, 2L . Déterminons E[X | By].
k k peZ

Pour toutp € Z,on a {U € [%, %[} = {|kU| = p} donc enfait B, = o(|kU|) (on va voir que
c’est beaucoup plus agréable a traiter).
En effet, | kU | est une variable aléatoire discrete. On peut donc appliquer 'exemple précédent :

Elp(U) | Byl = E[p(U) | [kU]] = h([kU])
avec, pourp € [0,k — 1] :

kU |=p f01¢ w)lp o, e du 2E U
o) = E0) | (0] = ) = B Lpim] o o) L7 v

M1 HADAMARD 2017/2018 Probabilités Page 73 sur 144



CHAPITRE 8 - ESPERANCE CONDITIONNELLE

h(p) est donc la valeur moyenne de v sur [%, et [ Alors:

kU |+1
LRl du

E[p(U) | Bi] = /Mk w(u)m

E[¢(U) | By| est donc la valeur moyenne de 1) sur {““UJ % [

ko
Leffet de E[. | By,] est donc une perte d’information :

- avec X = ¢(U), on a toute l'information sur X,
- avec E[X | By], on remplace la valeur de X par sa moyenne sur un ensemble,

- avec E[X], on n’a que la moyenne globale, on a perdu toute l'information sur X.

Appliquons ce résultat a ¢ : = — L. E[{ | By] existe puisque ; > 0 p.s. et on a de méme:

LUAES R { +00 siU < ¢

1
E|l— — = 2 ) S.
[U'Bk] son Tk T\ L sit<u<2 PO

Onadonc0 < # < 400 p.s. mais ]P’(IE[% | Bk] = oo) > 0.
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PROPOSITION 8.12,

(i) E[.|B] : L' — L' estlinéaire : pour toutes variables aléatoires XY € L'et A € R:
EX +Y |B]=E[X |B]+E[Y|B] et E[NX|B]=AE[X|B]

(i) Si X est L' et B-mesurable :
E[X |B] =X
En particulier E[c| B] = cetE[p(Y) | Y] = ¢(Y).
(i) Si X est L' et est indépendante de B (c’est-a-dire o(X) et B sont indépendantes), alors :
E[X | B] = E[X]
En particulier X etY sont indépendantes, alors E[X | Y] = E[X].
(iv) Si B C C sont 2 sous-tribus de A, on a pourtout X € L':

E[E[X|B][C] = E[E[X |C]| B] = E[X | B]

(v) [INEGALITE DE JENSEN]
Si X et (X)) sont L' avec ¢ convexe, alors :

¢(E[X | B]) <E[¢(X) | B]

En particulier |E[X | B]| < E[|X]| | B]:onditqueE[.|B] : L' — L' est un opérateur
contractant de norme inférieure ou égale a 1.

(vi) Si X etY sont L', alors :

X <Yps. = E[X|B] <E[}Y|B]p.s.

(vii) Si X est L', XY est L' etY est B-mesurable, alors :
E[XY | B] = YE[X | B]

REMARQUE 8.13.

1. Le point (i) implique que E[X | A] = X.
Le point (i) implique que E[X | {2, Q}] = E[X].
E[X | B] est une interpolation entre ces 2 extrémes : on fait une moyenne partielle.

2. Certaines de ces propriétés sont triviales pour les variables aléatoires L?.
Eneffet,onavuqueE|[.|B] .2 = 7.2 Celadonne directement (i) et (ii) sur L?, mais aussi
(iv) puisquesi B C Calors L*(B) C L*(C) etdonc 2 (50T 12(c) = Tr2(c) 0T 12(8) = TL2(B)-

PREUVE
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(i) Pourtout W B-mesurable borné,ona:

E[(AX + Y)W] = AE[XW] + E[YW] = AE[E[X | B]W] + E[E[Y | B]W]
=E[AE[X | B] + E[Y | B))W]

Ainsi (AE[X | B] + E[Y | B]) est B-mesurable et satisfait la propriété caractéristique de l’es-
pérance conditionnelle de AX + Y par rapport a B. donc:

E[\X +Y | B] = \E[X | B| + E[Y | B|

(ii) Si X est B-mesurable, X satisfait la propriété caractéristique donc E[X | B] = X.

(iii) Pour tout W B-mesurable borné,on a:
E[XW] = E[X]|E[W] = E[E[X]WV]

Ainsi E[X] est B-mesurable et satisfait la propriété caractéristique donc E[X | B] = E[X].
(iv) Soient B C C.D’apres (i) : E[E[X | B] |C] = E[X | B] p.s..
Puis pour tout I B-mesurable borné, on a:
EEX|CW] =  E[XW] = E[E[X|BW]

prop.?a ract. prop.?a ract.
deE[. | C] deEl | B]

Ainsi E[X | B] est B-mesurable et satisfait la propriété caractéristique, donc E[E[X |C] | B] =
E[X | B].

(v) La preuve est similaire a la preuve de ce résultat dans le cas de 'espérance.
Onavuque ¢ : x+— sup, cg({az +b|Vy, ay +b < ¢(y)}). D’ou:

S(E[X | B]) = sup {aE[X | B] +b|Vy,ay +b < ¢(y)}

a,beR

= sup {E[aX +b|B]|Vy,ay + b < 6(y)}

a,beR

< sup {E[o(X) | Bl |Vy,ay + b < 6(y)} parle point (vi)

a,beR

= E[¢(X) | B

(vi) La preuve estidentique au cas L. On pose W = Lgy | Bj<k[x | 5)- Alors

E[(X - Y)W] = E[XW]-E[YW] = E[E[X|B]W]-E[E[Y | B]W] = E[(E[X | 5] - E[Y'| B)W]

Donc lavariable aléatoire dans la deuxiéme espérance est nulle p.s.,doncE[X | B] < E[Y | B]p.s..
(viij - SiX >0p.s.etY > 0p.s.. Pourtout W B-mesurable positif,on a:

E[(XY)W]=E[X YW)]=E[(E[X |B]Y)W]
B-mes pos

Ainsi E[X | B]Y est B-mesurable et satisfait la propriété caractéristique (pour une va-
riable aléatoire positive). Donc E[XY | B] = E[X | B]Y € L'.
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- Dans le cas général : on décompose X = X — X~ etY =Y — Y~ et on développe
les espérances, ce qui donne aisément le résultat.

]

EXEMPLE 8.14. [CAS A DENSITE]
Soient (X, Y") des variables aléatoires a valeurs dans R telles que dyix yvy(z,y) = p(z,y) dz dy.
Soit ¢ : R? — R mesurable telle que E[|)(X,Y)|] < +oo. Quevaut h(Y) = E[t(X,Y) | Y]?

On rappelle que h est caractérisé par:
V¢ mesurable bornée | E[¢(X,Y)o(Y)] = E[h(Y)o(Y)]

Or,
B[ (X.Y)6(V)] = [, vlap)owlo(e.) dudy = [ 6(y) ( [ ol y)o(e.y) de) dy

x x,y) dz

h(y) dpy ()

Y Y)d
- VR wf( p(ac),px(fﬁ D dr;«éofb(Y)]

Pour justifier 'indicatrice dans (x),on remarque quesi [ p(x, y) dx = 0,alors [ ¥(x,y)p(x,y)dx =

0.
Ainsi| E[p (X, v) | v] = 4@ VoY) dx]lpr(x’Y) sz |OUE[JY(X, Y)[] < +oc.

Jep(z,Y) dz

* Jr

EXEMPLE 8.15. Soit Bunetribu.Soient X indépendantede BetY B-mesurable. QuevautE[¢(X,Y)|B]?
Soit W B-mesurable borné. X estindépendante de (Y, W), d’ou :

E[p(X,Y)W] = / Y, y)w iy (@, y, w) par le lemme de transfert
= [ vl pyw dix () dpg (9. 0) par indépendance
- / ( / o(z,y) duX(x)> w dpey,wy (Y, w)
_E K/w(:c, Y) d/LX(:l:)> W]

Ainsi /1/1(x, Y) dux (z) est B-mesurable et satisfait la propriété caractéristique. Donc :

E[U(X,Y)|B] = [ 6(2,Y) dux(z) = h(Y)

ou h(y) = E[y(X, y)].

On a les mémes résultats de convergence que pour l’espérance :
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THEOREME 8.16.

- [LEMME DE FATOU]
Soit (X, )nen Une suite de variables aléatoires positives presque slirement. Alors :

E[lim inf X, | B] < liminf E[X, | B]

n—-+00 n—-+00

- [THEOREME DE CONVERGENCE MONOTONE]
Soit (X ,,)nen Une suite de variables aléatoires positives presque siirement telles quelim,, , o, 1
X, = X p.s.. Alors:

lim 1 E[X,|B] =E[X|B]

n—-+o0o

- [THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE]
Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires telles que Vn € N, | X,,| < Z p.s.avec Z € L*
et X, P55 X, Alors:

n—-+o0o

EX,|B — E[X|B]

n—-+00

PREUVE

- Ona:

£ mind X, 18] 5[ 11 1]

= lim ]E[ inf Xy |l’>’] par le TCM conditionnel
n—+00 k>n
~—

< lim inf E[X}|B]

n—+oo k>n
= liminf E[X,, | B]
n—-+0o

- Pour tout W B-mesurable bornée, on a:

EXW]=E| lim 1 X,W|

n—-+00

= lim TE[X,W] par le TCM classique

n—-+40o

= lim 7T E[E[X, |B]W] par la propriété caractéristique

n—-+0o

= IE[ lim 1 E[X, | B]W} par le TCM classique

n—-+400

Ainsilim,, , o T E[X,, | B] est B-mesurable et satisfait la propriété caractéristique, d’ou le
résultat.
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- OnaVneN,—-Z <X, <Zp.s..DoncVne N, Z+ X, >0p.s.,,dou:
E[Z|B] + E[liminf X, | B] = E[(Z + lim inf X,,) | B|
n—-+o0o n—-+00
= E|liminf(Z + X,,) | |
< lir_r}infE[Z + X, | B] par le lemme de FATOU conditionnel

=E[Z|B] + lirilinfE[Xn | B]

Donc E[X | B] < liminf, . E[X, | B].

Enappliquantle mémeraisonnementavec (—X,,),en, onobtient E[— X | B] < liminf,_,  E[-X,, | B].
Ou encore limsup,,_,. .. E[X,, | B] < E[X | B].

D’ou finalement E[ X, | B] ﬁ E[X | B].

Par le théoreme de convergence dominée classique,on a E[|[E[X,, | B] — E[X | B]|]] — 0,

n—+400

la domination provenant du fait que pour tout entier n :

B, | B~ EIX | B]| < [E[X. | BI+ELX | Bl < E[X,|B+EX| 5] < 2E[Z|5) € 1!

]

REMARQUE 8.17. Onavu pleinde propriétésdeE[.| B] pour des variables aléatoires L'. Elles sont
également vraies pour des variables aléatoires positives. On étend effectivement facilement ces
résultats grace au théoreme de convergence monotone.

lll. Liens entreindépendance et orthogonalité

On note parfois 'indépendance L.

On rappelle que L? est muni du produit scalaire (X | Y) = E[XY].

Si X etY sontindépendantset L?,ona (X | Y) = E[X]E[Y] # 0 en général.

Cela a alors un peu plus de sens sur A = {X € L?|E[X] = 0}. En effet, pour X,Y € A,ona
(X |Y)=Cov(X,Y),donc (X | Y) =0.

La réciproque est fausse en général. (on avu qu’elle était vraie lorsque (X, Y) " estun vecteur gaus-
sien).

Onaaussivuquesi X etY sontindépendants,alorsE[X | Y] = E[X]p.s.,douE[(X —-E[X])|Y] =
0p.s.etdonc mz(pyyX — E[X] = 0p.s..Ainsi X — E[X] € L*(o(Y)).

PROPOSITION 8.18. Soient B et C deux sous-tribus de A. Les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) BetC sontindépendantes,
(i) {X € L*(B) |E[X] =0} L {Y € L*(C)|E[Y] = 0},
(i) VX € L}(B),E[X |C] = E[X].

PREUVE
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(i) = (iii) C’estune propriété deE|.|C].

(i) = (i) Soient B € Bet(C € (.
Considérons X = 1z —P(B) € L*(B), quivérifie E[X] = 0,etY = 1o —P(C) € L*(C), qui
vérifie E[Y] = 0. Alors :

0=(X|Y)=Cov(X,Y) = Cov(lp, L¢) = E[l51c|-E[15|E[Lc] = P(BNC)—P(B)P(C)

Donc B L C.Onendéduitque B L C.

(iii) = (ii) Soient X € L*(B)etY € L?(C) telles que E[X]| = E[Y] = 0.
SiY estbornée,ona:

(X |Y)=E[XY] =E[E[X|C]Y] = E[E[X]Y] =0

Si Y n’est pas bornée, on considere les variables aléatoires Y;, qui tronquent Y a [—n, n]. Il
vient alors par convergence dominée :

(X|Y)=E[XY]= lim E[XY,]= lim 0=0
~——

n—-4o00 n—-4o00
[1<IXY|
]
THEOREME 8.19. Soit Z = (X,Y1,...,Y,) unvecteur gaussien. Alors :
E[X | (}/17 s 7Yn)] = 71-61_:30‘5(1,1/1 ..... Yn)X
En particulier : Ao, A ERIEX | (Y., Y)] =X+ 2 AY;
REMARQUE 8.20.
- AinsiE[X | Y1, ..., Y,] estune variable aléatoire gaussienne,
- Vect(1,Y7,...,Y,) est beaucoup plus petit que L?(Yy, ..., Y,) = L*(c({Y1,...,Y,})). Le
théoréme permet donc de réduire significativement la recherche de E[X | (Y3, ..., Y,)].

PREUVE Posons V' = 7.1 v,y X = Ao + iy MY
V est (Y, ...,Y,)-mesurable. Considérons Z =(V-XY,,...,Y,).
Une combinaison linéaire de coordonnées de 7 est de la forme

po(V = X) 4+ > 1Y = —poX + prodo + D (1t + 110Xi)Y;
i=1 i=1

Cestune combinaison affine des (Y;)o<i<, et de { X'}, doncunevariable aléatoire gaussienne puisque
Z est un vecteur gaussien. On en déduit que Z est un vecteur gaussien.

OnaV — X € Vect(1,Yy,...,Y,)5,doUE[V — X] = (V- X |1) =0etpourl <i<n,ona
(V=X | Y =0,
* 0 ... 0

La matrice de covariance de Z est donc de la forme | (symétrique de taillen + 1).

0
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Comme Z est un vecteur gaussien, on en déduit que V — X estindépendant de (Y7,...,Y},).
Doncsi W est (Y1,...,Y,)-mesurable bornée:

E[VW] = E[(V — X)W] +E[XW] = E[V - X]E[W]+E[XW]

Ainsi E[VW] = E[XTW] et V satisfait la propriété caractéristique de E[. | Y1, ..., Y,]. O

X 1 1 0 -1
EXEMPLE 8.21. Considerons [ YV ) ~N (( 0 ) : ( 0 5 3 )) et cherchonsE[X | (Y, Z)].

A 2 -1 3 4

Xo X 1 0 1 0 -1
Posons| Yy |=| Y |- 0 | ~WN ol,] 0 5 3 .Ona:
Zo Z 2 0 -1 3 4

EX | (Y, Z)] = E[Xo + 1] (Yo, Zo)] caro(Y,Z) = o(Yo, Zo)
=1+ E[Xo| (Yo + Zo)]

et par le théoréme, il existe Ao, A\, A2 € Rtelsque E[ X, | (Yo + Zo)] = Ao + M1 Yo + A2 Zp.

Pour trouver les coefficients on regarde E[ X, |, E[X(Yp] et E[ X Zo] :
E[Xo] = 0
E[Xo] == E[E[XO | (Yvo, Zo)“ - ]E[)\o -+ )\1}/0 + )\QZO] == )\0
E[XoYp] = Cov(Xo,Yy) =0
[XO}/E)] [()\1}/0 + )\QZO)YE)] = )\1 Var(Yb) + )\2 COV(Z(), YE)) = 5)\1 + 3)\2
[X ] COV(X(), Zo) =1
[X()Z(]] [()\ Yb -+ )\QZO)ZO] = )\1 COV(YE), Z()) + )\2 VaI'(Z()) = 3)\1 + 4)\2

= XN =0

- 5/\1+3)\2:O

— 3N +4M = —

On en déduit (Ao, A1, A2) = (0,3/11, —5/11) etdonc:

3 5 21 3 5
EX|(V.Z)] =1+ Y~ (Z-2)= 7+ Y — =7

IV. Lois conditionnelles

Les lois conditionnelles sont des objets plus généraux que les espérances conditionnelles mais
moins maniables ...

DEFINITION 8.22. [NOYAU DE TRANSITION]
v: RxBR) — [0,1]

Ondit que
a (g, 4)  — 1,(A)

est un noyau de transition si :

- pourtout A € B(R), y — 1,(A) est mesurable,

- pourtouty € R, A — v, (A) est une mesure de probabilité.

(vy)yer €st ainsi une famille de probabilités.

M1 HADAMARD 2017/2018 Probabilités Page 81sur 144



CHAPITRE 8 - ESPERANCE CONDITIONNELLE

DEFINITION 8.23. [LOI CONDITIONNELLE]
Soient X, Y deux variables aléatoires réelles. On dit que la loi de X conditionnellement aY est
le noyau de transition vy, eton note £L(X | Y) = vy, si:

V¢ mesurable positive, E[¢p(X) | Y] = /gb(as) dvy (x) p.s.

REMARQUE 8.24. - Onadmet que le couple (X,Y) étant donné, £L(X | Y) existe.
- Cela généralise E[X | Y] lorsque l'on sait que E[X ™ | Y] et E[X ~ | Y] sont finies presque
sGrement.

Onauraeneffet| E[X | Y] = /xdw(az) .

EXEMPLE 8.25. [LOIS CONDITIONNELLES]

- SiX | Y,ona, pour ¢ mesurable positive :

E[6(X) | Y] = E[6(X)] = [ 6(2) dpix(x)

Donc L(X |Y) existeet| L(X | Y) = ux |(c’est-a-dire pour touty € R, v, = ux).

- Si X est Y-mesurable, c’est-a-dire X = h(Y) pour un h mesurable,ona:

E[6(X) | Y] = E[p(h(Y)) | Y] = 6(h(Y)) = [ 6(2) dbv: (@)

Donc| L(X |Y) = dney) |

- Soit (X, Y1,...,Y,) unvecteur gaussien. Quevaut £L(X | Yy,...,Y,)?

E[¢(X) | (Y1,.... V)l =E[@(V + V) [ (Yi,...,Y,)]

oV =E[X|(Y1,...,Y,)] quiest(Y,...,Y,)-mesurableetV = X — V.

OnavuqueV ~ N(0,02) est une gaussienne indépendante de (Y7,...,Y},).
EtcommeonaE[f(X,Y)|B] = [ f(z,Y) dux(x) lorsque X estindépendantede BetY est
B-mesurable, il vient :

E[6(X) | (Y1, Yo)] = [0V +2) duioon) @) = [ 6(y) ditnvon )

Donc‘L(X | (Y1,...,Y) = N(E[X | (Y3,...,Yn)],07) ‘(0’ pouvant étre calculé).

V. Introductionauprocessusdebranchement:le processus de GALTON-WATSON

On souhaite modéliser la descendance d’un individu. La motivation initiale était de s’intéresser a
la survie des noms de Lord anglais, mais on peut aussi modéliser des bactéries qui se multiplient
par division.

On s’intéresse au nombre Z; d’individus a la génération j. On note X7 le nombre d’enfants de I'in-
dividu i de la génération j — 1. On peut représenter la situation par un arbre :
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X0=3

génération0: Z, =1
génération1:Z; =3

génération2: 7, = 3

Modélisation : on se donne 1. une probabilité sur N appelée loi de reproduction qui va permettre de
simuler aléatoirement le nombre d’enfants d’un individu. On se donne ainsi (X} ); j>1 des variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi i et on définit (Z,,),.cn la suite carac-
térisant le nombre d’individus par:

Zyp=1
Zpy =20 X pourneN

REMARQUE 8.26. Les hypotheses d’indépendance et de distribution identique sont des hypo-
theses fortes et trés simplificatrices.

NOTE 8.27. - OnaZ, =Y, X"li<z,_, donc Z, est bien défini.
- Onremarque que Z,, est défini a partirde Z,,_;. Comme Z,,_; est discréte,on a:

E9(Z,)| Znos) = h(Zaos)

discréte

ol h(z) = B[¢(Zn) | Zu-1 = 2] = E|¢( iy X7') | Zooy = 2.
Ona(Z,1 = 2) € o((XF)is1x<n1) donc Z,,_; = z et (X1);>; sont indépendants par
regroupement, d’ou :

~ Z
ou u** est la loi u convoluée z fois avec elle-méme.
AinsiE[¢(Z,) | Zn-1] = [ ¢(2) du*?r=1(2) et L(Z,, | Zp1) = dp*?n—1.
On se demande si la descendance est finie ou non?
REMARQUE 8.28. Siu({0}) = 0, alors la population est croissante et donc la dépendance est infinie.
Ona{Z, =0} C {Z,;1 = 0} doncsi A est '’événement "on a extinction de la population", alors
onaA=U,>; T {Z, = 0}. Notre but est de trouver p = P(A) = lim,_, . T P(Z, = 0).

On va utiliser les fonctions génératrices, qui jouent le réle des fonctions caractéristiques pour les
variables aléatoires a valeurs dans N :
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DEFINITION 8.29. [FONCTION GENERATRICE]
Si Z € N p.s., on définit sa fonction génératrice par :

gz . [0, 1] — [O, 1]
s +— E[s?] =Yz past

Ol:lpk :]P)(Z: k‘) > 0.
ProposITION 8.30. Soit Z € Np.s.. Alors:

- gz estanalytique sur [0, 1],
- gz est croissante et convexe, et méme strictement convexe silP(Z > 2) > 0,
- gz(1) =1letg,(17) =E[Z] (donc g,(17) < +oosi Z € L').

PREUVE

- Sis€[0,t]avect < 1,ona:

donc on a convergence normale sur [0, ¢].
— On acroissance puisque les (py)xen sont positifs. En effet g7 (s) = >y k(k — 1)pps™2 > 0.
On a stricte inégalité dans cette derniere inégalité s’il existe £ > 2 tel que p;, > 0.

- Onagy(s) = Sps kpps™™! S_>—T1i >kt kpr = E[Z].

Calculons les fonctions génératrices (g7, Jnen :

- Onagy,(s) = s' = s.

- Pourn > 1,0na:

92,(s) = Bls) = B[ 5205 7|

z 100
= E{S o Xp Z ]lZn_lzz]
2=0
+oo .
=Y E [szi—l X?]IZWFZ] par le théoréme de FuBINI positif
z=0
+oo  z
=> " ][ E[s™P(Z,—1 = 2) par indépendance
z=0 =1

_ §<gu<sm@<zn_1 _ )

Et donc finalement gz, (s) = gz,_,(9.(s)), ce quientraine: gz, (s) = gz,(g,"(s))-

Ainsi

Vn €N, gz,(s) = g,"(s)
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PRrROPOSITION 8.31. La probabilité d’extinction p = lim,,_, o, T P(Z,, = 0) est le plus petit point
fixe de g,, sur [0, 1].

REMARQUE 8.32. Onag,(1) = 1 doncilyaau moins un point fixe.

PREUVE Enremarquant que P(Z, = 0) = gz, (0) = g;"(0), il vient:

p=lim g"(0)=g,( lim g"(0)) = gu(p)

n—-4o00 n—-+400o

Donc p est un point fixe. Par ailleurs, si z est un autre point fixe. Alors 0 < z donc par croissance de
G+
p= lim ¢7(0) < lim go"(z) =z

n—+00 ~ n—4oo
Donc p est bien le plus petit point fixe de g,,. ]
THEOREME 8.33. Sipu # ) etsim = E[X]] = [z du(x), alors:
- lorsque m < 1, p = 1 et on a extinction presque slirement,

- lorsque m > 1, p < 1 eton a survie avec probabilité strictement positive.

REMARQUE 8.34. On parle de "transition de phase" en m = 1. D’un c6té, 'arbre est fini presque
sGrement. De l'autre, la probabilité qu’il soit fini est positive strictement.

PREUVE

-Sim>1:
Onag,(l) =1letg, (1) =m > 1ldoncIe > 0|Vy €]l —¢,1[,9.(y) <y (= guly) —y <
0).
Comme g,(0) > 0,onag,(0) —0 > 0.
Par continuité de y — g, (y) — y, la fonction s’annule en un point de |0, 1 — [, donc il existe
un point fixe strictement inférieur a 1.

-Sim<1:
Onag, (1) = m < 1et g, est convexe donc reste supérieure a la tangente en 1 donc stricte-
ment supérieure a la droite y = x. Ainsi le seul point fixe est 1, donc p = 1.
-Sim=1:
Onag,(1) = m = 1donc la tangente est la diagonale y = z.
SiP(X > 2) =0, alorsp; = 1donc pu = 41, ce qui est faux par hypothese.
Donc P(X > 2) > 0 et par stricte convexité on a le résultat.
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CHAPITRE 9

Martingales

I. Théorie générale des processus
DEFINITION 9.1. [PROCESSUS]
Un processus X sur l'espace de temps T a valeurs dans l'espace (F, £) est une variable aléatoire
X = (X;)se7 avaleursdans (E7,C) ou C est la tribu cylindrique.

Un processus X est donc une fonction 7 — F aléatoire. Onasouvent7 = R™ N,R,Z, . ...

Dans ce cours, on considérera uniquement| 7 = N et la tribu cylindrique engendrée par les événe-
ments du type {ZL’ T — FE | Vi € [[1, ’I’L]], x(tz) S Az} oun € N, (ti)lgign € Tret (Ai)lgign S
sont fixés.

EXEMPLE 9.2. Les marches aléatoires sont des processus.

EXEMPLE 9.3. [PROCESSUS DE POISSON]

Soit (Y;);en+ Une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi
£(1). Chaque Y; modélise par exemple le temps d’apparition d’'une panne d’une machine.
On pose pourt > 0, N; = nombre de pannes avantt = sup({n € N| X1 | V; <t}).

N est un processus sur R™ appelé processus de PoissoN (car N; ~ P(t)).

EXEMPLE 9.4. [MOUVEMENT BROWNIEN]

Il existe une variable aléatoire B = (B,);>0 € R¥" telle que:

By =0p.s.

By — By ~ N(0,t — s) (accroissements stationnaires)
Vig <ty < -+ < tp, les(By,,, — By, )o<i<n_1 SONtindépendants (accroissements indépendants)
t — B, est continue p.s.

141

On 'appelle le mouvement brownien. Son existence est compliquée (surtout a cause de la propriété
de continuité qui n’est pas une propriété de la loi de B sur (R*,C) ou C est la tribu cylindrique).

Désormais, l’espace de temps 7 sera N ou N*,
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DEFINITION 9.5. [FILTRATION]

- Unefiltration F = (F,,)nen €St une suite croissante de tribus de A.
- Si X = (X,,)nen €stun processus, on dit qu’il est adapté a la filiation F = (F,,)nen Si pour
toutn € N, X, est F,,-mesurable.

- Si X = (X,,)nen €st un processus, sa filtration canonique est FX = (FX),.n définie par

n

Vn e N, FX =o(Xo,...,Xn)

Onabiensirque X estadaptéa FX, et que toute filtration adaptée a X contient F*. F¥X estdonc
la plus petite filtration adaptée a X.

EXEMPLE 9.6. [MARCHE ALEATOIRE]

La marche aléatoire S est adaptée a la filtration canonique : 75 = FX = o({X,,..., X, }). En
effet

- SP=x+Y", X;esto(Xy,...,X,)-mesurable.

- X, =S, — S,_1esta(Sy,...,S,)-mesurable donc FX C F¥.

EXEMPLE 9.7. [PROCESSUS DE GALTON-WATSON]

On reprend les notations de la section V. du chapitre 8 : on rappelle que 'on a définit Z par:

Z():l
Zp = Zizi{lXi” pourn € N

ou les (X7);;>1 sont des variables aléatoires i.i.d. de loi .

Alors Z est adapté a la filtration définie par 7,, = o({X} |7 > 1et1 < j < n})pourn € N.

Lintérét de la filtration est qu’elle permet de mesurer le temps, dans le sens ou, si 'on est au temps
n:

- étre F,,-mesurable signifie que 'on est une fonction du passé,

- étre F,,,1-mesurable signifie que l'on est prévisible (on pouvait deviner la valeur avant).

Il. Définition des martingales
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DEFINITION 9.8. [MARTINGALE]

Soit F = (F,,)nen unefiltration et M = (M,,),en un processus adapté a F telqueVn € N, M, €
L.

- Ondit que M estune F-martingale si :

Vn € N,E[M, 1 | F.]| = M, p.s.

- Ondit que M est une F-sous-martingale si :

Vn € N E[M, 1 | Fn] > M, p.s.

- Ondit que M est une F-sur-martingale si :

Vn € NaE[Mn—i-l |‘Fn] S Mn p.s.

Comment interpréter une martingale ?

- E[M, 1| F,] estlameilleure prédiction sur le processus au temps n + 1 sachant ce qu’il s’est
passé au temps n. Pour une martingale, en moyenne, il n’y a pas d’évolution prévisible au
temps n.

- Onimagine unjoueur dans un casino pour lequel on note M, safortune au bout de n parties.
Ala (n + 1)-eme partie, ses gains sont M,, ., — M,,.
Au temps présent n, il peut estimer ce gain par :

E[Mn+1 - M, | fn] = E[MnJrl | fn] -
Si le jeu du casino est équilibré, alors M est une martingale.

EXEMPLE 9.9. [MARCHE ALEATOIRE]

Considérons (S?),,cn une marche aléatoire issue de x et notons F = FX. On suppose les (X;)i>1
de classe L'. Alors:

E[SZH |]:n] = E[SZ + Xn+1 |]:n] = Sﬁ + E[XnH | ]:n]
Donc la marche aléatoire est :

- une martingale siE[X;] = 0,
- une sous-martingale siE[X;] > 0,
- une sur-martingale si E[X;] < 0.

REMARQUE 9.10.

- Sl n’y a pas d’ambiguité, on ne reprécise par la filtration et on dit martingale au lieu de
F-martingale.

- Silafiltration n’est pas précisée, on utilise la filtration canonique.
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On a bien sdr:
- M estune martingale si et seulement si M est une sous-martingale et une sur-martingale,

- M est une sous-martingale si et seulement si — M est une sur-martingale,

- Les notions de martingale, sous-martingale et sur-martingale sont stables par somme.
PROPOSITION 9.11.  Soit M = (M,,),en un processus adapté a F (ouVn € N, M,, € L'). Alors :
- M estune martingale <= Vk € N E[M, | F.] = M, p.s.

- M estune sous-martingale <= Vk € N,E[M, 1 | F.] > M, p.s.
- M estune sur-martingale <= Vk € N.E[M, | F.] < M, p.s.

PREUVE

<= Onappliqueaveck = 1.

= On procéde par récurrence. Par exemple pour le deuxiéme point (les autres sont similaires) :
- Sik=0,onaE[M, | F,.] = M, > M, p.s..
- Sile résultat est vrai au rang k, alors :

E[Mn+k+1 |F7L} = ]E[E[MnJrkJrl |Fn+k] |fn] Z E[Mn+k’ | fn] Z Mn

>My 4 P.S.

ou 'on a utilisé pour la premiére inégalité la croissance de 'espérance conditionnelle,
et pour la seconde ’hypothese de récurrence.

D’ou le résultatau rang k + 1.

EXEMPLE 9.12. [PROCESSUS DE GALTON-WATSON]

Supposons que les (X7}); j>1 sont L' et posons m = E[X]].Ona:

(
E[Zz 1y .— k}
~E| Y

k>0
k>0
= E|lz, - kZXZ] par le théoréme de FUBINI
k>0 =1
k
= E[ZXﬁ]IP’(Zn_l = k) par indépendance
k>0 Li=1
_ ( KP(Z, 1 — k))m _E[Z, m
k>0
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REMARQUE 9.13.

- Si M est une martingale, alors (E[M,,]),cn est constante.
- Si M est une sous-martingale, alors (E[M,,]),cn est croissante.

- Si M est une sur-martingale, alors (E[M,,]),.cy est décroissante.

Zn
Posons Y,, = — pourn € N. Alors on a pour toutn € N: E[Y,] = 1.
mn

| PROPOSITION 9.14. Y = (Y,),en est une martingale.

PREUVE On calcule:

1
E{YnJ’»l |.Fn] = mnl+1E[Zn+l |fn]
1 bt ‘
- mn+1E Z Lz,—k ZXnJrl |~7:n
k>0 =1 -
1 L T .
=— S Elz > X0 | Fa par le TCM conditionnel
k>0 =1 -
1 L T :
= — > ]lanE[Z X | Fu puisque 1z, est F,,-mesurable
k>0 =1 -
1 1
= > kmly, oy =—> klg
mn+1 >0 mn >0
1
=7, =Y,
mn

Il. A. Construction de martingales en pariant

On considere une F-martingale M et un joueur de casino dont les gains a la (n + 1)-éme partie
jouée sont représentés par M, ., — M,. On suppose que la joueur parie la quantité 1 a chaque
partie.

Un autre joueur parie la quantité H,, . sur le résultat de cette partie (n + 1)-eme partie. Ses gains
lors de cette partie sont H,, .1 (M, 1 — M,,).

NOTE 9.15. On a par exemple:

- SiH, 1 = 1, le deuxieme joueur gagne les gains normaux,
- Si H,.1 = 2,ilgagne le double des gains,
- SiH,., = 0,ilnejoue pas,
- Si H,;1 = —1,iljoue pour le casino / contre le premier joueur.
Les gains cumulés par le second joueur au bout de n parties valent -7, H;(M; — M;_4).

Le joueur ne voit pas le résultat de chaque partie a 'avance donc on demande que pourtoutn € N,
H,, soit F,,_1-mesurable.
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DEFINITION 9.16. Soit F une filtration.

- Ondit que (H,)nen+ est prévisible si pour tout n € N*, H,, est F,,_;-mesurable,

- SiH = (H,)en- estprévisibleet M = (M,,),en est adapté, on définit le processus adapté

(H.M) par:
(H.M)o =
(HM)n = ?:1 H’L(MZ — Mifl) pourn < N*

THEOREME 9.17. Soit F une filtration.

- Si H est prévisible et borné (vn € N, |H,,| < C,, p.s.) et M est une martingale, alors (H.M)
est une martingale.

- Si H est prévisible, borné et positif et M est une sur-martingale, alors (H.M) est une sur-
martingale.

- Si H est prévisible, borné et positif et M est une sous-martingale, alors (H.M) est une sous-
martingale.

REMARQUE 9.18.  On retourne au casino. Si H est équilibré et M est une martingale, ceci signifie
que quelque soit la stratégie de mise, H,, peut étre n’importe quelle fonction f,, (Mo, ..., M, _1),
alors (H.M) est une martingale. En particulier, E[(H.M),] = 0. Ainsi, il n’y a pas de gain positif
en espérance ("on ne peut pas battre le casino").

Réciproquement, si pour tout H prévisible, M est adapté et pour toutn € N, E[(H.M),] = 0,
alors M est une martingale.

PREUVE

On remarque d’abord que si H est borné et les (M,,),ey sont L', alors pour toutn € N, (H.M),,
est L'.

- Pour le premier point,ona:

E[(H-M)ni1 | Fo] = E[(H- M)y + Hp1 (M1 = My) | Fo]
)n + Hn—i—l(E[Mn—‘rl |~Fn] - Mn)
In car M est une martingale

(M
(H.M

- Les deux autres points sont similaires.

lll. Temps d’arrét

Onva introduire la notion de temps d’arrét, qui est aussi utile en dehors du cadre des martingales.

DEFINITION 9.19. [TEMPS D’ARRET]

Soit F une filtration. On ditque 7" : Q@ — N U {400} est un temps d’arrét si pour toutn € N,
{T =n} e F,.
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REMARQUE 9.20. Un joueur peut jouer jusqu’a un instant 7' qu’il doit pouvoir décider uniquement
en fonction de ce qu’il s’est passé jusque la donc ’événement "le joueur arréte au temps n" doit
étre F,,-mesurable.

Ona:

T estuntempsdiarrét <= VneN{T =n}eF,
— VneN{T'<n}eF,
<~ VneN{T>n}eF,

EXEMPLE 9.21. Soient X unprocessusavaleursdansRadaptéa F,A € B(R)etT, = inf {n e N| X,, € A}
le temps d’attente de A (avec la convention inf @ = +o0).
Alors T'4 est un temps d’arrét. En effet, on a pour n € N puisque F,, est adapté :

{Ta>n}={Vi<n X;¢& A} € F,

Pour la marche aléatoire simple sur Z, on peut considérer, pour L € N fixé, T}, le plus petit entier
ntelque S, = L.Onsaitque T}, < +oo p.s. puisque limsup,,_,, ., S, = +00 p.s.. On s’intéressera
alors a la suite a E[T7].

SoitT =inf{n e N| X,, <0et30 < p < n|X, > 10} lepremier passage strictement négatif apres
un passage strictement supérieur a 10.
Alors {T' > n} = {Tpiey > n} UUZ; {X, > 10etVj € [p+1,n], X; > 0} € F,.

PROPOSITION 9.22.

- Si SetT sontdeuxtemps d’arrét, alors S AT = min(S,T) et SV T = max(S,T) sont des
temps d’arrét.

- Si (T )ken est une suite de temps d’arréts alors sup ey 1. etinfren T}, sont des temps d’arrét.
PREUVE Montrons par exemple que supcy 7% est un temps d’arrét. On a pourn € N:
{suka Sn} = {Ix <n}eF,

keN keEN

On définit, pour T temps d’arrét :

Fr={AeF |VneN AN{T =n} e F,}

oU Foo = 0(Unen T Fn)-

Soit un joueur dans un casino dont la fortune est modélisée par le processus X.
S’iljoue jusqu’au temps d’arrét T', ses gains sont donnés par le "processus arrété" (X, r)nen €t sa
fortune finale sera (si 7" < 400 p.s.) X7.
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| PROPOSITION 9.23. Soit X adapté et T' un temps d’arrét. Alors T et X1 sont Fr-mesurables.

PREUVE

- T est Fr-mesurable:
Onao(T) = o({{T =k} | k € N}). Fixons k € N et vérifions que {T' = k} € Fr, Cest-a-
dire que pourtoutn € N,{T' =k} N{T' =n} € F,:

B L _ | {r=n}eF, sin=k
{T—k}ﬂ{T—n}_{ o eF, sinon
Donc T est Fp-mesurable.

- Xrest Fr-mesurable:
Onao(Xr)=0c({Xr € A} | A € B(R)).Or,pourn € N:

(Xre AAN{T=n)= {X,€ A} n{T=n}eF,

€F, car X adapté

O
I LEMME 9.24. Soient S etT des temps d’arrét tels que S < T. Alors Fs C Fr.
PREUVE Soit A € F5.Onapourn € N:
An{T =n} = An{S=p}n{T' =n} e F,
—_y)
p= €FpCFn
O

REMARQUE 9.25. T' = n est un temps d’arrét. On a bien 77 = F,,.

REMARQUE 9.26. Soient (X;);cn+- des variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-

tribuées L' telles que E[X;] > 0.Onsaitque = 37" | X; - E[X;] > Op.s.donc Y} | X 5, Toops.
Alors T = sup{n € N| >I' | X; < 0} est fini presque srement. Cependant, ce n’est pas un

temps d’arrét en général!

THEOREME 9.27. [THEOREME D’ARRET (FAIBLE)]

Soit F une filtration, M une martingale et T' un temps d’arrét. Alors :

- (Mua1)nen est une martingale, appelée martingale arrétée.

- S’ilexiste C' < +oo telque T < C' p.s., alors E[Mr] = E[M,).

NOTE 9.28. Le premier point est tres utile. Le second est peu utilisé puisque ’hypothése sur T" est
assez contraignante.
PREUVE

- Soit,pourn € N, H,, = 1,,<7.Alors H,, est F,,_;-mesurable puisque {n < T'} = {T" > n — 1}.
Donc H est prévisible borné.
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Donc (H.M) est une martingale. Or,on a pourn € N:
n nAT
(HM), =Y Hi(M; — M;_y) => (M; — M;_1) = Myar — Mo

i=1 i=1

Le processus constant (My),en est une martingale, donc (M,,a7)nen €St une martingale en
tant que somme de martingales.

- (MpaT)nen €st une martingale donc :
E[M,nr] = E[Morr] = E[Mo)]

Or,pourn > C,onan AT =T p.s.,donc E[M7| = E[M,].

. A. Application a la ruine du joueur
a. Casd’un casino équilibré

Soient (X;);en+ des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi de RA-
DEMACHER :

PX;,=1)=P(X;=-1)=—

On considere un joueur qui commence avec la somme z € N* et dont on modélise le gain a la
i-eme partie par X;. Le joueur s’arréte s’il obtient une somme L € N avec L > z ou s’il est ruiné.
Safortune au temps n € N (s’il ne s’est pas arrété avant) est S* = = + > | X;.

Onpose Ty} = inf {n € N| S, = 0ou S, = L}. C’estun temps d’arrét.

On cherche la probabilité de faire fortune et le temps de jeu.

Puisque lim sup,, ,, ., S, = +oop.s. etliminf, ,, S, = —ocop.s.,ona Ty} < +oop.s..

- Probabilité de faire fortune. Notons A = {Sr,, ,, = L} l'événement "le joueur fait fortune".
On sait que (SxAT{O L})neN est une martingale, donc:

n

x _ xr —
E[ TL/\T{()’L}] - EI:SO/\T{O’L}] =z
.. . . x x p.s. z .
Ainsi, par convergence dominée, puisque SMT{M} < Let SMT{O’L} S ST{M} :
z —
E[ST{O,L}] -7

Ainsiz = E[1 4L + 140] = LIP(A). On en déduit la probabilité de A :

P("le joueur fait fortune") =

IRk

REMARQUE 9.29. - Le résultat est assez intuitif puisque la probabilité tend vers 1 lorsque
x — Letvers0lorsque x — 0.
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- on utilise trés peu de choses sur S. On peut montrer que le résultat reste vrai si l'on
autorise des paris H : M,, = x + (H.S),, ou H est prévisible, entier, prend une infinité
de fois des valeurs non nulles presque slirement et vérifie Vn € N, |H,,| < min(M,,, L —
M,).

- Temps de jeu : on s’intéresse au temps de jeu moyen : que vaut E[Ty 1] ?
Ona,pourn € N:

]E[(Sﬁ+1)2 |]:n] = E[(Sg>2+2Xn+IS£+XT2L+1 |]:n] - (SZ)2+2E[XR+1 | Fn] SZ""l - (Sﬁ)Q—f—l
S —

:E[Xn+1}:0
Posons alors Y,, = (S%)? —npourn € N.Ona:
E[Yoi1 | Fo] = E[(Spi0)* [ Fal =n— 1= (S))* +1-n—-1=Y,

(Yantyo 1y Jnen est donc une martingale. D’ou E[Y,,nzy, ;] = E[Yonr, ,, -
Or,d’une partIE[YOAT{O,L}] = E[(5%)? — 0] = 22
Et d’autre part E[Y,n7, ,,] = E[( ﬁ/\T{O,L})Q] — E[n A T{o,13]. Le premier terme tend vers

E[(S?;{O L})Q] par convergence dominée et le second vers E[T}, ;1] par convergence mono-

tone.

Finalement on obtient 22 = E[(S% )2 = L2154 + 1 40, il

T{O,L})Q] — E[T}0,11], et puisque (S7
vient E[T(o.r}] = L’P(A). Dol

Tro,1y

E[T{07L}] = (L - I)ZE‘

REMARQUE 9.30. La durée de jeu la plus longue correspond donc a une mise initiale qui vaut
la moitié de la somme souhaitée. C’est assez logique puisque l'on a une symétrie.

REMARQUE 9.31.  On peut avoir un temps d’arrét fini presque sirement mais d’espérance infinie.
Soit par exemple la marche aléatoire qui part de 1. On sait que 7T, = inf {n € N|S! =0} <
+00 p.S..

Or, Ty = limy,_, o T TYo,}, dONC par convergence monotone :

b. Casd’un casino déséquilibré
Soient (X;);en+ des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées telles que :
1
PX;=1)=p et PX;=-1)=¢q=1-p avec0<p<§<q<1

(Sn)nen N'est pas une martingale : on cherche alors une fonction f telle que (f(.S,))nen SOit une
martingale.

Cherchons o > 0 tel que (" ),.en Soit une martingale (o # 1 si possible) et posons, pourn € N,
Y, =a%.0na:

E[Yi1 | Fn] = B[ a1 | F] = o5 E[a™*+] = o (pa + ga™)
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Donc (Y;,)nen €st une martingale si et seulementsipa +ga ! =1 < a=1oua = %.

Prenons donc o = %. Onaque (YMT{O L})neN est une martingale, donc:

q xX
E[Yn/\T{O,L}] = E[YD/\T{O,L}] = <p>

Or, en utilisant le lemme de BOREL-CANTELLI, on vérifie que {Tt0,0y < +00} pss..

X
. ’ _ g
e Yr, on a par convergence dominée E[YT{M}] = (p) .

() Lt L

Et puiSque Yn/\T{mL} 0,L}?

Ainsi (%)I =E ou encore P(A) (%)L + (1 -P(A4)) = (%)x, et finalement :

P("le joueur fait fortune") =

IV. Convergence de martingales

On veut des hypotheses faibles qui assurent la convergence de martingales presque slire ou dans
L.

IV.A. Exemples

EXEMPLE 9.32. [MARCHE ALEATOIRE SIMPLE]

Regardons d’abord la marche aléatoire simple sur Z : on rappelle que 'on définit S* par

Sg ==
ST =z +3>",X; pourn e N*
ou (X;);en- est une suite de variables aléatoires i.i.d.de loi de RADEMACHER.

Onavn € N,|S%., — SZ| = 1p.s.donc (S7),cn ne converge pas presque slirement.
Deplus, par le théoréme central limite,on a % ﬁ N(0,1),doncE[|SZ|] = O(y/n) —, oo

- Soit Tyo,ry = inf {n € N| S, € {0, L}} ol x, L sontdesentiers telsque 0 < = < L.
Onavuque (S“"fAT{0 L})neN est une martingale et Ty 1, < +oo p.s..

n

x p.s.} x
DonCSn/\T{OvL} n——+o0o ST{O,L}'

On a méme convergence dans L', par convergence dominée puisque Vn € N,
L.

— Considérons (S .z, Jnen 0t Ty = inf {n € N| S} = 0}. On sait que T;, < +oo p.s..

n

1 P.S. 1
Donc S, A7, e St

Cependant, on n’a pas convergence dans L' puisque

E[Si/\To] = Sol/\To = 1 ;é 0 = E[S%o}

x
n/\T{O’L}

On peut donc avoir E[My] # E[M,] pour T temps d’arrét fini presque slirement.
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EXEMPLE 9.33.

- Revenons au casino et considérons la suite H = (H,,),en+ définie par:

H =1
Vn > 2, H, = { 2H, 1 siX,.;=-1

1 si anl =1

En gros, on part d’'une mise initiale unitaire puis on double la mise lorsque l'on vient de
perdre, et on remise 1 quand on vient de gagner.

Soit, pourn € N, M,, = (H.5),, = >1, H; X;. Alors (M,,),cn est une martingale.
Posons T} = inf({n € N* | X,, = 1}). Alors:

T1—1
(HS)p =Y —2+2h1 =1

=0

On définit alors par récurrence, pouri € N*, T;,; = inf({n > T;| X,, = 1}) le temps de la
i-eme victoire. On en déduit (H.S)r, = i p.s.. Ainsi:

(H.S)r, o, toops.

Est-ce la bonne maniére de parier? 1l semble en effet que l'on puisse gagner un gain infini.
Cependant, on remarque que pour¢: € N, T,y —T; ~ G (%) (en posant par convention
Ty = 0). Ce n’est donc pas la bonne stratégie de pari, car on peut avoir des temps d’attente
tres long sans gain, et donc étre ruiné avant d’empocher un gain important.

- Soit (Y;);en+ Uune suite de variables aléatoires indépendantes d’espérance nulle. Alors on vé-
rifie que (31 Y;)nen €St une martingale.
Soit (X;);en+ Une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi de RADEMACHER. Appliquant ce ré-
sultat a la suite définie par M,, = 1 + I, 57 pourn € N, on a que (M,,),en est une martin-

gale et de plus M, 5_1_}; My ol My = 1+ 300 X1
Comme les (££H),c+ suivent une loi B(3), on a que M, ~ U([0, 1]).

1

— Soit M = (M, )nen une martingale telle que M,, =5 M.

n—+oo
On a, pour tout k € N, E[M,, 1 | F.] = M,,donc E[M, | F,] = M, p.s. puisque E|. | B] est
linéaire et contractante pour L, (C’est-a-dire |E[. | B]| < E[|.| | B]) donc est continue pour L*.
PROPOSITION 9.34. Soit Z € L' et F une filtration.

Alors la suite (M,, = E[Z | F..])nen est une martingale, appelée martingale fermée.

REMARQUE 9.35. On vient de voir que si M,, AN M., alors (M,,) e est fermée.

n—-+o0o

PREUVE OnaVn € N E[M, 1| F.] = E[E[My | Friil | Fu] = E[My | Fn] = M, p.s.. O

EXEMPLE 9.36. SoientU ~ U([0,1]) etpourn e N, F, =0 ({2% <U<Hlke Z})
Alors F = (Fy)nen- st une filtration. Posons, pourn € N, M,, = E[U | F,,]. C’est une martingale
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fermée.
Considérons le développement dyadique de U :

U= Z—ps

On sait que les (U;);en~ sont des B(1/2) indépendantes.
Ona,pourn € N, F,, = o({U;|i € [1,n]}) et

MnZE[U|fn]=E[ZU|U1,...,Un]+E > gj|Ul,...,Un}
= i=n+1

Uiy noUi-1 &1 1 2]

222217 Zn+1§_z 21+1 212Z+1:§+Z 2i+1

On retrouve le méme exemple que précédemment.

IV.B. Convergence presque siire de martingales
LEMME 9.37.

- Soient M une martingale et ¢ une fonction convexe. Alors (¢(M,,) ) nen €St une sous-martingale.

- Soient M une sous-martingale et ¢ une fonction convexe et croissante. Alors (¢(M,,) ) nen €St
une sous-martingale.

PREUVE

- Parlinégalité de JENSEN, on a E[¢p(M,, 1) | Fu] > ¢(E[M, 11 | Fn]) = ¢(M,,).

- De méme, I’égalité étant remplacée par >.

Ily a en gros deux obstacles pour qu’une suite (u, ),en Ne converge pas:

- 50it (|un|)nen diverge,

- 50it (4, )nen OScille.

Soientu = (u,),eny € RN eta < b.
Onpose S, ,(u) = inf {n € N|u, < a}etT,,(u) =inf {n > S, ,(u)|u, > b} puis par récurrence:

e SUEN(w) = inf {n > T} (u) |u, < a}
Vi e N , i1 z+1
Toy (u) = inf{n > S (u) |u, > b}
puis on considére pourn € N, N7, (u) = sup {i € N*| S} ;(u) < n} le nombre de montées avant
n (oU l'on définit une montée comme étant 'un des intervalles ([S?, T"))ien+).
On controle le nombre d’oscillations entre a a b en regardant No¢ (u) = lim,, o T N7y (u).

NoTE 9.38. Danslasuite, lorsque a et b seront fixés, on pourra omettre les indices a, b aux quantités
définies ci-dessus.
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I LEMME 9.39. (Va < brationnels, N33 (u) < —l—oo) = (36 e RU{£o0} |u, — £>

n—-+o0o

PREUVE

<~ Siu, - l,onal # aoul # b. Supposons parexemple ¢ # beth > /.

Pourn € Nassez grand, u,, < b donc pour certain iy € N*,; ona Vi > i, S;b(u) = +4-00.
On en déduit N g5 (u) < ip < +oo.

— Par contraposée, si u,, 7 ¢, alors u a au moins 2 points d’accumulation distincts /; et /5.
n—

(e.9]

Prenonsa,b € Qtelsque /; < a < b < fy.Alors N5 (u) = +oo.

O]
LEMME 9.40. [INEGALITE DES MONTEES DE DOOB]

Soient X une sous-martingale et a < b fixés. Alors :

Vn € NJE[N],(X)] < E[(X, —a)y — (Xo —a)4]

b—a

PREUVE Regardons la suite (Y,, = (X,, — @) )nen. C’est une sous-martingale par le lemme 9.37
puisque x — (x — a), est convexe et croissante.
Considérons alors, pourn € N*; H,, = T, gans une montée” = Dy ]ls;b(X)<n§T;',b(X).
Par construction, la suite Z = (Z,,) ey définie par
. Zyi1 =25, (X)
Vi e N*, ’ .ty

a

est une suite croissante de temps d’arrét qui est méme strictement croissante jusqu’a ce que l'un
des termes ne vale éventuellement +occ.

Onaque (H,)nen est positif, borné (puisque pourtoutn € N, H,, € {0, 1}) et prévisible. On calcule
alors,an € Nfixé:

Sl N"P—1 Ti Si+l
(HY),=> Hi(Yi—Yi1)+ > ( o H(Y-Yi)+ > H (YW —Yk-— 1))
=1 i=1 k=Si+1 \:’f k=Ti+1
TN"
+ Y HMW-Y1) +R,

kZSNn-‘rl —1

N’n.
=1 Y
>(b—a)+ 0

n 0 Si SN'VL+1 Z n
Ry= Y Hp(Yi—Yia)= S (Yo Yit) =Yy~ Yenr >0 siSyni <7

k=TN"+1 k=SN" 41
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puisque TV"*+1 > n. Ainsi R,, > 0.
Finalement, on a pour toutn € N*, (H.Y'),, > N"(b — a).

De plus, (1 — H,,),.en- est borné, positif et prévisible, donc ((1 — H).Y') est une sous-martingale.
Ainsi, pourn € N*,E[((1 — H).Y),] > E[((1 — H).Y )] = 0, puisE[(H.Y),] > (b — a)E[N"] = 0.
Donc par bilinéarité de X, Y —— (X.Y),onaE[(1.Y),] > (b — a)E[N"] = 0.

Ce qui conclut puisque E[(1.Y),] = E[Y,, — Yo] = E[(X,, —a), — (Xo —a)]. O
THEOREME 9.41. Soit X une martingale vérifiant sup,,cy E[(X,,)+] < +o0.

Alors il existe une variable aléatoire X ., € L' telle que X,, _'j—'} Xeo

REMARQUE 9.42.

- Attention, on n’a pas forcément convergence L' !

- Une suite croissante bornée est convergente.
Pour une sous-martingale, on aVn € N, E[M,, 1 | F,] > M,, il suffit donc de la majorer
pour la rendre convergente.

- Vk € N, E[(X))-] = E[(Xi)1] — E[X)] < sup,,en E[(Xn)+] — E[Xo] < +oc.
DoncVk € N, E[| Xy|] < 2sup, ey E[(X5)+] — E[Xo].
La condition du théoréme est donc équivalente a sup,,cy E[| X,|] < +oc.

- Onaégalement le résultat: si X est une sur-martingale positive alors il existe une variable
aléatoire X, € L' telle que X, % X
(X positive implique Vn € N, E[(X,,)_] = 0).

- On en déduit plein d’autres criteres de convergence pour les martingales : si M est une
martingale bornée dans L' ou minorée ou positive ou ..., alors M, % M, € L.

PREUVE Soit X une martingale telle que sup, .y E[(X,)+] < +00.
Soient a < bdeux rationnels et C' = sup,, o E[(X,)+].
D’aprés l'inégalité des montées, on a pourn € N:

1
E[N;(X)] < E[(X, —a); —(Xo —a)y] < ——E[(X,) 4] + |a])
b—a — b—a
<0
et on obtient par convergence monotone :
C + |a
EINX(X)] <
[ a,b( )] = b—ua

Ainsi N2G(X) < +o0o p.s., puis (Va, beQ NZX) < +oo) p.s. (en tant qu’union dénombrable
d’événements presque sirs).
Ainsi, il existe X, € RU {£o00} telle que X, % X, etonaparlelemme de FATOU :

E[| Xo|] = E[hg}llnf X ] < lim nf B[|X,|] < +oo

Donc X, € L'. En particulier, X, < +o00 p.s.. ]
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EXEMPLE 9.43. [PROCESSUS DE GALTON-WATSON]

En supposant les (X?); jen- dans L' eten notantm = E[X;] = Y yen ku({k}) < +o0,0navu que
(Yn = @) . éstune martingale.

La propriété précédente donne qu’il existe Y., € L' telleque Y, % Y.

n—-+00

-Sim<l:onam™"Z, —> Y, donc 7, 250,

n—-4o0o n—-4o0o

Puisque (Z,,),en est une suite d’entiers, on en déduit que Z,, = 0 p.s. pour n assez grand. Et
donc on a extinction presque sirement.

- Sim=1:0naVn € N,Y,, = Z, etdonc Z, est stationnaire presque sirement, ce qui n’est
possible que si Z,, = 0 p.s. pour n assez grand ou y = 4;.
-Sim>1:onam™"Z, iy Y.
n——+o00o
Ainsi, si P(Y,, > 0) > 0, alors lorsque (Y, > 0),0ona Z, % ~+o00.
Ainsiily a survie avec probabilité strictement positive.

REMARQUE 9.44. On retrouve la propriété 8.33. Cependant, ici, rien ne permet de montrer
que P(Y, > 0) > 0.

Le théoréme précédent nous dit qu’il est trés simple pour une martingale de converger presque
slirement vers une limite dans L' : il suffit de garantir la non-explosion :

- pour une sous-martingale ("croissant en moyenne"), il suffit qu’elle soit majorée (Vn, M,, <
C' p.s.) ou quesup,. y E[|M,|] < 400 ou quesup, yE[(M,)+] < 400,

- pour une sur-martingale ("décroissant en moyenne"), il suffit qu’elle soit minorée ou qu’elle
soit positive ou qu’elle soit bornée dans L,

- pour une martingale, n’importe laquelle de ces conditions suffit.

IV.C. Convergence L!

Soit M = (M,,) e Une martingale. On sait que si M converge dans L', alors M converge presque
sirement, mais la réciproque est fausse :

EXEMPLE 9.45. Considérons une marche aléatoire (S}),,cn issue de 1.
p.s.

Soit T = inf {n € N|S! = 0}.Onsaitque T < +o0 p.s.. Donc S} . - St =0.

Cependant, on n’a pas convergence dans L' puisque

[Sl/\TO] SO/\TO - 0= [STO]

n—-+o00

PREUVE [}/ CONVERGE DANS L' = M CONVERGE PRESQUE SUREMENT]

On asup,ey E[|M,|] < sup,en(E[[Mn — Moo|] + E[| Moo H)<+oo
Donc il existe Z, telle que M, % Zoo. Ainsi, M, —> Z~ . Mais puisque M,, LN M,

n—-+00 n—-+00

on obtient par unicité de la limite que Z,, = M, p.s.. ]

M1 HADAMARD 2017/2018 Probabilités Page 104 sur 144



CHAPITRE 9 - MARTINGALES

La notion fondamentale pour obtenir la convergence L! est 'uniforme intégrabilité.

SiX, —— X.:

n—-+0o

(Xp)nenest Ul <= X, 5 X

n—-+4o0o

LEMME 9.47. Si X € L' et (B;);cs est une famille de sous-tribus de A, alors (E[X | B;])icr est
uniformément intégrable.

PREUVE On sait que X est uniformément intégrable.
Sionfixee > 0, il existe 9 > 0 tel que

(x) VA,P(A) <0=E[|X|14] <e
Fixons ce ¢. On a, par 'inégalité de MARKOV :

EIEX B _ EE(X] |Bi]] _ E[X]]

P(ELX | B]| > 1) < “o 100 < 2 .

Soit Ly = M.Alors, pourtouti € I et L > Lo,onaP(|E[X | Bj]| > L) < 4. Calculons:

E[E[X | Bl Lgpx | )>0) < BE[X]|B] Ligix s)>L ]
—_——
B;-mesurable borné
= E[|X| Ligix | 8)>1) par la propriété caractéristique de E[. | 5]
<e par (%)

THEOREME 9.48. Soit M = (M,,),en Une martingale. On a équivalence entre :

(i) (M,)nen est uniformément intégrable.

1
(ii) il existe une variable aléatoire M., € L* telle que M,, pif M.

n—-+00

(iii) M est une martingale fermée : il existe Z € L' telle que ¥n € N, M,, = E[Z | F,,].
De plus, on a un lienentre Z et M, :

- SiM, % My, alors¥n € N, M,, = E[M, | F,,] : on peut donc choisir Z = M.

n——+oo

_ SiVn € N, M, = E[Z | F), alors M, "% R[7Z| Fo] avec Fao = o(Upen T F):

n——+o00
PREUVE

(iii) = (ii) On applique le lemme précédent.

M1 HADAMARD 2017/2018 Probabilités Page 105 sur 144



CHAPITRE 9 - MARTINGALES

(i) = (ii) Si (M,,)nen est uniformément intégrable, alors sup,,cy E[|M,|] < +oc, donc (par le théo-
réme de convergence presque siire des sous et sur-martingales) il existe M., € L' tel que

M, 2% M_.Etdonc,en utilisant le rappel, ona M, AN M.
n—-+oo n—-+oo
(ii) = (iii) Déja vu: par continuité de E[. | F,] sur L', onapourn € N:

M, =E[M, | F] = E[M.|F)

k—4o0
Donc M,, = E[M | F,.)-

Reste a montrer le tout dernier point.
Sivn € N,M,, = E[Z | F,], alors M, pi—>|+L M, puisque (iii) = (ii). Montrons que M, =

E[Z | F| p-S..
Soit A € F,,.Pourk > n:

EF

puisque |E[My 1 4] — E[M14]| < E[|Ms — M| s 0 puisque Mj, kL—} M.
—+00 —+00
Donc pourtout A € U, ey Fn, on @ E[Z1 4] = E[M1 4].
Posons C = U,,ex Fn, qui est stable par intersection finie et M = {A | E[Z1 4] = E[M 1 4]}.
On vérifie que M est une classe monotone et on a vu que C C M, donc par le lemme des classes
monotones : F,, = M. Ainsi:

VA € Foo, B[Z1 4] = E[Moo1 4]

Ainsi M, = lim,,_,, o, M,, p.s. est F.-mesurable,donc E[Z | F,] = M. O

REMARQUE 9.49. M estbornéedans L! implique convergence presque siire, mais pas forcément
convergence L' (il faut 'uniforme intégrabilité en plus).
Mais pour p > 1, M est bornée dans L? implique convergence L.

a. Application: les urnes de PoLyA

On considére deux populations de bactéries, des rouges et des bleues. Initialement,ona Ry = r
bactéries rouges et By = b bactéries bleues ou r,b € N*. A ’étape n € N, une bactérie prise au
hasard se divise en 2, disparait et est remplacée par 2 bactéries de sa couleur.

Onsedonne (X,,) ey variables aléatoiresindépendantes etidentiquement distribuées de loi 4 ([0, 1]).
Soitn € N. R, et B, étant fixés, la probabilité que ce soit une bactérie rouge qui se divise a I'étape

n+lest gl Onaly ~ B(z225-), quivaut donc 1 avec probabilité 72—

On pose ainsi (R, By) = (r,b) et par récurrence :

R
< ‘n_
1=Rn+Bn

Rpyr = Ry + ]anJrlS Rnian
Bn+1 - BTL —|_ ]1

Rp
Rn+Bn

‘v’neN,{

Xnt1>
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Si F, = o({X;|i € [1,n]}), alors R et B sont des processus adaptés a F.
L'objectif est de comprendre [’évolution de la proportion (Yn = Rﬁan) . de bactéries rouges.

Soit n € N. Tout d’abord, on remarque que R,,.1 + B,.1 = R, + B, + 1 (en sommant les deux
égalités ci-dessus), et donc par récurrence :

R,+B,+1=r+b+n

DoncY, = = Calculons:

(R +E[lx, <y, | Fal)

Ry + 1y,
BV | o] = B[S et 7

r+b+n+1 T rdbtn+l
1 1 1
=— (R, /nx d)an Y,
r+b+n+1< Ty tesva 4T r+b+n+1( +¥n)
1
= (1+——— R,
7"+b+n+1< +r+b+n)
=Y,

Donc (Y},),en €st une martingale.
RAPPEL 9.50. On a utilisé que si X estindépendante de B et Y est B-mesurable, alorson a:

E[6(X,Y)|B] = [ 6(x,Y) dpux(a)

1
Deplus,ona0 <Y, < 1p.s.,donc (Y,),cy est uniformément intégrable. Ainsi Y,, p:—>J|rL Y.

- Regardons le cas particulier ot » = b = 1 (onainitialement une bactérie de chaque couleur).
On montre par récurrence que Vn € N, R,, ~ U([1,n + 1]):

- Clestvrai pour Ry ~ 51.
- Oncalcule:

P(R, = k) =P(R,_1 =k — 1N "unrouge se divise")
+ P(R,,—1 = kN "un bleu se divise")

:1k—1+1<1_ k > par hypothese de récurrence
nl4+n n 14+n

1

Cn+1

(le méme calcul reste vrai pour k = 1 et k = n + 1 car le terme absent est alors nul)

Ainsi,pour(0 <t <1:

[t(n+2)]
PY,<t)=P(R, <t 2) = —"-" t
(Va < 8) =P(Ry St +2)) = T2
0 sit<o0
Donc Fy_(t) =4 t si0<t<1.Ainsi|Y, ~U([0,1])]
1 sit>1
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- Cas général : sir, b sont des entiers non nuls quelconques, on peut montrer que :

p.s. | Lt _ .
Y, —|> Yoo ~ crpa” 1 - ik "Mo<per dr

n—-+o0o

ou ¢,.;, est une constante de normalisation.

REMARQUE 9.51. On a une convergence presque slre vers une variable aléatoire de loi qui n’est pas
un dirac.

SiT:Q — NU{+o0} est un temps d’arrét (avec éventuellement P(T' = +o00) > 0) et X est un
processus tel que X, p—} Koo, on définit Xor = 3 ey Xpnlr—n + Xoolr— i o-

n—-+0oo

THEOREME 9.52. Si M est une martingale uniformément intégrable et T est un temps d’arrét, on

sait que M, p% My et M,, = E[My | F,.]. Alorsona| My = E[My, | Fr

. En particulier :

Vn € N,E[My] = E[M,)]

REMARQUE 9.53. Pour les problemes de ruine du joueur, (ijAT{0 L})neN est bornée (car dans [0, L])

donc uniformément intégrable. On peut donc appliquer ce résultat et on obtient :

E[ST, ,,] = E[So]

Tyo,}

PREUVE Montrons que My est L' :

EHMTH = Z EHMnl ]lT:n] + E“Moo, ]lT:OO]

neN
< Y EE[Mu| | Fo]  Iroy |+ E[[Mo| Tr=o] puisque [M,| = [E[M | F,]| < E[[M| |
N——
neN Fn-mesurable
- Z E[|MOO| ]lT:n] + E[|MOO| ILTZOO]
neN
=E[|My|] < +o0

Donc My € L.l vientalors, pour A € Fr:

E[Mrla] = 3 E[Mg Lalr—] + E[Mrlalr—iu]

neN M,
=Y E[E[My | Fo] Tana=n) ] + E[Moclalr— o]
neN —

Fn-mesurable

= Z E[MOOILA]ITIH] + E[MOOHA]IT:+OO]
neN
= E[M 1 4]
My est Fr-mesurable, donc My = E[M, | Fr| et ainsi:
Vn € N,E[My] = E[M..] = E[Mo] = E[M,]

]
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IV.D. Convergence [/

On souhaite controler la trajectoire des martingales a partir de la loi en un temps donné. Cest le
point délicat de ce paragraphe.
Dans L', on a vu 'inégalité des montées. Ici, on va utiliser linégalité maximale :

PROPOSITION 9.54. [INEGALITE MAXIMALE]

Soit X une sous-martingale. On a pourt > 0:

tP( sup Xy > t) < E[XnLupye,, xiei] < E[(Xa)s]

0<k<n

PREUVE

- Montrons que s’il existe C' < +oo et deux temps d’arrét Set T telsque S < T < Cp.s., alors
E[Xs] < E[X7].
Posons, pourn € N, H,, = 1g.,<r. H est alors prévisible, borné et positif, et donc (H.X)
est une sous-martingale. Ainsi (E[(H.X),]).en est croissante d’ou :

i (X = Xn1)| = E[X7 — X]

n=5+1

0=E[(H.X)] <E[(HX)c] =E

- Posons T = inf({n € N| X,, > t}).
T A n < netnsont2temps d’arrét bornés, donc E[Xr,,] < E[X,], ouencore:

E[X7lr<,] + E[X,1rs,] < E[X,]
Et puisque {T' < n} = {Supogkgn Xi > t}, ona:
tP( sup X; > t) < E[Xzlr<,] < E[X,] — E[X,175,] < E[X,17<,]

0<k<n

PROPOSITION 9.55. Soientp > 1 et X une sous-martingale positive bornée dans L? :

sup E[|X,,|F] < +o0
neN

Posons X,, = supg<.<,, | Xx|. Alors :

~ p
vn € NE[%,] < (-25) Bl

PREUVE Fixonsn € N.Onsaitque (x) tP(X, > 1) <E[X,1¢ ]
OnaE[X?] = p [ tP71P(X > t) dt (déja vu, utiliser FUBINI).
En multipliant (x) par P2 et en intégrant sur R, il vient :

+o0 ~ +oo
/ trP(X, > t) dt < / E[Xnt' 21z, -, dt
0 0

M1 HADAMARD 2017/2018 Probabilités Page 109 sur 144



CHAPITRE 9 - MARTINGALES

Or,d’une part [;" t*"'P(X,, > t) dt = E[X"] et d’autre part :

+o00 +00 X p—1
[TEprg =[x, [T ] e[, B
0 n 0 n p_

1 ~ P p— s ..
< —1IE[(XH)I’]1““1[-3[(Xn)(’"1)F]T1 par l'inégalité de HOLDER
p —
Ainsi E[X?] < SEE[(X,,)PPE[(X,)?]' /7, ou encore :
E[X7)YP < Lo El(X, )]
p—1
0

THEOREME 9.56. Soientp > 1et X estune martingale bornée dans L (sup,,cy E[| X, "] < +o00).
Posons X, = supg<j<, | Xk| et Xoo = supyey [ Xil-

Alors X € LP etil existe X tel que X, Pl X et

n—-+o0o

{\meNEUXH (3%) "Bl X0
E[|Xwl] < (52) EllXxl"]

PREUVE
~ (X,)nen est bornée dans L' donc il existe X, € L' tel que X, j—} Xoo- On aparle

lemme de FATOU :
E[|Xool”] = E[ lim inf [Xoo " | < lim inf E[|Xoo"] < +oo
Donc X € LP.
- x — |x| est convexe donc (| X,,|),en €St une sous-martingale positive, donc le résultat pré-

cédent s’applique:

vn € NE[X,"] < (=) E[ X )
Ona X, = lim, o0 T X, = lim, o 1 SUPy<s<,, | Xx|, donc par convergence monotone :

~ p P p
E[| X,[F] < (pil) sup E[| X,,["] < +o0

- neN
Ainsi X, € LP.
Ona (Vn € N, X = supgen | Xkl > X,) p.s. et donc Xoo > Xoo pos.. )
Ainsi, par convergence dominée: E[| X, — X |”] —, Opuisque | X — Xoo| <2X,, € LP

et X, 25 X_.

n—-+o0o

Puisz — |z|” estconvexe donc (| X,|”).en €st une sous-martingale positive, donc (E[| X, |*]) nen

est croissante, d’ou :
sup E[| X, ["] = lim E[| X, ["] = E[| Xoo|"]

neN

: v
puisque X, e Xo. Etdonc E[| X |7] < ( ) E[| X |"].
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a. Application au processus de GALTON-WATSON

Supposons m = E[X{] = Ycn ku({k}) < +00. Dans l'exemple 9.43, on avu que (Y, = 22 ),y

est une martingale qui tend presque siirement vers une variable aléatoire Y. On en avait déduit
quesim < letu # d1,alorsonaextinction presque siirement, c’est-a-dire (Z,, = 0 pour n assez grand) p.s..
Sim > 1, on aimerait montrer que 'on a survie avec probabilité strictement positive. On a vu qu’il
faudrait pour cela savoir que P(Y,, > 0) > 0. Mais cela n’est pas toujours vrai.

Faisons ’hypothése que 3", oy k2i({k}) < +o0 (ou de maniere équivalente E[(X])?] < 400).

Posons o2 = Var(X}). On calcule, pourn € N:

+oo

BIZ =E| Y (X7 +-+XP) 1z,
k=0
400 k
-y {Z (X2 % X;?Xﬂp(zn_l — k)
k=0 j=1 1<j#A<k

-
=3 (REI(XTP) + b(k = )it P(Z, 1 = B)

:i k:aQP k)+ Z k*m =k)
— E[Zn Jo? + mQEKZn-l)?}
=m" e +m E[(anl)Q]

Par récurrence, on obtient que Vn € N, Z,, € L2. Puis:

1 9 o

BIY?) = L B(Z] = 7+ El(Y, )]
| 1 1 U T
2 - . ) = s2m? mnt? 2 mn
=0 (m”+1+m”+ +m2) 071_% Um—l
5 1

—r O
n—-+oo m — 1

Donc (Y;,)nen est bornée dans L2, donc Y, %N Y,,doncY, AN Y.

n—-+0o n—-+o0o
AinsiE[Y,] = E[Yy] = 1donc|P(Y, > 0) > 0|
Sur cet événement,ona Z, ~ m"Y.
Donc avec probabilité strictement positive, on a explosion exponentielle de la population a vitesse

mn

REMARQUE 9.57. On peut montrer qu’il suffit que > oy kK In(k)pu({k}) < 400 pour avoir P(Y,, >
0) > 0.

M1 HADAMARD 2017/2018 Probabilités Page 111 sur 144






CHAPITRE 10

Chalnes de MARKOV

Unefiltration canonique (F,, = o({X; |0 < i < n})),en Structure le temps: a un instant "présent"
n, F, est lensemble des événements du passé et X, est dans le futur. L'idée des chaines de
MARKOV est de considérer des processus pour lesquels le futur ne dépend du passé qu’au travers
du présent.

I. Exemples et définition

EXEMPLE 10.1. [LE HAMSTER]

On veut modéliser la vie d’'un hamster. Chaque heure, il est dans 'un des trois états : il mange (M),
ildort (D) ou il joue (J) (il fait de la roue).

Selon l’activité a une heure n fixée, le hamster change d’activité a I’lheure n+1 selon les probabilités
suivantes, et ce de maniére indépendantes des activités précédentes :

- apres avoir mangg, il dort avec probabilité 3/4 et joue avec probabilité 1/4.

- apres avoir dormi, il mange avec probabilité 1/2, continue de dormir avec probabilité 1/3 et
joue avec probabilité 1/6.

- apres avoir joué, il mange avec probabilité 1/2 et dort avec probabilité 1/2.
On note X, l’état du hamster a la n-éme heure.Ona X,, € {M, D, J}.

Alors on verra que X = (X,,)nen est une chaine de MARKOV.
On peut représenter par un graphe orienté les différentes probabilités de transition entre les états :

3/4
\ 1/2 12

:

UV
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De maniére équivalente, toutes les données sont codées dans la matrice @ € M;([0, 1]) de co-
efficient général Q;; la probabilité de passer d’un état i a un état j, appelée noyau ou matrice de
transition. Si M est ’état 1, D ’état 2 et J I’état 3, 0on a:
0 3/4 1/4
Q=1 1/2 1/3 1/6
1/2 1/2 0

On peut alors se poser plusieurs questions qui vont se résoudre en partie par du calcul matriciel.
Par exemple, on peut essayer de trouver la proportion de temps passé a manger, ce qui revient a
calculer lim,, oo £ 74 Tx,—u.

DEFINITION 10.2. [NOYAU DE TRANSITION]

Soit E un ensemble fini ou infini dénombrable qu’on appelle espace d’état. Q) est un noyau de
transition sur E (ou une matrice de transition) si@Q : E x E — [0, 1] est tel que

VxEE,ZQ(a:,y)zl

yekE

REMARQUE 10.3.

- Si E est fini, on identifie F a [1, n], et alors un noyau de transition sur E s’identifie a la
matrice (Q(i, j))1<i j<n- C'eSt une matrice stochastique : ces coefficients sont dans [0, 1] et
chaque ligne a pour somme 1.

- Q(z,.) est une suite de nombres positifs de somme 1 qui s’identifie a une mesure de pro-
babilité. On veut que ce soit la loi de X, lorsque X,, = z.

DEFINITION 10.4. [CHAINE DE MARKOV]

Soient Q un noyau de transition sur ’'espace d’état F (fini ou infini dénombrable) et 14 une me-
sure de proba sur F.

Onditque X = (X,)nen € EN est la chaine de MARKOV de mesure initiale 1 et de noyau de
transition Q si Xy ~ po et pour tout n € N puis pour tout (z;)o<i<, et y éléments de E tels que
P(Xo=xzo,..., X, =2,) #0,0na:

P(Xn—i-l = y|X0 =x0,..., X, = l‘n) = Q(Imy)

Afin de simplifier les écritures, on notera zo., = (xo,...,2,). La condition sécrit
donc
P(Xn—i-l =Y | XO:n - x(]:n) - Q(xm y)

REMARQUE 10.6. Les martingales sont des processus a valeurs dans R alors que les chaines de
MARKOV sont a valeurs dans un espace discret (graphe).

On a en fait défini ici les chaine de MARKOV homogénes. En toute généralité, on de-
mande P(X,,11 = v | Xo.n = Zom) = Qn(Tn, y) ol (Q,)nen est une famille de noyaux de transi-
tions.
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On supposera toujours nos chaines homogenes.

EXEMPLE 10.8. Soit (52),,cy une marche aléatoire issue de = dans R<. Alors pour toutn € N puis
pour tout (;)o<i<n €t y éléments de Z? tels que P(Xy., = z¢.,) # 0,0na:

P(‘Serl =Y | S(a):n = inn) = P(SZ + Xﬂ+1 =Yy | S(J]Un = xO:n)
= ]P)($n + Xn—i—l =Y | Sgn = $O:n)
=P(X,11=y—x,) par indépendance
= ({y — za})

Donc S* est une chaine de MARKOV de mesure initiale J, et de noyau de transition Q(z,y) =

p{y —z}).
Il faut bien faire attention a la définition. On peut avoir I'impression que certains processus sont
des chaines de MARKoOV alors que ce n’est pas le cas :

EXEMPLE 10.9. Regardons (S°),cy la marche aléatoire simple issue de 0 (on rappelle que les
(X, )nen+ suivent des lois de RADEMACHER et sont indépendants).

- Onsedonne Z indépendant de S de loi de RADEMACHER et on pose pourn € N,Y,, = Z|59|.
(Y, )nen est positive avec probabilité 1/2, négative avec probabilité 1/2, et vérifie :

Vee Z,P(Y,pu=x£1|Y,=2)=1/2
Cependant, ce n’est pas une chaine de MARKOV, puisque :
P(Y; = 1| (Yo, Y1,Y2) = (0,1,0)) = 1
P(Y3 =1 (Yo, Y1,Y2) = (0,-1,0)) =0

- Soit Vi, = supg<i<,, SY. On peut montrer que ce n’est pas une chaine de MARKOV (exercice).

EXEMPLE 10.10. [PROCESSUS DE GALTON-WATSON]

En reprenant les notations des chapitres précédents, on a:

P(ZnJrl =Y | ZO:n = xO:n) = P<X1n+1 +---+ ngl =Yy | ZO:n = xO:n)
=P(XH 4 X =) par indépendance

T

EXEMPLE 10.11. [MARCHE ALEATOIRE SUR UN GRAPHE]

Soit G = (S, A) un graphe, ou S est un ensemble non vide de sommets et A un ensemble d’arrétes
orientées (z,y,p) € S x S x [0, 1] tel que, ax fixé, 3=, | (., »yea P = 1, alors la marche aléatoire sur
ce graphe est la chaine de MARKOV de noyau de transition

_Jp si(zyp €A
Qz,y) = { 0 sinon

En fait, toute chaine de MARKoOV se représente par un graphe pour lequel S est I'espace d’état. C’est
une propriété d’existence que l'on montrera plus tard.
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Il. Propriétés des chaines de MARKOV

On veut une propriété qui permette de remplacer "ne dépend du passé qu’au travers du présent".

PROPOSITION 10.12. Soit E unespace d’état et () un noyau de transition. On a équivalence entre:
(i) X est une chaine de MARKOV de noyau de transition ().
(ii) X vérifie :
Vn € NVp € N* V(4)1<i<p € EP,Va, € E,YA € FX \P(X,, = 2, A) £ 0
= P(Xn-i-l:nﬂ) = Yip | X0 =20, A) = Q(20, 1) Q (Y1, Y2) - - - Q(yp—lv yp)

(fii) Vn € N7V(Ii)ogz‘gn S En+17]P><XO:n = JJO:n) = IP](Xo = IO)Q(IOwTI) - Q(«’En—hxn)

PREUVE

(i) = (ii) On procede par récurrence sur p.
Sip=1,onaA e€o({X;|0<i<n}),doncilexistel’ C E""!telque A = {X,., € '}.On
adonc, lorsque P(X,, = z,, A) #0:

]P(XnJrl = Y1, Xn = Tn, A) - Z ]P)(XnJrl = Y1, Xn - xruXO:n - ZO:n)
20

- Z P(XTL-H =W | Xn = Tn, XO:n—l - ZO:n—l)P(Xn = Tn, XO:n—l - ZO:n—l)
(s0m 1 o)L

= Q(zn,y) Z P(X, =xn, (Xoy- -, Xn-1) = (20, -+ Zn-1))

2050y Zn—1
(ZO:nflamn)EF

= Q(zn, y)P(Xy = 1,, A)

Et donc on obtient

1

]P)(Xn+1:y1|Xn:xn7A):P<X — A)

P(Xn_H = ylan = Tn, A) = Q(l’n, y)

La propriété est donc vraie au rang 1.

Si par hypothése de récurrence, la propriété est vraie au rang p,onalorsque P(X,, = x,,, A) #
0:

IP)()(n—i-lzn—i—p—&—l = Yi:p+1 | Xn = Tn, A) - P(Xn+p+l = Up+1 | Xn+1:n+p = Y1:p, Xn = Tn, A)
XP(Xn—i-l:n—i-p = Uip | Xn = Tn, A)

(sauf si (X 41:m4p = Y1) €Stincompatible avec (X, = xz,,, A), auquel cas l’égalité ci-dessus
est triviale puisque les deux membres sont nuls).

Or, on a (la premiere égalité provenant du résultat au rang 1 et la seconde de ’hypothese de
récurrence) :

P(Xn+p+1 = Yp+1 | Xn+1:n+p = Y1:p, Xp = T, A) = Q(ypa yp+1)
IP><*Xn—&-1:n—l-p = Yip | X, = oy, A) = Q(xm yl)@(yla y2) e Q(yp—la yp)
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On obtient donc finalement :

]P)<Xn+1:n+p+1 = Yrp+1 | Xn = Zn, A) = Q(In, yl)Q(ylv y2) s Q(y]n yp—i-l)

Et donc le résultat est vrai au rang p + 1.
D’ou le résultat par récurrence.
(i) = (iii) On applique en prenant A = (X, = x).
(iii) = (i) Onalorsque P(Xy., = z¢.,) # 0

P X n = (Tomn, Y
P(Xni1 =y | Xowm = o) = ( P()();rol. —(xz. ) !

_ P(Xo = 20)Q(x0, X1) ... Q(zp_1,2,)Q (70, y)

P(Xo = 20)Q(x0, X1) - .. Q(Tp—1,T0)
- Q(‘rmy)

]

REMARQUE 10.13.  La loi d’une chaine de MARKov X est déterminée par la mesure initiale 1y
et la matrice de transition (. La loi de X est la probabilité sur la tribu cylindrique C. Elle est
déterminée par ses valeurs P((Xy, ..., X,,) € A)avec A C E"".0Ona:

P(Xo, € A) = > po{zo})Q(zo,21) ... Q(zn-1, )

TQ: neA

On interpréte donc () comme un ensemble de probabilités conditionnelles :

Vne N)Va,y € E,Q(z,y) = P( X =y | Xn = x)

On se demande comment réaliser plusieurs pas d’un coup?

DEFINITION 10.14. Si P et (Q sont deux noyaux de transition sur E, on définit le noyau :

PQ: ExE —s [0, 1]
T,z — ZyEEP(‘ray)QQJ»Z)

C’est un noyau de transition.

En effet,ona:

Z(PQ x,z) ZPmy ZPmy ZQy, ZP(x,y)zl

zeE y,2€E yek zeR yek
etil en découle que (P.Q)) € [0, 1].
NoTE10.15. P, (Q — P.() est associative.

REMARQUE 10.16. Si F est fini, on identifie la matrice de transition avec de vraies matrices. Cette
I opération correspond alors au produit matriciel.
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DEFINITION 10.17. Si () est un noyau de transition, on note par récurrence :

Q()(xa y) = ]l:v:y
R'=Q
Vn € N*, Q! = Q.Q"

PropPoOsITION 10.18. Si X est une chaine de MARKOV de noyau de transition (), on a pour tout
n,p € Nettout A € FX:

P<Xn+p =Yy | Xn = Tn, A) = Qp(xna y)

Une conséquence de cette proposition est que (X, )nen €St une chaine de MARKOV de noyau de tran-
sition Q. On sait donc comment réaliser p pas d’un coup : Q? est le noyau de transition de p pas
de la chaine.

PREUVE Ona:

]P<Xn+p =Y | Xn = Tn, A) - Z IP)()(1l+1zn+p — (y1:p71, y) | Xn = Tn, A)
YlyeYp—1E€EE
- Z Q(l’, yl)Q(yh y2) s Q(yp—l) - Qp(xna y)
YlyeosYp—1E€EE

EXEMPLE 10.19. [RETOUR DANS LA CAGE DU HAMSTER]

Appliquons ce résultat pour trouver la probabilité qu’au bout de sept heures, le hamster dorme (2),
en supposant qu’initialement, le hamster mange (1). On a:

IED(X7 - 2 | XU - 1) - <Q7>12
Q) est explicite donc on se ramene a du calcul matriciel.
REMARQUE 10.20. Pour de grandes puissances on aura intérét a diagonaliser la matrice.

On peut aussi chercher la probabilité que jusqu’a la 7-éme heure, le hamster ne dorme pas (tou-
jours en supposant X, = M)?

PV1<n<T7X,#2|Xo=1) =P(X17)=(3,1,3,1,3,1,3) | Xo = 1) = Q(1,2)*Q(2,1)* = 3018

Il.A. Résolution canonique des chaines de MARKOV

On se pose la question de l’existence de chaines de MARKOV a i et Q fixés.

THEOREME 10.21. [RESOLUTION CANONIQUE DES CHAINES DE MARKOV]
Soit Q) un noyau de transition sur E. Soient Qg = EN et C la tribu cylindrique.

Il existe une famille de probabilités (P,).c telle que si X : Qo — Qg est identité, alors la loi de
X sur (2,C,P,) est celle d’une chaine de MARKOV de transition () et de mesure initiale §,,.
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PREUVE Soient (Z}),en e des variables aléatoires indépendantes telles que pour tout entiern
N,onaVy € E,Z; = Q(y,.) (etdonc Z; € E'p.s.).

On définit Xy = zetpourn > 1, X, = Z% .Alors Xg ~ d,etona:
P(Xp1 = Tpp1 | Xom = o) = P25 = @i | Xow = Zon)
= P(Z;le = Tn+1 | XO:n = xO:n)
= Q(xn, Tni1) par indépendance

Définissons IP,, la loi de X. Alors l'identité sur (Q2,C, ux = P,) a méme loi que X. D’ou le résultat.
0

Pour résumer, si on se donne une transition (), on a construit pour z € E une probabilité P, sur
(2, A) = (EN,C) telle que si X est l'identité sur Q, alors X est la chaine de MARKOV de transition
Q et telle que X, ~ x. On peut reformuler cela en disant que X ~ P, équivaut a X est une chaine
de MARKov de transition () et telle que X, = x p.s.. Changer le point de départ équivaut a changer
la probabilité P, que l'on choisie.

1. B. Propriétés de MARKOV simple et forte

DEFINITION 10.22. Si u est une mesure de probabilité sur £, on définit :

Py = u{z})Ps

zeE
C’est une mesure de probabilité sur £V,
REMARQUE 10.23.

- Si X est l'identité sur (EN,C,P,), alors X est une chaine de MARKoV de transition @ et
telle que Xy ~ u. En effet,on a:

P (Xom = To:mn) = %M({x}) P (Xo:n = Zon)

= ﬂ({xO}) Py, (XO:n = :UO:n)
= p({zo})Q (w0, 71) - .. Q(Tn—1, )

- Jusqu’a présent, on ne travaillait qu’avec une seule mesure de probabilité. Désormais,
lorsque l’on travaille avec la réalisation canonique, on travaille avec un espace de pro-
babilité fixé (E™,C,P,) ou P, est une famille de mesure de probabilité.

On notera alors E, ’espérance sous P, et E, P’espérance sous P,.
Utiliser P, permet de gagner en souplesse puisqu’on peut "changer le point de départ".

- Sion prouve pour un certain événement A que pour tout 4, ona X € A P,-p.s., alorson
a prouvé que pour toute chaine de MARKoV Y de transition Q,onaY € A p.s. (découle de
la propriété de résolution canonique).

L’intérét de la réalisation canonique est de pouvoir renforcer la propriété que le futur ne dépend du
passé qu’au travers du présent. On va voir deux énoncés importantes : les propriétés de MARKOV
simple et forte.

M1 HADAMARD 2017/2018 Probabilités Page 119 sur 144



CHAPITRE 10 - CHAINES DE MARKOV

DEFINITION 10.24. [OPERATEUR "SHIFT"]
On définit 'opérateur "shift" :

O: EN — EN
(Ti)ien > (Tit1)ien

On a en particulier ©"(x;)ien = (Titn)ien- SI X = (X;)ien €St un processus, on voit 0" X comme
le futur.

PROPOSITION 10.25. [PROPRIETE DE MARKOV SIMPLE]

Soient QQ une transition sur E sous la réalisation canonique et C la tribu cylindrique. Alors pour tout
neN,BeC(C,Ae FX, x € F ettoute mesure de probabilité ;. sur E, les propriétés équivalentes
suivantes sont vérifiées :

(i) Pu(X, =x,A) #0=P,(0"X € B| X, =x,A) = P,(X € B),
(i) P,(O"X € B, X, = x,A) = P,(X € B)P,(X, =z, A),

(iii) Pour toute f mesurable bornée :

E,[f(0"X)| FX|lx, - = B[ f(X)[lx,—c P,-ps

(iv) Pour toute f mesurable bornée, on aenposantEx, [f(X)] = X ep Eo[f(X)]1x, =z :

E,[f(0"X) | F¥] = Ex, [f(X)] P,-p.s

PREUVE

(i) Onveutidentifierlaloide®"X : (EN,C,P,(.|A, X, = z)) — ENetde X : (EN,C,P,) —
EN.
Il suffit donc de les identifier sur une classe génératrice stable par intersection finie.

Pourp € Netby,...,b, € EJ,onpose By, , = {(zi)ien | To;p = bo:p -
Alors {Bbo:P |peN,by,...,b, € E} U {2} est une classe stable par intersection finie qui en-
gendre la tribu.On a:

P;},(Xn+1:n+p = b();p | Xn =, A) = ]lbo:xQ(bo, bl) e Q(bpfl, bp) = ]P)z<X0;p = bg;p)

(i) = (iii) Onsaitque E,[f(X)] est F,,-mesurable.
Il suffit d’avoir le résultat pour les fonctions indicatrices (on conclut alors classiquement par
linéarité pour les fonctions étagées puis par convergence monotone pour toute f).
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Soitdonc f = 1p.Pour A € F-X:

]Eu[]lanEB]lA] = Z PH(QHX € B,A,Xn = ]})

zel
=Y P.(X € B)P,(A X, =1) par (ii)
zel
=By Y Pu(X € B)lx,— 14]
el

Fn-mesurable

Donc

B, Lf(0"X) | FX] = S B [f(X)x,oe Pu-pis.

rel

En multipliant des deux cOtés par 1 x, ., on obtient le résultat.

O]
PROPOSITION 10.26. [PROPRIETE DE MARKOV FORTE]

Soient () une transition sur E, T un temps d’arrét (par rapport a %), A € Fr et B quelconque.
Alors pour tout x € E, les propriétés équivalentes suivantes sont vérifiées :

(i) Pu(T < +00, Xy = 2,A) #0 =P, (07X € B|T < 400, Xy =z, A) = P,(X € B),
(i) P(O0TX € B,T < 400, X1 =2, A) =P, (X € B)P,(T < 400, X1 = z, A),

(iii) Pour toute f mesurable bornée :

E,u[f(@TX) |fT]1T<+m,XT:x = Ea:[f(X)]]lT<+oo,XT:x ]P)u' p.S.

REMARQUE 10.27. Dans la pratique, c’est la propriété (ii) qui est la plus utile.

PREUVE

(i) Ona:

P, (0"X € B,T < 400, Xy =2,4) =P, (07X € B, Upen-(T = n), X7 = 7, A)
=Y P.O"X € BT =n,Xr=ux,A)

neN*
= > P,(O"X€B,X, =z (=nNA)
neN* S—
eFx
= > P, (X € B)P,(X, =2,T =n,A) par MARKOV simple
neN*

=P, (X € B)P,(Xy =2,T < +00, A)
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(i) = (iii) Oncalcule:

Eu[f<®TX>]lT<+oo,XT:z]lA] - Z E,u[fenX)]lT:n,A]an:m]

neN*

= 3" EEL[f0"X) | Fullrepalx, ]

neN*

=E[f(X)] 3 Bullronalx,=]

neN*

= B [f(XOE 7o yoolal x,—,]

Donc
Eu[f(@TX) ]1T<+OO7XT:J} | FT] == Ex[f(X)]]lT<+mﬂXT:x Pu' p.s.
N————

JFr-mesurable

II.C. Nombre de passages en un point

On veut savoir si une chaine de MARKOV X passe souvent en un point ou non.
Notons 7}, le premier retour en z et N, le nombre de passages en z, c’est-a-dire :

T,=inf({neN"|X,=2}) et N,=cad({neN|X,=2})=) 1y,

neN

REMARQUE 10.28. T, est différent de lindice de la premiére atteinte de z lorsque X, = z!

On avu que lamarche aléatoire simple sur Z passe une infinité de fois sur chaque
site, c’est-a-dire : )
Va,y € Z,N, = +ooetT, < +oo P,-p.s.

PROPOSITION 10.30. Soient Q un noyau de transition sur E et x € E. On a deux possibilités :

- soitT, < +00 P.-p.s., alors N, = +o00 P,-p.s..
On finit toujours par revenir en x. On dit que x est récurrent.

- 50itP,(T, = +00) > 0, alors N, < 400 P,-p.s..
On dit que x est transitoire ou transient.
De plus, on a sous P, que N, ~ G(P,(T, = +o0)). En particulier :

1
E Ny = ——— <+
(Ve BT = Teg) < T

PREUVE Les deux conditions s’excluent. On remarque de plus que Xy = = P,-p.s. donc N, >
1 P,-p.s..

Soitk € N.Ona:

P,(N, > k+1) =P,(N, > k+1,T, < 400) + P, (N, > k+1,T, = +00)

=0
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Ona N, = n,(X) ol n,((yi)ien) = nen Ly, =2, d0U:

Po(Ny > k+1) =Pu(n(X) > k+1,T, < +00, X7, = 1)
=P,(1+n, (0 X) > k+1,T}, < 400, X3, = )
=P, (n,(07:X) > k, T, < +00, X7, = )
=P, (n,(X) > k)P, (T, < +00, X7, = 1) par MARKoV fort

Donc P, (N, > k+ 1) =P,(N,

Vv

k)P, (X, < +00), et puisque P, (N, > 1) = 1:
P, (N, > k) = P, (X, < +o00)"?

- SiT, < 400 P,-p.s.,alors P, (N, > k) = 1donc N, = 400 P,-p.s..
- SiP,(T, < +00) < 1:

=P, (X, < +00)" P, (X, = +00)
= (1 = Po(X, = +00))" P, (X, = +0)

REMARQUE 10.31.  On a prouvé que
Vk € Napx(Nx = k) = Pz(Xx < +00)k71]P)x<Xx = —|—OO)

Cela signifie que la probabilité d’avoir k& passages en x est la probabilité de revenir k — 1 fois en
x puis de s’échapper.

La propriété de MARKOV permet ainsi de découper dans le temps en événements indépendants!

EXEMPLE 10.32. [DES CAS PEU INTERESSANTS]

- On considéere une chaine de MARKoV de noyau de transition :

1/2 1/2 0 0
10 0 0
Q=10 0 12 12
0 0 1/2 1/2

p () va (Tl V2o e

L’étude se ramene a deux chaines de MARKov disjointes simples ...

- SurN, on passe de z a z + 1 avec probabilité 1/2, sinon on reste en x.0n ne va jamais vers le
bas.
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1/2

On veut une notion qui permette de déterminer si deux sites peuvent communiquer entre eux.

DEFINITION 10.33. [POTENTIEL DE LA MARCHE]

Soit () un noyau de transition sur E. On définit le potentiel de la marche U : E x E — FE par:

VoY € B,U(z,y) = Bu[N,] = B[ > Ty, = S Pu(X=9) = > Q"(z,v)

neN neN neN

On a alors les équivalences, pourxz # y € E :
P, (T, < +o0) >0 <= P, (I eN|X, =y) >0+= I c NP, (X, =9) #0
<~ IneN,Q"(z,y) >0<= U(z,y) #0

Lorsque ces propositions sont vraies, on note z ~ y ("x communique avec y" : dans la représen-
tation graphique, il existe un chemin orienté de z vers y). On note «~ la relation d’équivalence
engendrée. On dit que () est irréductible s’il y a une seule classe pour cette relation.

| PROPOSITION 10.34. Ona x récurrent <= U (z, ) = +o0.

PREUVE

- Sizestrécurrent,ona N, = +oo P,-p.s.,donc U(z,z) = E,[N,]| = +oc.

L < +00.

- Siz est transitoire,ona U(z, z) = E,[N,]| = P Tmtoo)

EXEMPLE 10.35. [MARCHE ALEATOIRE SIMPLE SUR Z%]

d =1 Soit S* la marche aléatoire simple issue de z. On a vu que S* = (S%),,cy est une chaine de
MARKOV de transition définie par:

. Q(z’,z’—l—l):Q(z’,z‘—l):%
W”Z{@mbo Sijg{i—1i+1)
Onremarque que:
Uly,y) = D Py(S=1) = > P(X Xk =0) = > P(55, =0)
neN neN k=1 neN
(sin estimpair, on ne peut avoir }_;_, X; = 0).
Or:

P(S3,) = P(card({1 <i < 2n|X; =1}) =n) = (2:)2;

—~

2n)! 1 1

= ~ ——

(n')247 STIRLING +/7TT,
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Donc U(y,y) = 3 ,en ﬁ(l — 0(1)) = 400 donc tous les sites sont récurrents.

SH
I
b

Désormais,on prend z € Z? etonsuppose les (X} )en- i.i.d.deloitf({(1,0), (0,1), (=1,0), (0, =1)}).

Si ¢ est la composition d’une rotation d’angle 7 /4 puis d’une dilatation par V2 (centrée en
x),alors en posant pour k € N, X, = ¢(Xy) et S = ¢(5),ona:

Ko~ U1, (1,-1), (<1, 1), (=1, ~1)}) = (551 +6.0)) © (5 (61 +5.))

Décomposons alors S = (S%1, 5%2) selon ses deux composantes.
OnaS% ="  X{oluX; = (Xg, X?). Alors S%! et S92 sont indépendantes et leur loi est
la marche aléatoire simple sur Z. Il vient :

Uly,y) =Y P(S)=0) =Y P(55, =0)= > P(S53,)

neN neN neN
=3 P(S5, = 0)P(Sy; = 0)
—2% (mf = ¥$—+m

Donc tout site est récurrent pour la marche aléatoire simple dans Z2.

On suppose désormaisz € R et les (Xk)keN iid.deloitd({(x1,...,zq) | Vi € [1,d],z; € {—1,1}}).
Posons pour n € N, % = x + Y7, Xj. S est la marche aleat0|re le long des diagonales
(attention, ce n’est pas la marche aléatoire simple).

W
Y
w

Ecrivons S* = (8%, ..., 5%%). Les coordonnées sont indépendantes et sont des marches
aléatoires simples sur Z. Alors :

G0\ d 50,6\ 1 d
%P Son) —; 1;[1 P(SQX)—%<W(1+O(1))> < 400

Donc tout site est transitoire.

REMARQUE 10.36. Attention, cela ne permet pas de savoir si c’est le cas pour la marche aléa-
toire simple sur Z¢.

Revenons a la marche aléatoire simple sur Z avec d quelconque.

Posons (e; = (0;j)1<j<d)1<i<a |2 base canonique de Z°.
On considére S la marche aléatoire simple sur Z? issue de 0 (c’est-a-dire les (X} )ren sont i.i.d. de
loitd({e1,—e1,...,€q,—€4}).Ona:

=Y P(S,=0)= > P(S,y, =0)

neN neN
Calculons ¢g,, pourn € N.Ona:
1 ¢ 1 <
63, (0) =B = o0 37 o 4 o) = 2 57 cos()
2d S d i
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Donc:
1 d 2n
b6, = [ 3 costo)
/=1
Or,on a ¢g,,(\) = E[eN%2)] = S, 4! MR P(S,, = k), dou (la série est absolument conver-
gente) :
/ B (V) dX = (27)"P (S5, = 0)
Xe[—m,m]d
Donc

= 3 P(Sy, = 0) = dzA bs,. (\) dX

neN neN Y A€[=mm]d
d 2n
cos(A > dA
dz/)\e[ﬂ'ﬂ’]d< ; ()
€[—1,1] et #+£1 p.p.
1 1 L s -
=% d/ ) y 5 d\ par le théoreme de FuBINI positif
(2m)* Jael-rma 1— (é > Cos()\g))
=1

Probléme : le terme intégré tend vers +oco lorsque les )\; tendent vers 0 ou vers 7. Découpons alors :

1 1 1
U(0,0) I(Qﬂ)d(/_m[d (é Edj " ))2d>\+ e (5 Edi " ))2 dA) + 1

avec I < +oo.
OnaalorsU(0,0) < +o0 <

1 / 1
d\ < +oo.
d 4 d
(2m)¢ Jieeel 1-— (é > COS()\g))2
=1

Or, en utilisant le développement limité cos(z) =, 1- 2 4 o(a?):

Tr—r
@ ’ KD D C BT B
1—<dgzlcos(/\g)) 6301_(1_d5212+0(8)> Ej{)f—ko(e)
1 1
Donc U(0,0) < +00 <= A< too = [ g dh < oo,
el [IA]13 A<z [JA[l;

Pour f mesurable positive, on a la formule de changement de coordonnées po-

laire dans R :
[ #lal) do = nVol(BO.1) [ ) dr
R —_— = Jr>0

D’ou

e 1
U(0,0)<—|—oo<:>cn/ 2‘“dr<+oo<:>/ r?=3 dr < 400
r=0T

Et donc|U(0,0) < +00 <= d >3
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PROPOSITION 10.38.

- Ona:

et N, = +oo P,-p.s.

T~

x récurrent } { y récurrent
—_—
Yy~

- De méme:
y transitoire

} —> xtransitoire
T~y
ety transitoire = Vz, N, < +oo P.-p.s..

- Etre transitoire ou récurrent est une propriété de classe : si x «~ y alors x récurrent <=y
récurrent.

PREUVE

- x ~ ydoncil existe ntelque P, (X,, = y) > 0. Comme {X,, = y} C {Ty < +oo},on adonc
0 < P,(T, < +o0). y estdonc récurrent et N, = +oo P,-p.s..

e ' X) = +o0, Xg, =)
y(ne(X) = +oo)IP’x(Ty < 400, X7 = Y) par la propriété de MARKoV forte
y (N = +00) Po(T,, < +00)
#0
Ainsi N, = 400 P,-p.s.. Donc U(y, ) = 400 ou encore y ~> .

Comme x «~ y, soient £ et p tels que Q(z, y) > 0 et QP(x,y) > 0.
Calculons:

=3 Q"(y,y) = D> Q"P(y,y) > Q'y, ) Uz, z) Q°(x,y) = +oo

Ainsi y est récurrent.

Onavu que z récurrent et y ~» = implique N, = +00 P,-p.s..
Or on sait que y récurrent etz ~~ y. D'ou N, = +oo P,-p.s..

- Le systeme s’obtient par contraposée du premier point.
Calculons si y est transitoire et z # y :
U(z,y) = EoN,] = Ex[lg, oo N)] + Eallg, oo Ny] = Ealny (07 X) 15, i v, )
=0
=E.[E.[n (@TUX) |]:T J17 <+OO,XTy:y] =E, [Ey[ny<X)]]lTy<+oo,XTy:y] par MARKoV fort
=E,[N,]P.(T, < +o0)

AinsiU(z,y) = Ul(y, y)P.(T, < +00) < +oo ol U(y,y) < +oo car y est transitoire.
DoncE.[N,] < +oodoncN < 400 P,-p.s..
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- Ok.

DEFINITION 10.39. Soient (Q et F fixés.

- Ondit que Q estirréductible s’'il N’y a qu’une seule classe dans E.

- Si Q estirréductible, on dira que Q est récurrent lorsque tous les points sont récurrents,
que Q est transitoire lorsque tous les points sont transitoires.

REMARQUE 10.40.
- SiQ estirréductible, il est soit récurrent, soit transitoire par la propriété précédente.

- On attribue aussi les attributs irréductible, transitoire, récurrent au processus X.

EXEMPLE 10.41. Les marches aléatoires simples sur Z¢ sont irréductibles.
Sid = 1oud = 2, elles sont récurrentes et alors pour tout z, y,ona N, = 400 P,-p.s..
Sid > 3, elles sont transitoires et alors N, < +00 P,-p.s.. Ainsi:

card(n € N| | X,[| <R) = 3 N, < +00 B,-p.s.

lyll<R
On adoncliminf, , . [|X,|| > R P,-p.s. pour tout R. Donc:

| X.] — oo P.-ps.
n—-+o0o

THEOREME 10.42. [DECOMPOSITION D’UNE CHAINE DE MARKOV]

Soient Q) et E fixés. Soient T = {x € E | x transitoire} et R = {x € E | x récurrent} = U;c; R;
ot les (R;):c1 sont les classes d’équivalence pour «~ (I est fini ou dénombrable).

Alors pour tout x,onaP,-p.s. :
- ou bien VneN X, eT e VyeE N, <+oco et VyeR,N,=0
- oubienT = inf({n| X, € R}) < +ocetsii € I esttelque Xy € R, alors

Vye T,Ny<+oo et YyeR\R;N,=0 et VyeR;,N,=+o0

EXEMPLE 10.43.
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PREUVE
- SizeR;:
— siy ¢ R;,onn’apasz ~» ydonc N, =0 P,-p.s..
— siy € R;,alorsz ~ y,donc N, = +oo P,-p.s..
SoitA; = {Vy € R;, N, = +o0,Vy ¢ R;, N, =0,Vn € N, X,, € R;}.
Onapourtoutx € R;, P, (A;) = 1.
- Siz e T:soitT; =inf({n € N| X,, € R;} pouri € [ etT = inf;c; T;. Les (T;);cs finis sont
distincts.

SiT = +o0, ok.
Sinon, il existe 7 € [ telque T' = T;. Alors:

P.(T < +o0,¥n > T,X,, € R;,Vy € R;, N, = +00,Vy € R\ Ri, N, = 0)
=P, (T < +00, Uyer, X7 = 4,07 X € A))
=Y P(O"X €AT < +00, X7 =)
YER;

= > P, (4)P(T < +o00, X1 = y) par MARKov fort
YER;

=P(T =T, < +o0)

REMARQUE 10.44. Si E est fini et (Q est irréductible, alors () est récurrent puisque

DN =D Iy =D ) Ly =+

yeE yeE n>0 n>0yekE
——
=1

La premiére somme étant a support fini, si ( était transitoire la somme serait finie P,- p.s..

lll. Comportement asymptotique des chaines de MARKOV

Que devient X, lorsque n tend vers +o00?

— le comportement presque siir de X, est peu intéressant. E est discret donc X,, — X

n—-+00
implique X, constanta partird’un certainrang,donc X, s’arréte surunsite z telque Q(x, y) =
1,-, :un point absorbant.
Par exemple, pour le processus de GALTON-WATSON, 0 est absorbant et si E[XT] < 1 et de loi

distincte de ¢, alors Z,, p—} 0.

n—-+0o0

- pour la convergence en loi: ux, laloi sur £ a-t-elle une limite p1, ?

- tempsd’occupation: proportion dutemps passé enunsite: % S lx,—y —  Hoo(y) Ppop.s.?

n—-+4o0o

Désormais, si v est une mesure sur F, on notera v(x) pour v({x}).
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Calculons pix,, ., a partirde ux, :

Yy € B, tix, () =P(Xpp=y) = > P(Xp =2, Xp11 = y)
zeFE
= Z P(Xn1 =y | Xy = 2)P(X, = 7) = Z Q(z,y)ux, ()
el x€ER

DEFINITION 10.45.

- Si F est fini, énumérons ses éléments: F = {ey,..., e, }.
On identifie une mesure v sur E et le vecteur ligne (v(eq), ..., v(ey)).
- Pour E quelconque, Q noyau de transition, v mesure sur E, on définit la mesure v(QQ sur
E par:
Yy € E,(vQ)(y) = > v(2)Q(,y)

zeFE

Ceci coincide avec le calcul matriciel.
I REMARQUE 10.46. On définit cela pour des mesures v pas forcément de probabilité mais telles

que Yy, v(y) < 400 (cela n’exclue pas que v(E) = +o0).
OnadoncVvn € N, ux, ., = px, @, etdonc parune récurrence immédiate px, = ux,Q".
On s’attend a ce que .y, converge vers un point fixe de u — u@Q.

DEFINITION 10.47. Soit  une mesure sur E' tellequeVy € E, u(y) < +ooet u(E) # 0.
w est dite invariante si u@) = p.

Les mesures invariantes sont les bonnes candidates pour les mesures limites :
PROPOSITION 10.48. Soit () fixé et X la réalisation canonique. Alors on a équivalence entre :

(i) pestinvariante,

(ii) il existe p telle que sous P, ona X, nﬁw ZouZ ~ .

(iii) Si X,, ~ p, alorsVk > n, Xy, ~ L.

PREUVE

(i) = (ii) Prenons g = p.Alors ux, = pux,Q" = pQ" = pdonc X, £ 7z

n—-+0o
(iii) = (ii) Prenons ug = p. AlorsVn € N, ux, = pu.
(i) = (iii) Si X, ~p,onapourk > n:puy, = pux, Q" " = p.
(i) = (i) Si X, —> Zalors X1 —=» Z.OnaVye E px, ., (y) — ply).

n—-+00 n——+0o0o n—-+00

EtVy € B pix,1 (y) = (1x,@)(Y) = Yoep 1x, (1)Q(z,y)  ——  pl(y).
Donc par le lemme de FATOU :

> w@)Qw,y) = Y liminf ux, (2)Q(z,y) < lim inf Z px, (2)Q(x,y) = p(y)

n— —
zeE z€FE oo oo
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Donc Y ,cp i(2)Q(x,y) < u(y). En sommantsury € E:

L= p(x)=> > wx)Qx,y) <> uy) =1

zeE yeE zeFE yer

On a donc en fait que des égalités. Donc p est invariante.

Désormais, on cherche les mesures invariantes, c’est-a-dire on cherche a résoudre uQ = p.
On veut connaitre les conditions d’existence et d’unicité de cette équation.

EXEMPLE 10.49. [QU’EN PENSE NOTRE HAMSTER?]

On se replace dans la situation du début du chapitre et on rappelle que

0 3/4 1/4
Q=1 1/2 1/3 1/6
1/2 1/2 0

Soit 110 = (po(1), to(2), po(3)) la mesure initiale.

La somme sur chaque ligne de Q vaut 1,donc Q(1,1,1)" = (1,1,1) . Ainsi 1 est valeur propre de
Q doncde Q. Il existe 1 vecteur ligne tel que 'Q u = “u, ou encore u@ = p. C’est donc une mesure
invariante si ces coefficients sont positifs.

P)ourtrouver u, réduisons Q. Q a pour valeurs propres 1,z = ‘1%“/5 ety = ‘I‘T“/i (onalz|, |yl <
1).

Un vecteur propre associé a 1 pour ‘Q est (1/3,1/2,1/6)". Donc|u = (1/3,1/2,1/6) | est mesure
invariante :

100 1/3
tQP(O z 0 | P! avec P=| 1/2 % %
00 y 1/6
1 0 0 100 1/3 0 0
(‘Q)"=pr 0 2n 0 |P! . P 000 Pl=[1/20 0 |P"
0 0 y» SR 00 0 1/6 0 0
1/3 0 0
Donc (uy,) = ('Q)" ug — 1/2 0 0 | P~ %y = au’ pourun certain a.
16 000
Ainsil =37 | ux, (i) el aX?  u(i) = a,donca = 1etalors uy, (i) il u(i).

Soit () un noyau de transition sur £. Soit X une chaine de MARKOV de transition ().
On sait quesi X, ﬁ Z ~ y alors i est une mesure de probabilité invariante (1Q = u). On a
deux objectifs :

- trouver des conditions d’existence et d’unicité des mesures invariantes,

- comprendre comment trouver des mesures invariantes.
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DEFINITION 10.50. [MESURE SYMETRIQUE]

Soient E et () fixés.  mesure sur E est dite symétrique (ou réversible) si :

Va,y € E, u(r)Q(z,y) = u(y)Q(y, )

I PROPOSITION 10.51. Siy est réversible, alors 11 est invariante.

REMARQUE 10.52. Il est plus facile de trouver les mesures réversibles (méme s’il y a pleins de cas
sans mesures réversibles).
Le nom vient du fait que si i est une mesure réversible alors sous P, :

(Xoy. ., X)) £ (X, ..., Xo)

PREUVE Si ;. est réversible,ona:

Yy e E, (uQ)(y) = D> u(z)Q(z,y) = > u(2)Qy, 2) = u(y) > Qy, z) = u(y)

zeE zeE zeE

EXEMPLE 10.53. Si S est la marche aléatoire simple sur Z%. On a:

€1

sinon

Cherchons les mesures symétriques: on cherche ptelleque Ve, y € E, u(x)Q(x,y) = pu(y)Q(y, ).
Cela donne alors pour tout z,y € E'telsque ||z —y|, =1:

1 1
24 ~
Et donc, par connexité, Vo € E, u(x) = p(0).

Ainsi 1 est un multiple de la mesure de comptage. Ce ne peut donc pas étre une mesure de proba-
bilité.

()

EXEMPLE 10.54. [URNES D’EHRENFEST]

On considere N boules bleues ou rouges et on note X, le nombre de boules rouges au bout de n
étapes. A chaque étape, on choisit une boule uniformément parmi les N et on change sa couleur.

X est alors une chaine de Markov sur E = [0, N] de noyau de transition défini par:

Q(iyi + 1) = 5
Vi,j € B, Q(i,i—1) =+

Qi) =0 sij¢{i—1li+1}

Cherchons p réversible. On doit avoir Vi, j € E, u(i)Q(i, 7) = pn(j)Q(j,7). Ai € E fixé, cela donne
0=0sij ¢ {i—1,i+ 1}.Larelation est donc équivalente a

Vie B, u(i—1) QG —1,i) = u(i) Q(i,i — 1)

_N—it1 i
- N - N
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D’ou

N+1—i N+1-1N+1-2 N+1-jg N!
——— = pu(0) S : = 1(0)

Vi € B, pli) = pli — 1)~ 1 > v—om

Les mesures symétriques sont les mesures p telles que pour une certain «, on a pour tout: € E,
p(i) = a(]j)./lya donc une mesure de probabilité réversible, pour a = 5 : c’estune loi| B(N,1/2) |

lll. A. Existence de mesures invariantes pour E fini

Ici, chercher i invariante, c’est résoudre @ = p, ou encore chercher un vecteur propre a gauche
pour la valeur propre 1.

| PropPosITION 10.55. Si E est fini, alors il existe une mesure invariante pour Q).

PREUVE La somme sur les lignesvaut1.DoncQ(1,...,1)" = (1,...,1)". Ainsi 1 est valeur propre
de Q, donc valeur propre de Q. Ainsi il existe v = (v1, ..., v,) telque v'Q = v (ol p = Card(FE)).

Reste a montrer que pour tout: € [1, p], onawv; > 0.0n pourra alors identifier v a une mesure.
Posons w = |v| = (|v1],...,|v,|). w a des coefficients positifs.
Notant A; = >>%_, w;Qj; — w; pouri € [1,p], il vient:

p p
A = 10l Qi — [vil = D0 Qi) — [vil = Jvi] — [vi] =0
=1 =1
Ainsi A; > Oetdeplus:
/4 /4 p p
Ai= > wiQy—Y wi=) wj—> w;=0
=1 1<ij<p i=1 =1 i=1

Donc les A; sont nuls, etalors w@ —w = 0. w convient puisqu’il s’identifie a une mesure invariante.
O
REMARQUE 10.56. Automatiquement, sur un espace fini, si u est une mesure invariante alors

ﬁ est une mesure de probabilité invariante.

THEOREME 10.57. Soient E et Q fixés. Si x: € E est un point récurrent, on définit v,.(y) le nombre
moyen de passages eny € E lors d’une boucle de x a x :

ve(y) = Eq r:g)l ]any}

C’est une mesure invariante etona¥y € E,v,(y) > 0 <= y «~ .

REMARQUE 10.58. Onav,(z) = letv,(y) = EZ[ZZQ ]lxn:y}.
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PREUVE Calculons (). Soity € F.Ona:

Tp—1
1QW) = ¥ n(:QEy) = LB 3 1x |y
zeE z€E n=0
400 5
=Y > Pu(T, >n,X, =2)Q(z,y)
z€E n=0 —
eFx
+o00o _
= Z Z]P’x(Tm >n, X, =2, X1 =)
zeE n=0
400 N
=> Y P(Ty >n, X, =2,X,11=Y) par le théoréme de FUBINI positif
n=0z€F
+00 _
= Z P.(T, >n, X1 =vy)
n=0
+00 T,
- Ex{ Z ]lTx>m]le:y} - Ex{ Z ]lezy} = Vx<y)
m=1 m=1

Donc v,.(Q) = v,.

On saitque v,(z) =1 > 0.Sionnapasx ~~ y, alors v, (y) = 0 (puisque Vn € N, X, # y P,-p.s.).
Siz ~ y,alorsilexiste n € Ntel que Q™ (z,y) > 0. Alors:

ve(y) = (1.Q")(y) = Y va(2)Q"(2,y) > va(2)Q" (,y) > 0

z€E

]
010
REMARQUE10.59. SiQQ = | 1 0 0 |[,alorspourtouta,s > Otelsquea + S = 1,lamesurede
0 01
probabilité 1, 5 = a(1/201 + 1/202) + (03 est une invariante.

THEOREME 10.60. SiQ estirréductible et récurrent alors il existe une unique (a un facteur multi-
plicatif prés) mesure invariante.

PREUVE Soit 1 une mesure invariante et soit z € F tel que u(x) > 0. On peut supposer, quitte a la
multiplier, que x(z) = 1. Montrons alors que 1 = v,.

On aura alors le résultat puisque si cela est vrai, on a par irréductibilité x «~ y pourtouty € FE,
doncVy € E, u(y) > 0. Ainsipourtouty € E,onapu = u(y)v,. En particulier les (), sont tous
proportionnels.

Montrons par récurrence sur k € N que pour touty € F,ona u(y) > Ex[z;iwg”“f Ix,—y|-
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Lorsque y = x, c’est vrai pour tout k. Et pour y # z, il vient, si le résultat est vrai au rang k :

= w(2)Q(z

zelR

k
> M E, { > ]1T1>n]lxnz} Q(z,y) par hypothese de récurrence
z€el n=0
k ~

= Z Z IED:E(TI > n7Xn - Z)Q(Zay)

z€FE n=0

k B k

- Z ]PT(TZ >n, Xn+1 = y) - Z E$<]li}>n]an+1:y)

n=0 n=
TuA(k+1)

Z ]]'Xm:y:|
m=1

k+1

m=1
TuA(k+1)

> ]le:y:| carz £y
m=0

—E, —E,

—F,

D’ou le résultat par récurrence. En passant a la limite sur k, on obtient alors par convergence mo-
notone:

Yy € E, u(y) > ve(y)

Soity € E.Onsaitque y ~ z,doncil existe n € Ntelque Q"(y,z) > 0.Onaalors:

1=p(z)=pQ™)(x)=> n(z)Q"(z,z) > Y 1,(2)Q"(2,2) = (1.Q")(z) = vy(z) =1

zeE zeE

Donc si pour un z € E on avait 1.Q"(z,y) > v.(2)Q"(z,y), alors on aurait 1 > 1, ce qui est
absurde.
Ainsiil n’y a que des égalités, et donc p = v,. N

EXEMPLE 10.61. [MARCHE ALEATOIRE SIMPLE SUR Z ET Z?]

La mesure de comptage est invariante et la chaine est irréductible récurrente donc il n’y a pas de
probabilité invariante.
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THEOREME 10.62. [CLASSIFICATION DES NOYAUX IRREDUCTIBLES]
Soit Q irréductible. On a trois possibilités :
1) Q estirréductible transitoire :Vx,y € E, N, < +00 P,-p.s..
ILn’y a pas de mesure de probabilité invariante.

2) Qestirréductible récurrent:Vz,y € E, N, = +oo P,-p.s..
Il existe une mesure invariante, unique a un facteur multiplicatif prés. Alors :

a) soit il existe v mesure de probabilité invariante : on dit que () est récurrent positif et
ona
Vo € E,E,[T,] = —
T:] =~ @
b) soit les mesures invariantes vérifient (E) = +oc. On dit que @ est récurrent nul et
alors

Vz € E,E,[T,] = +o0

PREUVE

- Dans le cas transitoire, supposons qu’il existe ;2 une mesure de probabilité invariante.
Sous P, X vérifie Vn € N, X,, ~ . On a par convergence dominée:

Pu(Xn=9) = > pw@)Pe(Xy=9) = > p(@)E,] Ix,—y ] — 0

©eE ©eE noree

—0 Pg-p.s.

La domination vient du faitque >, cp (z) = 1.
or,P,(X, =vy) = u(y)doncVy € E, u(y) = 0. Ce qui est absurde.

- Dans le cas récurrent, soitz € E.
On sait que v, estinvariante.On a:

n(B)= S v = DB S 1na) 2 E[Z 1] = E.(2:

veE yel =0 FuBINI

Doncsi v, (E) = 400, on est dans le cas récurrent nul et E,[T,] = +oc.
Siv.(E) < 400, on est dans le cas récurrent positif. Alors v = -2 est une mesure de

va(E)
probabilité invariante et :

() 11
Vo € E,v(r) = ve(E)  v(E)  E,[T,]

EXEMPLE 10.63. [URNES D’EHRENFEST]

On peut considérer un modele équivalent provenant de la physique : N particules sont contenues
dans deux piéces. On note X, le nombre de particules dans la piece de gauche a ’étape n. A chaque
étape, une particule prise au hasard change de piece.

v = B(N, 1/2) est une probabilité invariante donc la chaine est irréductible récurrente positive.
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On retrouve alors l'idée que l'on ne verra jamais toutes les particules se rassembler dans la méme
piece (par exemple celle de droite: X,, = 0).
En effet, le temps typique entre deux moments ou la piece de gauche est vide est :
~ 1 1
T (N) 1
V(O) (0>TN
alors que le temps typique qui sépare deux instants a ’équilibre est :

1 B 1 VTN

E T — == ~
vy2lTpe) v(N/2) (Nf\/g)%v N—o4oo 2

< 2N

EXEMPLE 10.64. Onregarde la marche aléatoire sur Z ou l'on se déplace vers la droite avec proba
petvers la gauche avec proba 1 — p. C’est une chaine de MARKOV de noyau de transition défini par:

QUi +1) =
Vi, j € Z, QU,i—1)=1-p
Qi,j) =0 sijg {i—1,i+1}

Si0 < p < 1, Q estirréductible. Cherchons alors ;1 mesure symétrique. La condition est équiva-
lente a
Vie Zop()QU,i+1) = u(i + 1)Q(i + 1,1)

D’ou Vi € Z, pu(i + 1) = pu(i)1%;, et par une récurrence immédiate, on obtient
Vi€ Z,u(i) = | | n(0)
) 1 _ p
Cela définit une famille de mesures invariantes proportionnelles (il suffit de fixer la valeur de 1(0)).

Par ailleurs, le modeéle étant invariant par translation, on soupgonne que la mesure de comptage
est invariante. Vérifions : on doit avoir pouri € Z:

Z :uc ﬂc(Z - 1)p + Mc(l + 1)(1 - p)

JEZ
Ce qui est bien le cas puisque cela équivautal = p + (1 — p).
Pour p # 1/2, on a donc deux mesures invariantes (a facteur multiplicatif pres) : p et p..

Donc la chaine est transitoire lorsque p # 1/2. On n’a pas toujours unicité des mesures invariantes.

EXEMPLE 10.65. On considere la chaine de MARKkoV sur N de noyau de transition :

Q(i,i +1) = p;
Vi,j e N, Q(i,0)=1—p;
Q(i,j) =0 sij ¢ {0,i+1}

ou les (p;)ien sont des éléments de [0, 1].
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@ estirréductible si pour touti € N, p; €]0, 1[. Cherchons alors 1 mesure invariante.
Pouri > 1, on doitavoir 4u(i) = >, u(j)Q(j,7) = p(i — 1)p;—1, et donc par récurrence:

Vi€ N*, p(i) = p(0)po - - - pi-a

Puis

0) = ZNJ’Q(%O) = ZN(O)PO . -pjf1(1 —Pj) = lim p( )Z(po --.Pj—1—Do-- -pj>

JEN jeN N—oo =0

= p(0) lim (1—po. p(0)(1 - H D)

N—+oo

SiTI<5 pi > 0 (parexemple avec p; = exp(— 7732 ), onallis pi = e ™/6 > (),alorsonap(0) = 0
et donc p = 0. Ainsi, il n’y a pas de mesure invariante et la chaine est transitoire.

EXEMPLE10.66. Ons’intéresse ala marche aléatoire biaisée avec un mur a gauche: c’est la chaine
de MARKov sur N définie par

Q(0.1) =

Qi,1 + 1) = pouri € N*
Q(i,i—1)=1—p pouri e N*
Qi,j) =0 sinon

Q estirréductible si0 < p < 1. Les p invariantes vérifient pouri > 2
(p+ (1 =p)p(i) = p(t — p+ p(i +1)(1 - p)

Dot p(u(i) — p(i = 1)) = (1 = p)(u(i + 1) — p(7)).
Donc (u(i + 1) — 11(i))sen+ st une suite géométrique de raison ;2. D’ou :

Vi€ N, (i 1) — i) = (ﬂp) ) — )
Eni = 0, on doitavoir u(0) = (1 — p)u(1) eteni = 1,ilfaut u(1) = p(0) + (1 — p)u(2).
Donc (1(2) — p(1))(1 = p) = (1) = 2u(0).
Fixons 11(0) = 1, u(1) = ﬁ etalors pourtouti > 2:

i—1 i—1 Jj-1 i
. ) . p p
@) = 10+ X+ 1) =) =)+ 32 (2] ) ) =+ = () w0
j=1 j=1
- Sip < 1/2, on reconnait une loi géométrique (décalée de 1) de paramétre 12, etinvariante,
donc on est dans le cas récurrent positif (on a alors le temps de retour en 0).

- Sip = 1/2,lamesure de comptage estinvariante, on estdansle cas récurrent nulcar (X, ), en £ (|Snne
ou S est la marche aléatoire simple sur Z.

- Sip > 1/2, 0n est dans le cas transitoire : tant que l'on ne touche pas 0, la loi est la méme
que la marche biaisée sur Z qui a une probabilité strictement positive de ne jamais revenir
en 0 et de partir a l'infini. Donc X aussi.
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lll. B. Comportementde X, lorsque n tend vers +co

THEOREME 10.67. [LIMITE DES TEMPS D’OCCUPATION]

Soit Q) un noyau irréductible récurrent (positif ou nul) sur E. Soit i, une mesure invariante (unique
a constante multiplicative prés). Soit f : E — R une fonction de L' ().

Alors si X est une chaine de MARKOV de transition @) :

[z f(x)dv(z) siQ estrécurrent positif, de proba invariante v
0 si Q est récurrent nul

REMARQUE 10.68.

- Dans le cas particulier ou l'on considere f, : © — 1,_, poury € E fixé, alors ce résultat
dit:

— .
n n—-o0 0 sinon

Card({1 <i <n|X;=1y}) { v(y) siQ estrécurrent positif

proportion du temps passé en y

- C’est une généralisation de la loi forte des grands nombres. Si 1 est une mesure de pro-
babilité discrete sur R telle que [ |z| du(x) < +oo et (X;);en+ €st une suite de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi y, alors X = (X;);en- est
une chaine de MAarRkov de transition Q(z,y) = p({y}):

n

P( X1 = 21:) = H p({z:})

=1

Le résultat sur cette chaine de MARKoV pour f = id redonne la loi forte des grands nombres.
On est dans le cas récurrent positif avec ;. probabilité invariante.

PREUVE
REMARQUE 10.69. - Il suffit de faire la preuve dans le cas f > 0 (quitte a3 décomposer f =
fr=1).

- On va prouver ce résultat sous la réalisation canonique et P,-p.s..
Sion aun événement A qui est P, presque sir pour tout x € F, alors

Pu(A) = 3 p(@)Pu(A) = 3 ) = 1

zel zeE

Donconaura A P,-p.s. pour toute probabilité 1 sur E.

On travaille sous P,.. On note 77 le temps de p-iéme retour en z, c’est-a-dire :

!

0

: =0

Yzﬁlzfm:inf{Nn>0|Xn:x}

TP =inf{n >TP'| X, =2}  pourpe N*
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Ona: ) i,
1 & 18 L 1 &
A= (X J) = 3
i=1 k=1 " j_fk—144 k=1
ouy, = T ;,f , f(X;) estlasomme des valeurs de f lors de la k-ieme exploration.

Cherchons la loi de chaque (Y})gen+?
FE estdénombrable donc f(E) aussi. Les (Y}, )en+ sontdonc des éléments de {somme finie d’éléments de f(F
qui est dénombrable. On cherche P(Y1.,, = y1.n).

OnaT}! = t(X) ot t((zx)ren) = inf {n > 0|z, = x} puis pourp € N*:

T2 =T2" int{n > 0]0™ X, = o} = 727" +4(6™ X)

alorsY; = y(X)ouy(z) = Zz(j{ f(x;) puis pourk € N:

Tk TRl 40T x) 1672 " x) L o
Vi= Y f(X))= > f(X) = > F(0" X)) =y X)
j=TE 141 j=Tr '+1 7=l

Alors:

Pz(}/ln - yl:n) - IP>cz:(}/1:n—1 = Yin—1, y(gifilX) = UYn, XT;*1 =x, Tg—l < +OO)

E]'-~n,1
=P, (Yiin-1 = Y1:0—1) P2 (y(X) = yn) par MARKoV fort
= H par récurrence

Sous P, les (Y;)ken+ Sont donc des variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées. Elles sont positives (car f l’'est) etona:

T 7
By =E[3 /00| =B ¥ 1xmf)] = X 7S 1xo]
j:1 y€E~ yeE ]:1
1<j<Ty
=2 [Wwaly) = /fdvx < 400 carf e L}
yeE

Donc par la loi forte des grands nombres :

1 I
S (X)) — [ fdv, Pops. (10.1)
n j= n—400

- Sion est dans le cas récurrent positif, on aen prenant f = 1:

™ 1
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Donc pour f quelconque, en divisant (10.1) par T;;/n et en passant a la limite :

/ fdv, = / fdv Pyps.

—
n——+o00 V:c(E)

ou v est la proba invariante.

Puis pour tout p € N, il existe un unique N, € N* tel que 7¥»~! < p < TN». On a que
(Np)pen+ diverge vers 4-o00. Alors :

Ny N LS SO6) s o Mool Ny S ()
L N, N, -1 I = p N,—1 N,
ZTNT’; —1 [ fdve Paps. g;ﬁ’p‘_ﬂ 1 [ fdve Peps.
,,:%E) ”ui%E)

D’ou le résultat par encadrement.

- Dans le cas récurrent nul, on rappelle que E ne peut étre fini. Enumérons E = (e;);cn. Fixons
¢ e Netprenons f : z +— Lyee,, 3. Ona f € L (p) et:

n
Ta:

Z Ix,eter ey — ve({e1,...,er}) Py-p.s.
j=1

1
n “ n—-+0o00

Soitg € L'(u) positive. Comme on a f est a valeurs dans {0,1},onap > > f(X;) >
ST F(X;) et donc:

J=1

e
0< lig(X.) o M-l Ny ¥4 9(X))
a P j=1 T P NP —1 Np
— —_—
<~Np7_1 —1 *)fg dvy
ST k)
j=1 ) J
Nuz({el ,,,,, ee})
Et donc puisque v, ({e1, ..., e¢}) z—+> ve(E) = +o0:
— 400
1& Jgdv,
0 < limsup — X)) < P.-p.s
p—+o0 p;g( i) ve({e1,. .. ed}) P
— 0
£—+o00

Ce qui conclut.

EXEMPLE 10.70. [LIMITE EN LOI DE X, ]

On considere le noyau :
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0 P 0 1-—

| 1=q O q 0
Q= 0 1—7r 0 r
S 0 r—s 0

p F
s

Si Xy = 1 p.s.,on a presque siirement X, pair pour n pair, impair pour n impair.

1 sinpair

On n’a donc pas de convergence en loi puisque P(X,, € {1,3}) = { 0 sinon

DEFINITION 10.71. Soient Q irréductible sur Eetx € E.
Les périodes de x sont P, = {n € N* | Q"(x, z) > 0}.

OnaQ"t"(z,x) > Q"(z,x)Q™(x, x) donc P, + P, C P,.Donc P, — P, est un sous-groupe de
Z:il existe d, € N* telque P, — P, = d,Z.
On appelle ce d,, la période de z.

PROPOSITION 10.72. Soit Q irréductible.

- Vz € B,d, = PGCD(P,),
- d, ne dépend pasde x € E,

- sid = d, = 1, on dit que la chaine est apériodique et alors

Va,y € E,3Ing € N*|Vn > ng, Q" (x,y) > 0

PREUVE

- d,7 =P, — P,.
Sipe P,,p+pe€ P,donc2p—p=peP,—P,doncP, C d,Z.
Donc d,, divise tous les élément de P,..
Si ¢ divise tous les élément de P,, alors il divise tous les éléments de P, — P, = d,7Z donc
q|d..Doncd, = PGCD(P,).

- Pourtoutz,y € E,onax « y,doncil existe p, g entiers tels que Q?(x,y) > 0 et Q(y, z) >
0.
Sin € Py,onaQ"(z,x) > 0,donc @ (y,y) > QUy,2)Q"(x,2)Q"(z,y) > 0, d’ou
n+p+qeP,.DoncP, +p+qC P,
Par différence d,Z C d,Z donc d,, | d,. Puis par symétrie on obtient d,, = d,,.

- Soientz,y € E.
Six =y, écrivons 1 = d, = p — ¢ pour deux entiers p, g € P,.
Soitn > ¢%. Posons j = n — ¢* et considérons sa division euclidienne parq:j = aq + .
Onan=q¢+aqg+r=q¢*+aq+r(p—q).
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Alors Q" (z,z) > (Q%(z, 2))" " (Q%(x,x))*(QP(x,x))" > 0.Donc ng = ¢ convient. Six # v,
on apourtoutn > p:

Q" (v, y) = QP (z,y)Q" " (y,y)

Pour p bien choisietn > p,ona Q”(z,y) > 0.Puis Q" P(y,y) > 0 pour n assez grand par le
point précédent.

H
THEOREME 10.73. Soit Q) irréductible récurrent positif, de probabilité invariante v, et apériodique.
Alors si X est une chaine de MARKoV de transition ), on a| X, % Z ~ vl etméme:
n——+0oo

Y IP(Xn=y)—v(y)| — 0

n—-+0o0o
yel

PREUVE On va définir Z et Y deux chaines de MARKoV de transition Q telles que
- Z améme loique X,
- pourtoutn € Nyonay, ~ v,
- siT =inf{n|Z, =Y,},alors (Vk > T, Z;, = Y}) p.s..

a) Supposons que deux telles chaines de MARKOV existent.
Montrons que side plus 7' < +oc p.s., alors on a le résultat. Ona:

Z |P(Xn = y) - V(y)| = Z “P)(Zn = y) _]P)(Yn = y)|

yeE yek
= Z P(Z, =y, T <n)+P(Z,=y,T >n)

yelE

—PY,=y,T<n)-PY,=y,T >n)|
=> |P(Z, =y, T >n)—PY, =y, T >n)|

yer
<> P(Zy,=y,T>n)+PY,=y,T>n)
yerR
=2P(T > n) - 0 puisque 1" < 400 p.s.

b) Construisons Z etY'.

Soient (¢7, )n>1.yek> (G y)n>1yem, (F €t () desvariables aléatoires indépendantes a valeurs

dans F, telles que pourtoutn > lety € F,onait:

Cé/ ~v C}l/,y ~ Q<y7 ) COZ ~ HX, quy ~ Q<y7 )

Posant
Zo =7
Yo =¢ . 07, .
_ Y > puis _ oz, SUZn #F Y <
{ Y, =Gy, , pourn>1 Zn, Kzn_l SiZ, =Y, pourn > 1
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(ceciforce Y, = Z, pourn > T),onaqueY estune chaine de MARKOV de transition () et de
mesure initiale v, puis on montre (exercice) que Z est une chaine de MARKoV de transition ()
qui a méme loi que X.

¢) Montrons que T' < +00 p.s..

On doit montrer que 2 chaines de MARkoV Y, Z de transition () indépendantes se rencontrent
presque slirement. En fait, Y et Z sont indépendantes jusqu’a leur rencontre, mais faisons
comme si elles étaient totalement indépendantes. On a (en notant (a,b); = (a;, b;)) :

P<<Za Y)O:n - (ZE, y>0!n> - P(Zg;n - xO:n)P(}/O:n = yO:n)

= P((Zo, Yo) = (z0,%0)) 711) Q(xi, iv1)Q(Ys, Yiy1)

Donc (Z,,, Y, )nen estune chaine de MaRKoV sur E x E de transition définie par Q((x, y), («', ') =
Q(z,2")Q(y, y') pourz, z',y,y € E.
Par périodicité, on a pour n assez grand :

Q" ((x,y), (2", y)) = Q"(x,2")Q"(y,y') > 0

Donc () est irréductible et on a pour z,y € E':

wevQ)(zy) = > vy )QU,y), (x,y))

'y er
=D v(@)Q7) Y vy y)
z'eF y'elk

=v(z)v(y) = (v@v)(z,y)

Donc v ® v est une probabilité Q-invariante donc ) est récurrent positif.
Ainsipourz € E,onaT =inf{n|Y, = Z,} <inf {n|(Y,, Z,) = (z,2)} < +o0 p.s..
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